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1. (20pts)

(a) Déterminer les pôles de
1

z3 + z
en précisant leurs ordres

(b) Calculer Z
C+

cos z

z3 + z
dz

où (C) est la courbe:

1. jzj = 2
2. jzj = 1

2

3. jz � 1
2 j = 1

2. (20pts) On donne sin z =
1X
n=0

(�1)n x2n+1

(2n+ 1)!

(a) Véri�er que cette écriture est valable pour tout z 2 C
(b) Donner le développement en série de Laurent de sin( 1

z�1 ) au voisinage de 1

(c) En déduire la valeur de Z
c+
(z � 1)2 sin( 1

z � 1)dz

où (C) est un contour fermé contenant le point z = 1:

3. (15pts) Les questions suivantes sont indépendantes:

(a) Calculer en utilisant la fonction Beta l�intégrale

�
2Z
0

�
2 cos2 x� 3 sinx

�3
dx

(b) Calculer en utilisant la fonction Gamma l�intégrale

1Z
0

p
�(lnu)5du:

(c) Calculer en fonction de J0(x); J1(x) et de
Z
J0(x)dx l�intégrale

Z
x3J1(x)dx:

4. (15pts) On considère l�équation di¤érentielle du second ordre suivante:

4x2y00 + 4xy0 + (4x2 � 1)y = 0 (B)

(a) On pose Y = y
p
x montrer que l�équation (B) est équivalente à

Y 00 + Y = 0 (E)
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(b) Résoudre l�équation (E) et déduire la solution de (B):

(c) Retrouver la solution de (B) en utilisant les fonctions de Bessel. (on donnera la solution en
fonction des fonctions usuelles).

5. (15pts) Soit f(t) une fonction réelle dé�nie 8t � 0; la transformée de Laplace de la fonction f(t) est
une fonction complexe donnée par:

F (z) = L(f(t))(z) =

Z +1

0

e�ztf(t)dt

(a) On pose x = zt, montrer que �(n+ 1) =
1

zn+1
L(tn)(z):

(b) Déduire les transformations de Laplace des fonctions
1p
t
;
p
t;
p
t5:

6. (15pts) Résoudre l�EDP suivante: x
@u

@y
+ y

@u

@x
= x telle que u(x; 0) =

1

x2

On donne les formules suivantes:

� L�équation de Bessel d�ordre n 2 IR+ est

(Bn) : x
2y

00
+ xy

0
+ (x2 � n2)y = 0 n � 0

� la fonction de Bessel de 1�ere espèce est: Jn(x) =
1P
r=0

(�1)r(x=2)n+2r
r!�(n+ r + 1)

� c1Jn(x) + c2J�n(x) est la solution générale de Bn 8n =2 IN

� Jn+1(x) =
2n

x
Jn(x)� Jn�1(x)

� J 0n(x) = 1
2 [Jn�1(x)� Jn+1(x)]

� xJ 0n(x) = nJn(x)� xJn+1(x)
� xJ 0n(x) = xJn�1(x)� nJn(x)

� d

dx
[xnJn(x)] = x

nJn�1(x)

� d

dx
[x�nJn(x)] = �x�nJn+1(x)

� J1=2(x) =
q

2
�x sinx; J�1=2(x) =

q
2
�x cosx

La fonction Gamma est dé�nie par

�(n) =

+1Z
0

xn�1e�xdx

La fonction Beta est dé�nie par:

B(m;n) =

1Z
0

xm�1(1� x)n�1dx = 2

�
2Z
0

sin2m�1 � cos2n�1 �d�

� B(m;n) = �(m)�(n)

�(m+ n)
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