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Préface

Depuis quelques années, ’algébre linéaire est devenue une partie essentielle du bagage mathé-
matique nécessaire aux ingénieurs, physiciens et autres scientifiques. Ce besoin refléte 1’importance
et les applications étendues du sujet.

Ce livre est destiné a étre utilisé comme manuel pour un cours d’algébre linéaire ou comme
supplément a d’autres ouvrages. Il vise a présenter une introduction a P’algebre linéaire qui sera utile
a tous les lecteurs quelle que soit leur spécialisation. Il est inclus plus de matiére que ’on en peut
insérer dans la plupart des premiers cours d’algébre linéaire. Ceci a été fait dans le but de rendre
Pouvrage plus souple, de fournir un livre de référence utile et stimuler ’intérét porté a cette
matiére,

Chaque chapitre comprend des énoncés clairs de définitions de principes et de théorémes, des
éléments d’illustration et de description et des exercices progressifs résolus. Ces derniers servent a
illustrer et a amplifier la théorie, 2 mettre au point de fagon précise les passages délicats, sans
lesquels I'étudiant se sent constamment sur un terrain incertain, et a permettre la répétition des
principes fondamentaux, si essentiels a une étude efficace. De nombreuses démonstrations de théo-
rémes illustrent les problémes résolus. Les problémes supplémentaires permettent une révision
compléte de chaque chapitre.

Les trois premiers chapitres traitent des vecteurs dans P’espace euclidien, des équations linéaires
et des matrices. Ceux-ci fournissent la motivation et les instruments de calcul fondamentaux pour
Pétude abstraite des espaces vectoriels et des applications linéaires qui suivent. Un chapitre sur les
vecteurs propres et les valeurs propres, précédé par les déterminants, donne les conditions permet-
tant de représenter un opérateur linéaire par une matrice diagonale. Ceci conduit naturellement a
Pétude de formes canoniques et spécialement des formes canoniques triangulaires, de Jordan, et
des formes canoniques rationnelles. Dans le dernier chapitre sur les espaces hermitiens, le théo-
réme spécial pour les opérateurs symétriques est obtenu et appliqué a la diagonalisation des formes
réelles quadratiques.

On termine avec des appendices comprenant des paragraphes sur les ensembles et les relations,
les structures algébriques et les polynOmes sur un corps.

Je voudrais remercier de nombreux amis et collégues, en particulier le Dr. Martin Silverstein

et Dr. Hwa-Tsang pour leurs suggestions et la révision du manuscrit. Je veux également exprimer
ma gratitude a Daniel Schaum et Nicola Monti pour leur précieuse collaboration.

Seymour Lipschutz
Temple University



CHAPITRE 1

Vecteurs de R" et C"

INTRODUCTION

Dans diverses applications physiques apparaissent certaines quantités, comme la température
et la valeur absolue de la vitesse qui possédent seulement ‘“une amplitude”. Ces quantités peuvent
étre représentées par des nombres réels et sont appelées scalaires. D’autre part, il existe d’autres
quantités comme la force et Paccélération qui possédent a la fois une amplitude et une
direction. Ces quantités peuvent &tre représentées par des segments orientés (ayant une lon-
gueur et une direction données et ayant pour origine un point de référence et sont appelées des
vecteurs. Dans ce chapitre nous étudierons en détail les propriétés de ces vecteurs.

Commencgons par les opérations élémentaires sur les vecteurs.

1) Addition : La résultante u + v de deux vecteurs u et v est
obtenue d’aprés la reégle suivante appelée régle du parallélo-
gramme, u + v est la diagonale du parallélogramme construit
sur u et v.

2) Multiplication scalaire : Le produit ku d’un nombre réel &
par un vecteur u est obtenu en multipliant la longueur du o 3u
vecteur u par la valeur absolue de k, et en conservant le
méme sens que celui de u si k& = 0, ou le sens opposé si —2u
k<0,

Nous supposons que le lecteur est familiarisé avec la représentation des points du plan par
des couples ordonnés de nombres réels. Si ’origine des axes est choisie comme point de référence
O, comme précédemment, chaque vecteur est déterminé de maniére unique par les coordonnées de
son extrémité. Il s’ensuit les relations suivantes entre les opérations précédentes et les coordonnées

des extrémités de vecteurs.

i)  Addition : Si (a, b) et (¢, d) sont les coordonnées des extrémités des vecteurs u et v, alors
(@ + ¢, b + d) sont les coordonnées de l'extrémité du vecteur u + v, comme lindique la
figure (a).

(¢ +c¢, b+d)

ku (a, kb)

(@) u (a, b)

Fig. () Fig. (b)

i) Multiplication scalaire : (a, b) étant les coordonnées de lextrémité du vecteur u,(ka, kb) sont
les coordonnées de lextrémité du vecteur ku, voir (Fig. b) ci-dessus.
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De facon générale, nous identifierons un vecteur par son extrémité ; c’est-a-dire que nous
appellerons vecteur le couple ordonné (a,b) de nombres réels, En généralisant cette notion nous
appellerons vecteur un n-tuple (a,, a,,...a,) de nombres réels. En généralisant de nouveau nous
supposerons que les coordonnées du n-tuple sont des nombres réels ou complexes. Plus loin, dans
le Chapitre IV, nous ferons abstraction des propriétés de ces n-tuples et définirons de fagon for-
melle ’ensemble mathématique appelé espace vectoriel.

Nous supposons que le lecteur est familiarisé avec les propriétés élémentaires du corps des
nombres réels noté R.

VECTEURS DANS R”

L’ensemble de tous les n-tuples de nombres réels, noté R”, est appelé n-espace ou espace a
n dimensions. En particulier un n-tuple dans R”,

u = (U, U, ..., Un)
est appelé un point ou un vecteur, les nombres réels u; sont les composantes (ou coordonnées) du

vecteur u. En outre,lorsque nous serons dans l’espace R”, nous emploierons le terme scalaire pour
les éléments de R, c’est-a-dire pour les nombres réels.

Exemple 1.1 : Considérons les vecteurs suivants,
0,1, (1,-3), (1,2,V3,4), (-5 40,7
Les deux premiers ont deux composantes et sont ainsi des points de R? ; les deux derniers
ont quatre composantes et sont donc des points de R%.

Deux vecteurs u et v sont égaux (on écrit u = v) s’ils ont les mémes composantes, donc appar-
tiennent au méme espace, et si les composantes correspondantes sont égales. Les vecteurs (1, 2, 3)
et (2, 3, 1) ne sont pas égaux, puisque leurs composantes correspondantes ne sont pas égales.

Exemple 1.2 : Soit (x — ¥, x + y, z — 1) = (4, 2, 3). Alors par définition de ’égalité des vecteurs,

x—y = 4
x+y = 2
z—1 = 3
Le systéme précédent résolu donne x = 3,y = — 1 et z = 4.

ADDITION VECTORIELLE ET MULTIPLICATION SCALAIRE

Soit u et v deux vecteurs de R”
U = (ul,uz,...,un) et v = (’01,’02,...,_’1)1;)

La somme de u et v, que I'on écrit u + v. est le vecteur obtenu en ajoutant les composantes cor-
respondantes de u et de v:

U+ v = (Ur+ V1, U+ Vs, ... Un+ Vn)

Le produit d’un nombre réel 2 par un vecteur u, écrit ku, est le vecteur obtenu en multipliant
chaque composante de u par k:

kv = (k?/(/x, ku2, ey kun)
Remarquons que u + v et ku sont aussi des vecteurs de R”. On définit aussi
—u = —-lu et wU—v = u+(—v)

La somme de vecteurs ayant un nombre distinct de composantes n’est pas définie.
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Exemple 1.3 :Soit » = (1,-8,2,4) e v = (3,5 —1, ~2). Alors

u4+v = (1+3-3+52-1,4-2) = (421,2)
5u = (5+1,5+(=3),5-2,5+4) = (5, —15,10, 20)
2u —3v = (2,-6,4,8 + (—9,-15,3,6) = (~17, 21,7, 14)
Exemple 1.4 : Le vecteur (0, 0, 0...,0) de R”, noté 0, est appelé vecteur nul. Il est semblable au
scalaire Q0 en ce sens que pour chaque vecteur u = (”1’ Uy Uy oo, un),
u+ 0 = (u1+0)u2+0)---’un+0) = (ul,u2,...,un) = u

Les propriétés essentielles des vecteurs de R” par rapport a l’addition vectorielle et a la
multiplication par un scalaire sont résumées dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.1 : Quels que soient les vecteurs u, v, w € R” et quels que soient les scalaires
k, '€ R,

i @w+v)+w = u+ (w+w) (v) kutv) = ku+kv
(ii) u+0 = wu (viy (k+F)u = ku+ k'u
(ifi) v+ (—u) = 0 (vii) (klc’)u = k(k'w)

(iv) u+v = v4+u (viii) lu = u

Remarque : Supposons que u et v sont des vecteurs de R” pour lesquels on a. u = ky, k étant un
scalaire non nul & € R. On dit alors que u a le méme sens que v si B > 0 et le sens
contraire si B < 0,

PRODUIT SCALAIRE
Soient u et v deux vecteurs de R”:
U = (U1, U, ..., Un) et v = (V1, Vs ..., Un)

Le produit scalaire de u et v, noté u * v, est le scalaire obtenu en multipliant les composantes cor-
respondantes et en ajoutant les produits obtenus:

UV = U1 + UV2 + -+ + UnUn

Les vecteurs u et v sont orthogonaux (ou perpendiculaires) si leur produit scalaire est nul:u. v =0

Exemple 1.5 : Soit » =(1,-2,8,—4), v=1(6,7,1,—2) et w=(5—4,5"7. Alors
wev = 16+ (=2)*7+31+(4)+*(—2 = 6—-—14+3+8 = 38
wew = 15+ (—2)+(—4) + 35+ (—4)+7 = 5+ 8+ 15—28 = 0

Donc u et w sont orthogonaux.

Les propriétés remarquables du produit scalaire dans R” sont les suivantes:

Théoréme 1.2 : Quels que soient les vecteurs u, v, w € R” et quel que soit le scalaire k € R,
i) w+v)w =wuvwtow (iii) u-v = v-u
(i) (ku):v = k(u-v) (iv) ueu=0, et w-u=0ssi u=0

L’espace R”, avec les propriétés précédentes d’addition vectorielle et de multiplication
par un réel et le produit scalaire,est appelé communément espace euclidien an-

dimensions.

Remarque :

NORME ET DISTANCE DANS R”

Soient u et v des vecteurs de R” : u = (u,, U,...
des deux points u et v, notée d(u, v),est définie par,

d(w,v) = V@ —v1)* + (Ua—v2)* + -~ + (Un — vn)?

L, u,) et v = (v, 0,...0,). La distance
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La norme (ou longueur) du vecteur u est notée ||ull, et est définie comme la racine carrée posi-
tive de u. u:

|l = Vurw = Vi +ul + -+ +ul

D’aprés le théoréme 1.2,u. u = 0 et ainsi la racine carrée existe. Observons que :
d(u,v) = |ju— v

Exemple 1.6 : Soient u = (1, — 2,4, Detv= (3,1, ~ 5, 0). Alors

du,v) = VI —82 + (2—12+ @+52+ (1—02 = V95
lo|l = V32 + 12+ (—5)2+ 02 = V35

Si nous considérons maintenant deux points p = (a, b) et ¢ = (c, d), dans le plan R?, alors,

ol = v+ et dp,q) = Vie—c) + (b—d)?

Donc ||pl| correspond a I’habituelle distance euclidienne de ’origine au point p, et d(p, q) corres-
pond a la distance euclidienne séparant les points p et g, comme ci-dessous:

Des résultats semblables seraient obtenus sur la droite réelle R, ou dans R3.

Remarque : Un vecteur e est appelé vecteur unitaire si sa norme est 1 : ||ell = 1. Remarquons que,
pour chaque vecteur non nul u € R”, le vecteur e, = u/|luf| est un vecteur unitaire
de méme direction que u.

Etablissons maintenant une relation fondamentale, connue sous le nom d’inégalité de Cauchy-
Schwarz.

Théoréme 1.3 (Cauchy-Schwarz) : Quels que soient les vecteurs u, v € R”, |u. v| < lu|l llvll.

En utilisant ’inégalité précédente, nous pouvons définir maintenant ’angle 0 de deux vecteurs
non nuls u, v € R” par :

9 . u v
ST T Tl ]

Remarquons que si u - v = 0 alors 8 = 90° ou # = 7/2. Ce qui concorde bien avec notre définition

de 'orthogonalité.

NOMBRES COMPLEXES

L’ensemble des nombres complexes est noté C. Formellement, un nombre complexé est un couple
ordonné de nombres réels ; ’égalité, I’addition et la multiplication de nombres complexes sont défi-
nies de la maniére suivante :

(@, ) = (¢,d) ssi a=c et b=4d
(@, b) +(c,d) = (a+c,b+d)
(a, b)(c, d) = (ac— bd, ad+ be)
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Identifions le nombre réel a avec le nombre complexe (a, 0):
a < (a,0)

Ceci est possible car les opérations,addition et multiplication,entre nombres réels sont conservées par
la correspondance précédente :

(@, 0) + (b,0) = (a+D,0) et (a, 0)(b, 0) = (ab, 0)
Donc R est un sous-ensemble de C et nous pouvons remplacer (a, 0) par a toutes les fois que cela
est commode et possible.
Le nombre complexe (0, 1), noté i, a la propriété importante suivante :
2 =14 = (0,1)0,1) = (-1,0) = -1 ou ¢ =y-1
De plus, en utilisant le fait que :
(a, b) = (a, 0) +(0,d) et (0, b) = (b, 0)(0, 1)
(@, ) = (a,0) + (b, 0)(0, 1) = a + bi

La notation a +bi est plus commode que (a, &). Ainsi la somme et le produit de deux nombres com-

plexes peuvent étre obtenus en utilisant simplement la commutativité et la distributivité des deux lois
et le fait que 2 = — 1.

(@+bi) +(c+di) = a+c+bi+di = (a+¢)+ (b+d)
(@ +bi)(c+di) = ac + bei + adi + bdi® = (ac—bd) + (be + ad)i
Le nombre complexe conjugué de z = (a, b) = a + bi est noté et défini par
Z=a—0bi

(Notons que zz = a? + b?). Si finalement, z # 0, alors ’inverse z~! de z et la division par z sont
donnés par

z a -b . wo 1
-1 = = = (2 et -— = Wz
z 22 a2+b2+a2+b2 2
ou w € C. Nous définissons aussi
-z = —1z et w—2z = w+ (—=2)

Exemple 1.7 : Supposons z = 2 + 3i et w =5 — 2i. Alors
ctw = 2+8)+(B—2) = 2+5+3i—2 = T+1
ew = (24+3)(5—2) = 10+ 15i— 4i~ 62 = 16 + 114
2 =2+8 =2—-3 et w=05—2i=5+2
5—2i (5—29)(2—37) _ 4-—19¢ _ 4 19 .

z  2+3  (2+s3)2—23) 13 13 13°
Comme les nombres réels qui peuvent &tre représentés par les
points d’une droite, les nombres complexes peuvent étre représen-
tés par les points d’un plan. En particulier le point (e, b) du plan, b-———————; 2= a-+bi
représente le nombre complexe z = a + bi dont la partie réelle |
est a, et dont la partie imaginaire est b. La valeur absolue de z,

notée |z|, est définie comme la distance de z a l’origine:

lz2| = Va*+ b?

Remarquons que |zl est égal a la norme du vecteur (a, b). Ainsi |z| = \/2Z

1e

Exemple 1.8 : Supposons z = 2 + 3i et w = 12 — 5i. Alors,

l2) = VA+9 = V13 et |w| = V144 +25 = 13
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Remarque : Dans I’Appendice B,nous définissons la structure algébrique appelée corps. Insistons
sur le fait que 1’ensemble C des nombres complexes muni des opérations d’addition
et de multiplication définies ci-dessus est un corps.

VECTEURS DANS C”

L’ensemble de tous les n-tuples de nombres complexes, noté C", est appeié espace complexe
é n dimensions. Comme dans le cas réel, les éléments de C" sont appelés des points ou des vec-
teurs, les éléments de C sont appelés scalaires, et 'addition vectorielle dans C", et la multiplica-
tion par un scalaire dans C" sont données par:

(%1, 22, ..., 20) + (Wi, W2, ..., wn) = (21t wi, 22+ Ws ..., 20+ W)
2(R1, 22, ..., 20) = (271, 225, ..., %%n)
ou zi, wi, 2 € C.
Exemple 1.9 : (2+8i,4—4,8) + (3—2,5i,4—6) = (5+1,4+44,7—60)
2i(2+3i,4—1,8) = (—6-+ 41,2+ 8i, 6)

Soient u et v deux vecteurs quelconques de C":
u = (21,22, ..., %), v = (w1, We, ..., W), zi, W € C
Le produit scalaire de u et v est défini par :
UV = 21W1 + 22Ws + -+ ¢ + 2,00n

Remarquons que cette définition se réduit a la définition du produit scalaire dans le cas réel,
puisque w, = w,, lorsque w; est réel. La norme de u est définie par

||u|| = \/u-u = \[2121 + 220+ - 202, = \/|Z1’2 = ’Zzlz + -+ IanZ

Observons que u . u et donc ||ul| sont des nombres réels positifs, lorsque u # 0, et nuls lorsque
u=20.

Exemple 1.10 : Soient v = (2 + 3i, 4 — i, 2)) et v = (3 — 24, 5, 4 — 6i). Alors

uev = (24303 —2i) + (4 — 1)) + (20)(4d — 61)
= (24 30)(3+2i) + (4— () + (204 + 6)
= 18{+20—5i— 12+ 8 = 8+ 164

wew = (24302430 + @ —)E—7) + (2@
= (2+3)(2—30) 4 (4— )+ + (2)(—20)
= 13+17+4 = 34

lull = Varu = V3

L’espace C", avec les opérations précédemment définies, addition vectorielle, multiplication par
un scalaire et produit scalaire, est appelé espace euclidien complexe d n dimensions.

Remarque : Si u.v était défini par u.v =z w, +--.-+ 2z, w,, alors il serait possible pour
u.u = 0, méme si u #* 0 par exemple avec u = (1, i, 0). En fait u. u pourrait

méme ne pas étre réel.
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PROBLEMES RESOLUS
VECTEURS DE R”

1.1. Calculer 1) (3, —4,5)+ (1,1,—2);2)1,2,—3)+(4,—5); 8 —3(4, — 5, —6) ;
4) —(— 6,7, — 8)
(1) Additionnons les composantes correspondantes (3, —4, 5) + (1,1, —-2)= 3+ 1, -4+ 1,5 - 2)
= (45 - 3; 3)
(2) La somme n’est pas définie car les vecteurs ont des nombres différents de composantes.
(3) Multiplions chaque composante par le scalaire : — 3(4, — 5, —6) = (— 12, 15, 18).
(4) Multiplions chaque composante par — 1, — (= 6, 7, — 8) = (6, — 7, 8)

1.2, Soient u = (2,—7, 1), v = (—3, 0, 4), w= (0,5, — 8). Trouver 1) 3u — 4v, 2) 2u + 3v — 5w.
Effectuer d’abord la multiplication scalaire, puis I’addition vectorielle.

(1) Bu—4v = 3(2,—7,1) —4-3,0,4) = (6, —21,3) + (12,0, —16) = (18, —21, —13)
(2) 2u+3v—bw = 2(2,—17,1) + 3(—3, 0, 4) — 5(0, 5, —8)

(4, —14, 2) + (=9, 0, 12) + (0, —25, 40)

= (4—9+0,—14+0—252+12+40) = (—5, —39, 54)

1.3. Trouver x et y si (x,3) = (2, x + ).
Les deux vecteurs étant égaux, leurs composantes correspondantes sont égales entre elles:

x =2, 38 =4ty

En remplagant x par 2 dans la seconde équation on obtient y= 1. Ainsi x = 2 et y = 1.

1.4. Trouver x et ¥y si (4,y) = x(2,3).

En multipliant par le scalaire x on obtient (4, y) = x(2,3) = (2x, 3x).
En égalant les composantes correspondantes : 4 = 2x, y = 3x.

Résolvons enfin les équations linéaires en x et y : x = 2 et y = 6.

1.5. Trouver x,y et z si (2, —3,4) = x(1,1,1) + y(1,1,0) + 2(1, 0, 0).
Multiplions d’abord par les scalaires x, y et z et additionnons:
‘ 2,-3,4) = «(1,1,1) +y(1,1,0) +2(1,0,0)
= (@, 2, + ¥,y 0+ (20,0)
= (z+y+z ety x)

Egalons les composantes correspondantes les unes aux autres, on a :

rx+y+z =2 x+y = —3, x = 4
Pour résoudre ce systéme d’équations, nous remplagons x par 4 dans la seconde équation, on obtient
4+ y=—3o0uy= — 7. Alors en remplagant x et y par leur valeur dans la premiére équation, on
trouve z = 5. Doux=4,y=—172=15.

1.6. Démontrer le théoréme 1.1: Quels que soient les vecteurs u, v, w € R” et quels que soient les

scalaires k, k' € R:
1 w+tv)+w = u+@+w) &) ku+v) = ku+ kv

2 u+0=wu (6) k+EYu = ku+ku
3 wu+(—u) =0 2] (EkYu = k(k'u)
@ uw+v=v+u ®) lu = u

Soient u,,v;,w; les i®*® composantes de u, v et w respectivement.
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(1) Par définition, u; + v; est Iaz € composante de u + v et donc (u, + v) + w; est la i°™¢ composante s
de (u + v) + av. D’autre part, v; + w; est la i*™° composante de v + w et donc u; + (v; + wy)est lai
composante de u + (v + w). Mms u;, v et w; sont des nombres réels pour lesquels 1’assoc1at10n de l’addition

est vérifiée, donc

eme

(u; +v) +w; = u; + (v; + wy) pour =1, ...,n

Dot (u + v) + w = u + (v + w) car leurs composantes correspondantes sont égales.

(2) Avec0=(0,0,..., 0),0ona
u+0 = (Ug, usy ..., u,) +(0,0,...,0)
= (U +0,u,+0, ..., 0, T0) = (ug, %, ...,%) = u
(3)  Puisque —y = —I(ug,uy, ..., u) = (U, —Uy, -, TU),
wt (—u) = (ug, Uy oo, Uy T (U, U, L, —Uy)
= (g — Uy, Ug—Ugy ..., Uy —Uy) = (0,0, ...,0) = 0

(4)  Par définition u; + v; est laj éme composante de « + v et v; + u; est la i™® composante de v + u. Or
u; et v; sont des nombr*s réels pour lesquels la commutat1v1te de I’addition est vérifiée, donc

N w; + v = v+ ou, i=1,...,n
Dol u + v = v + u car leurs composantes correspondantes sont égales,

(5) Pu1sque u; + v; est la jéme .composante de u + », k(u; + v;) est la i éme composante de k{(u + v). De
méme ku et kv sont les iémes composantes de ku et kv respectlvement ku; + kv; est donc la jeme

composante de ku + kv. Or k,u; et v, sont des nombres réels, d’oll
F(u; +v) = ku; + kv, 1i=1,...,n
Ainsi k(u +v) = ku + kv, les composantes correspondantes étant égales.

(6) Remarquons que le premier signe plus se rapporte a Paddition de deux scalaires & et k', alors que le second
signe plus, se rapporte 2 une addition vectorielle entre les deux vecteurs ku et kv.

Par définition, (k + 4 Ju; est laz ¢ composante du vecteur (k + K)o Puisque ku; et k u; sont les
i*™®S composantes de ku et ku' respectivement, ku; + & u; est la jeme composante de ku -(- .Ork, £ et
u; sont des nombres réels, donc

(k+ K)u;, = ku; + k'u;, i=1,...,n

Ainsi (k + KD)u = ku + k'u les composantes correspondantes étant égales.

)] Pulsque k' u; est la jeme composa.nte de &' u, k (k' u;) est la M€ composante de k(k'u). Or (kk' Ju; est la
jme composante de (kkD)u et k, k', u; étant des nombres réels, on a

('Y, = Koy, i=1,...,m
Donc (kk') u = k(k'u),les composantes correspondantes étant égales.

(8)  1ru=1(uy, Uy -, Uy = (Lug, Latg, .., 100y) = (Ug, Uy, -« o, Uy) = .

1.7. Montrer que Ou = 0 quel que soit le vecteur u, ou le premier 0 est un scalaire et le second
un vecteur.

Méthode 1 : Ou = O(uq, Us, ..., up) = (Ouy, Oug, ..., 0u,) = (0,0,...,0) =
Méthode 2 : D’aprés le théoréme 1.1, Ou = (0+0u = Ou+ Ou

En ajoutant — Ou aux deux membres, on trouve le résultat demandé,

PRODUIT SCALAIRE

1.8. Calculer u - vavec : 1) u =(2, —3,6),v=(8,2,—3);2)u=(1,—8,0,5),v=(3,6, 4);
3) u=(,-521), v=(4,1,-2, 5).
(1) Multiplions les composantes correspondantes et ajoutonsiu.v = 2.8 + (—=3).2 + 6.(-3)= —8.

(2) Le produit scalaire n’est pas défini, les vecteurs ayant un nombre distinct de composantes.

(3) En multipliant les composantes correspondantes et en ajoutantiu.v = 3.4+ (=5).1 + 2. (-2)+1.5=8,.
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19. Déterminer & de maniére que les vecteurs u et v soient orthogonaux ou
@) w=(Lk-3) et v=(2-54)
(i) » = (2, 8k —4,1,5) et v = (6,—1,3,7,2K)

Dans chaque cas, calculons u . v, et égalons 4 0, en résolvant en %.

i) wev = 12+ k+(—5) + (—3)+4 = 2—-5k—12 = 0, —5k—10 =10, Fk=-2
(i) uev = 26 + 3k+(=1) + (—4)+8 + 1+7 + 52k
= 12 -8 — 124+ 7+ 10k = 0, k=-—1

1.10. Démontrer le théoréme 1.2 : quels que soient les vecteurs u, v, w € R” et quel que soit le
scalaire & € R,

(i) ut+v)w =uw+ovw (iil) urv = v-u
(i) (ku) v = k(u-v) (iv) uru>=0, et u-u=0 ssi u=0
Soient u = (U, Uy, ... ,u,),v = (v, y2,...,vn), w=(w;, Wy, ..., w,)
(i) Puisque u+ v = (u;+ vy, up+ vy, ..., u, +v,),
(w+v)yew = (U +vdwg + Uy + v)ws + ¢+ + (u, +v)w,
= wwy + vywy + Wy + vewy + -+ uw, + vw,
= (wywy + ugwy + ¢ 00+ uw,) + (vywy +vgwy + - -0+ vw,)

= uwtvow
(ii) Puisque ku = (kuq, ku,, ..., ku,),
(fw)*v = kuvy + kusvy + -+ + kuyv, = kluw, +ugvp+ - +Huwy,) = kuev)
{Hi) uev = wwy +ugvg+ o0 Fuw, = viuy F vy Fvu, = veu
(iv) “12 étant positif pour chaque i, et la somme de nombres réels positifs étant positive,
uru = uf+ud+ - +u =9

De plus 4. u = 0, ssiu; = 0 pour chaque i, c’est-a-dire ssiu = 0.

DISTANCE ET NORME DANS R”

1.11. Trouver la distance d(u, v) des deux points u et v ou (i) u = (1,7),v = (6, —5);
({)u = (3, —5, 4),v = (6,2, —1);(i)u=(53—2 —4 —1),v=(2,—10 -7, 2),

Utilisons dans chaque cas la formule d (u, v) = \/(u1 — v1)2 ot (w, - v, »

() dw,v) = VA—62+ (T+5)2 = V25 + 144 = /169 = 13

(i) du,v) = VB—62 + (-5—2)2+ (4+1)2 = V9 +49 +25 = V83

(i) du,v) = VE—22+ B+ 12+ (—2+02 + (—4+ 72+ (—1—2)2 = V47
1.12. Trouver k de telle sorte que d(u,v) = 6 ouu= (2, R, 1, —4) etv= (3, — 1, 6,—3).
(Au,v))2 = (2—3)2+ (k+1)2+ (1—6)2+ (—4+3)2 = k2 + 2k + 28

Résolvons maintenant k% + 2k + 28 = 6% on obtient k = 2, — 4.

1.13. Trouver la norme du vecteur u si (i) u = (2, —17), (iu = (3, —12, =4

Utilisons dans chaque cas la formule {[u[| = \/uf + ug + .00+ ui .

@ Jul = v+ (72 = VA+49 = VB3

) |jul] = V32 ¥ (122 + (—4)2 = V9 + 144 + 16 = V169 = 13

Il




10 Algébre linéaire
1.14. Déterminer k de telle maniére que ljull = V39 ou u = (1, k, —2, 5).
llull2 = 12+ K2+ (—2)2+ 52 = k2 + 80
Résolvons k% + 30 = 39 on obtient k = 3, — 3.
1.15. Montrer que [lui|l = 0 et (lull = 0 ssi u = 0.

D’aprés le théoréme 1.2 uw > 0 et wu.u=0,ssiu = 0. Puisque |jull = Vu. u, le résultat en découle.

1.16. Démontrer le théoréme 1.3 (Cauchy-Schwarz):

Quels que soient les vecteurs u = (u,,..., u,) et v = (vy,..,v,) de R”, (u.vl < [lull vl

n
Nous démontrerons d’abord la double inégalité |u-v| = I |uw] = |lu]| |]v]].
i=1

Siu = 0ouv =0, Vinégalité se réduit 3 0 < 0 < 0 qui est évidemment vérifiée. Il reste donc 4 considérer
le cas ol u # 0 et v # 0 d’ou ||ull # 0 et |lv|| # 0. De plus

[eew] = Jugoy + oor b ugvy| = Jugey] o+ ] = 3w

Démontrons maintenant la seconde inégalité.

Pour tous nombres réels x,y €R, 0< (x — y)? = x2 — 2xy + y?, ce qui est équivalent &
2y = x2 + y? H
Posons x = |u;i/|lull et y = |v]/llv|l dans (1), nous obtenons, quel que soit i,
9 MM — J|2 w2 2)
[l [l]] [laf[>  ol1?
Mais, par définition de la norme d’un vecteur on a |jul} = Su? = Slu2 et ||l = ot = Jv)2
En sommant par rapport 4 i et en utilisant Iul.vl.l = lu] Iy, on a
2 fug)] _ = fuf? 2 vyl _ [} + [[v]? - 9
[fael] [fol] [lul[? [1v]}2 [l vl
c’est-a-dire 2 Jui 1
[l Il

Enfin en multipliant les deux membres par |[ul| ||[vll, nous obtenons I’inégalité demandée.

1.17. Démontrer I'inégalité de Minkowski:
Quels que soient les vecteurs u = (u,,..., u,) et v = (v,,...,v,) de R", [lu+ vl < [lull + (lvll.
Si Jju + v|] = O, I'inégalité est vérifide. Il reste alors & considérer le cas [fu + v]| # O.
Or |u; + vl < |yl + v, quels que soient les nombres réels u;,v; € R. Donc
lw+0l2 = S+ = 3lu+of
= Zlutollytol = 3w+l (ul+ )
= St lw] + 3w+ o v

D’aprés U'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir le précédent probléme)

S lut o lul = e+ of] [l et Slutollo] = |lutof o]

Donc o tof2 = flutol] Hul] + Yt o] o] = a2l (lul] + l|o])

En divisant par |lu + v||, nous obtenons I’inégalité demandée.
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L.18. Démontrer que la norme dans R” satisfait les lois suivantes:
[N, ] : Quel que soit le vecteur u, ||lul] = 0 et Jlul] = 0 ssi u = 0-
[N, ] : Quel que soit le vecteur u, et quel que soit le scalaire k, ||kull = |k]|.|[lull."
[N;] : Quels que soient les vecteurs u et v, |lu + vl| < {full + {lvil.

N ] est démontré dans le probléme 1.15 et [NV,] dans le probléme 1.17. Il reste uniquement & démon-
i 3

trer [N, ].
Supposons u = (u; ,uy,..., u,) et donc ku = (ku,, ku,, ..., ku,). Alors
feull? = (Ruy)® + (kug)® + - + (kun)® = k22 + K2 + -+ + k2
= kz(u%+u§+ s dul) = R Ju)2

En prenant la racine carrée des deux membres, on obtient ’égalité demandée,

NOMBRES COMPLEXES

. . . : 1 2—Ti o e e
L19. Simplifier : 1) (5+31)(21~7z)2; 2) (4-39% 3) g—g 4) 513’ 5) &, &, #
\3. PR,
6) (1+2i3; 7) <2_3i> :
1) (5+8)@—"T) = 10+ 6i — 35i — 212 = 31 — 29i
2)  (4—30)2 = 16 —24i + 92 = T — 24;
1 (3+4) _3+4i _ 3 4.
3 3-H T F-aB+4 - 2 252
27 _ 2-T)(6-—3) _ —ll—4li _ _11 41,
Y 5T (FIGE—3%) = 34 34 34
5) B = 2ei= (-l)i = —i; it o= 202 = 1 B= @B = () =
6) (1+2) = 1+6i+122+88 = 1+6i—12—8 = —11—2i
1\ 1 (—5+129) _—b+12i _ _ b 12,
7 <2—3i T T5—12i  (—5—12)(-5+12) 169 169 * 169

120.Soient z = 2 — 3i et w = 4 + b5i, Trouver
(1) z+w et zw; (2) z/w; (3) 2 et w; (4) |2| et |ow].
1) 24w =2—-8+4+5i = 6+ 2
aw = (2—34)(4+5) = 8 —12¢{ + 10i — 152 = 23 — 2

) Z - 2-8i_ (2-8)d—b) _ —7-22 _ 7 22
w  4+5i  @+s50d—5) 41 4 4’

3) \Utilisonsa+bi=a—bi: 2=2—81=2+3i; w=4+5i=4—bi.

4)  Utilisons |a + bi] = Va2 + b2 2| = |2~ 3] = V4 + 9 = V13; |w| = [4+5i| = V16 + 25 = V41.

1.21. Démontrer que quels que soient les nombres compiexes z, w € C,
() 27w =z+w, (i) zZw=2zw, (i) z=-=2.
Posons z=a+bi e w=c¢+di ou a,bec,dER.

@A) 24w =(@+b) +(ctd) = {a+c) + (b+d)
(@+e)—(b+di = a+ec—bi—di
(a—bi) + (c—di) = z2+w

Il

Il

Il

(i) 2w = (a+bi)c+di) = (ac—bd) + (ad+ be)i
= (ac—bd) — (ad + be)i = (@a—bi)(c—di) =

n
gl

I
n

(i) z=a+bi = a—bi = a—(~b)i = a+bi
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1.22. Démontrer que quels que soient les nombres complexes z,w € C,lzw| = 2| wl.
Posons z = a + bi et w = ¢ + di, ol a, b, ¢, d € R, Alors
|22 = a2+ 02, |w2 = ¢+ &2 et 2w = (ac— bd) + (ad+ be)i

Alors lew|2 = (ac—bd)? + (ad + be)?
= a2c2 — 2abed + b2d2 + a2d? -+ 2abed + b2e?
= a2+ d?) + b2+ d2) = (a2+ b2+ dY) = [2?|w|?

En prenant la racine carrée des deux membres on obtient le résultat demandé.

1.23. Démontrer que quels que soient les nombres complexes z, w € C, |z + w| < |z} + |wl.

Posons z =a + biet w=c + dioua b c, dE R. Considérons les vecteurs u = (a, b) et v = (c, d)
de R2, remarquons que

Il = V@ T2 = |jull, |w = VE+& = [jv

et etwl = @+t +®+dyil = Ve+e2+ (d+d)? = |[(ate, b+d)| = [ju+ vl

D’aprés I'inégalité de Minkowski (Probléme 1.17) |lu + v|| < |[«]| + I|v||. On a donc
erwl = ol =+l = e +
VECTEURS DE C"
1.24. Soient u = (83 — 2i, 4i, 1 + 6i) et v = (6 + i, 2 — 3i, 5). Trouver
(Hu+v, (2) 4w, (3) 1 +iv, (4) 1-2u+ 3+
1) Additionnons les composantes correspondantes : ¥ + v = (8 — i, 2 + i, 6 + 6i).
2) Multiplions chaque composante de u par le scalaire 4i : 4 = (8 + 12i,— 16, — 24 + 4i).
3) Multiplions chaque composante de v par le scalaire 1 + i :
(I+dv = 5+6i+%,2~1—3:2,5+5)) = (4+6i,5—1, 5+ 51)
4) Effectuons d’abord la multiplication scalaire puis I’addition vectorielle:

(1—20u+ B+dv = (—1—8i, 8444, 13+ 4i) + (14 + 8i, 9 — 74, 15 + 59)
= (18,17 — 31, 28 + 99)

1.25. Trouver u. vetv.uavec 1) u = (1 — 2,3+ H,v=(4+ 2i,5— 6i);2) u= (3—2i,
4i, 1+ 6i),v=(b+1i 2—3i, 7T+ 2i.
Rappelons que les composantes conjuguées du second vecteur apparaissent dans le produit scalaire
(yy - &g o (wy, oo, wy) = 20y F e+ 2,50,

1) wsv = (1—2)@F2i) + 3+)E—6)
= (1—-20)4—2) + B+)(B+6i) = ~10i+ 9 +23% = 9 + 18

veuw = (4+ 20T —20) + (5—6)B 1)
= (4+2)1+2) + B5—6)8—4) = 10i+9 — 23i = 9 — 13¢

2) urv = 3-2)(B+4) + (492 — 30) + (1 +65)(7T+ 29
= 8—2)(6—1) + (4)(2+ 39) + (1 +6i)(T—2i) = 20 + 35i

veu = (5+4(8—2%) + (2 — 30)(dd) + (7T+ 20)(1L+ 69
= 5+ DB +2) + (2—3)(—41) + (T+2)(1 —67) = 20— 35¢

Dans les deux exemples v.u = u.v. Ce qui est vrai en général, comme on le montre dans le pro-
bléeme 1.27.
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1.26. Trouver [lul| ou (i) = (3+4¢,5—24,1—30); (il) w=(4—1,2i, 3 +2i, 1 —51).
Rappelons que zz = a2 + b? lorsque z = ¢ + bi. Employons

Hu|l2 = utu = 21.’2‘1+2252+ e +zn'é*n Oﬁ z = (zlx 29, --~)zn)

(3)2 + (42 + (B)2+ (—2)2 + ()2 + (~8)2 = 64, ou |[u| =8

M)l

() |2 = 424+ (—1)2+ 224+ 32+ 22+ 12+ (—5)2 = 60, ou |ju|| = V60 = 2V/15

1.27. Montrer que quels que soient les vecteurs u,v € C" et quel que soit le scalaire z € C,
Hu.v="uv.u, 2) (zu)v = z(uv) 3)u . (2v) =Z (u- v). (Comparer avec le théoreme 1.2).

Supposons que u = (2,2, ...,2,) €t v = (W, Wy, ..., Wy).

1)  En utilisant les propriétés du conjugué établies dans le Probléme 1.21,

TTU = WiE T Way o T W, = Wikt woEy o + wedy
= Wz + Worg + 0+ Wuz, = W) + 2oWy + 0 + 2,0, = uV
2) Puisque zu = (2z,,22,,....,22,),
(zu) *v = 220) + 229Wy + -+ + 22,W, = 2(zWy+ 2ollgt 2,00, = 2{ucv)
3) Méthode 1 : On azv = 2wy, 2wy, ..., ZW,),
we (20) = 2)2W1 + 2.8Wy + -+ 2,ZW, = 2.3W; + 293Wy + - + 2,7W,
= 22wy + 2Wy + -+ 2,0, = Zucv)

Méthode 2 : Utilisons 1) et 2)
us(2v) = @)ou = 2w = 2w u) = Z(uv)
PROBLEMES DIVERS
1.28. Soit u = (3, —2, 1, 4) et v = (7, 1, — 3, 6). Trouver:
(1) w+wv; (i) 4dw; (i) 2w — 3v; (iv) w-v; (v) |[u]] et ||v|; (vi) d(u,v).
() ut+v = (3+7-2+1,1-3,4+6) = (10, -1, —2, 10)
(i) 4u = (4+8,4(=2),4+1,4+4) = (12, —8, 4, 16)
(i) 2u—3v = (6,—4,2,8) + (—21,-3,9, —18) = (—15, —7, 11, —10)
(iv) wev = 21 —2—3+24 = 40
@ lull = VSFLFI+16 = V30, |[jo|l = VA FL1+9+36 = Vo5
vi) dw,v) = V=72 + (—2—1)2+ (1+3)2+ (4—6)2 = ﬁ% = 3V5

1.29. Soit u = (7T — 2i, 2 + 5i) et v = (1 + i, —3 — 6i). Trouver:
(1) w+ov; (i) 26w (i) (8 —dv; (iv) w-v; (v) lu|l et o]
@ uw+ov = (T—2+1+4,2+5i—3—6) = (8—i, —1—1)
(i) 2iu = (14i—4i2, 4i+102) = (4+ 143, —10 + 49)
(i) B—i)v = (3+3i—i—42 —9—18i+3i+6:) = (4+ 2i, —15— 153

(Gv) v = (7T—2)TF9) + @+5)(—3—69)
= (7T—20(1—14%) + (2+5)(—3+6)) = 5—91—386— 3 = —31 —12(

W Il = VET(2ET 2 +52 = V82, |[p]| = VIEF 12+ (-8 + (-6 = V47T
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1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

Algébre linéaire

Tout couple de g(li)nts P = (a;) e_t_) Q = (b;) de R" définit un
segment orienté PQ. Identifions PQ avec le vecteurv=Q — P
%
PQ = P = (b1—‘a1, b2~a,2, Ce ey bn—(ln)
_) -
Trouver le vecteur v identifié a PQ ou
(i) P=(2,5), @ =(-3,4)
(i) P=(1,-2,4), @=(6,0,-3)

() v=Q—P = (—3-2,4—5) = (—5,—1)
(@ v =Q—P = (6—1,0+2,-3—-4) = (5,2,-7)

L’ensemble H des éléments de R"” qui sont les solutions d’une équation linéaire a n inconnues
X;,%,,... %, de la forme

iy + Cata 4 - F Caln = b (%)
avec u = (¢, ,¢,,..., ¢,) # 0 dans R”, est appelé un hyperplan de R", et (*) est 1’équa-
tion de I’hyperplan H.(Nous identifierons souvent H avec (*)). Montrons que le segment

—>
orienté PQ pour tout couple de points P, @ € H est orthogonal au vecteur u de compo-
santes (¢y,¢y,..., ¢,) ; le vecteur u est appelé vecteur normal a I'hyperplan H.

Supposons P = (¢;,...,4,) et Q@ = (b,,..., b,). Les a; et b; sont alors les solutions de I’équation
donnée :
18y +¢a9+ -+ +cua, = b, ey +egbg+ -- +epb, = b
Soit v = 1;5 = Q@—P = (hy—apby—ay ...,b,—a,)
Alors urv = cilby—ay) + eplby—ay) + -+ + (b, —ay)
= ¢1by — cqay + coby — cray + - 4+ epb, — o,

(erby Feaby+ -+ +enby) — (ca; + coto+ -+ +epa,) = b—b = 0

P
D’ou v, donc PQ,est orthogonal i u.

Trouver I’équation de I’hyperplan H de R* si 1) H passe par P = (3, —2, 1, — 4) et est
normal au vecteur u = (2, 5, —6, — 2); 2) H passe le point P(1, — 2, 3, 5) et est paralléle
a ’nyperplan H' déterminé par 4x — 5y + 2z + w = 11,

1) L’équation de H est de la forme 2x + 5y — 6z — 2w = k puisqu’il est normal 4 u. Remplagons dans

Péquation de H (x, y, z, w) par les coordonnées de P;on obtient ¥ = — 2. D’ou I’équation de H est
X+ 5y — 6z —2w = — 2).

2) H et H' sont paralléles ssi les vecteurs normaux ont la méme direction ou des directions opposées. Ainsi
Iéquation de H est de la forme 4x — 5y + 2z + w = k. Remplagons (x, y, z, w) par les coordonnées
de P dans I’équation précédente, on trouve k = 25. L’équation de H est donc 4x — 5y + 2z + w= 25,

La droite /'de R” passant par le point P = (g;) et paralléle a
u = (u;) # 0 est 'ensemble des points X tels que X = P+ tu,

t € R, donc est 'ensemble des points X = (x;) tels que
P+ tu

= 1+ Ut

T2 = Q2 + Ust

P+ tou

ou t prend toutes les valeurs réelles. La variable t est appelée
paramétre et (*) est appelée la représentation paramétrique
de la droite L
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(1) Trouver une représentation paramétrique de la droite passant par P et de vecteur direc-
teur u ou(a) P = (2,5)etu=(—3,4)b)P=(4,— 2,3, 1) et u= (2,5, — 17, 11).

(2) Trouver une représentation paramétrique de la droite passant par les points P et @ ou
(@ P=(7,—2)etQ=(9,3)b) P=(54,—3) et @ =(1,— 3, 2)

(1) En utilisant la formule (¥*),

x = 4+ 2t
x = 2-—3t y = —2+ bt
(a) ()
y = 5+ 4t z = 3— Tt
w = 1411t

Dans R?, on élimine habituellement ¢ entre les deux équations et la droite est alors déterminée par
la seule équation 4x + 3y = 23,

q
(2) Calculons d’abord u = PQ = @ — P. Utilisons ensuite la formule (*).

@ uw=Q—-P = (25) () u = Q=P = (—4,-7,5)
x = T+ 2t x = 5 — 4¢
{y:—2+5t y = 4-Tt

z = —3 + bt

(Remarquons que dans chaque cas on peut aussi écrire u = QP = P — .Q.)

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

VECTEURS DE R”

1.34. Soit u = (1, — 2,5), v = (3, 1, — 2). Trouver (i) u + v ; (ii) — 6u ; ({ii) 2u — 5v ; @) u - v ; (V) full
et fivil 5 (vi) d(u, »).

1.35. Soit u=(2, — 1,0, —3), v=(1, =1, — 1, 3), w= (1, 3, — 2, 2). Trouver : (i) 2u — 3v ; (ii) Su— 3v — 4w;
(i) —u+ 20— 2w ; W u-v, u-wetv-w; ) du,v) et dy, w.

1.36. Soit u = (2, 1, — 3,0, 4), v = (5, — 3, — 1, 2, 7). Trouver : (i) u + v ; (i) 3u — 2v ; (ifd) u - v 5 (iv) llull

et vl ; (v) du, v).

1.37. Déterminer k de telle sorte que les vecteurs u et v soient orthogonaux. (i) u = (3, k, — 2), v = (6, — 4, — 3).
{Du=@G,k —4,2),v=(1,—3,2,2k). (iDu=(,7,k+2,-2),v=0,k —3,k)

1.38. Déterminer x et y si : () (x, x +y) = (¥ — 2, 6) ; (i) x(1, 2) = — 4(y , 3).
1.39. Déterminer x et y si : (i) x(3, 2) = 2(y, — 1) ; (i) x (2, y) = y(1, — 2).

1.40. Trouver x et y tels que
G 3,-1,2) = «(1,1, 1)+ y(1,—-1,0) + 2(1, 0, 0)

1.41. Soit e, = (1, 0, 0), e, = (0, 1, 0) e, = (0, 0, 1). Montrer que pour tout vecteur u = (a, b, c) de R3:
(i) u = ae, + be, T cey ;) u-e; =a,u-ey=b u-e3=c
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' 1.42. Généralisons le résultat du précédent probléme. Soit e; € R" le vecteur admettant 1 comme ; “™®coordonnée
et 0 pour toutes les autres:

e; = (1,0,0,...,0,0), ey = (0,1,0,...,0,0), ..., ¢, = (0,0,0,...,0,1)
Montrer que pour tout vecteur u = (a1 slyeees an) on a
(1) u = aje; + ageqg + -+ + a,e,, (i) u+e;, = a;pour i=1,...,n

1.43. Soit u € R” ; supposons que u.v = 0 quel que soit » € R”. Montrer alors que u = 0.

1.44. En utilisant la formule d(u.v) = |lu — v|| et les propriétés [N 1, [N 1, [N } des normes dans le probleme
1.18, montrer que la fonction distance vérifie les propriétés sulvantes quels que soient les vecteurs u, v, w ER":

(i) dw,v) =0, et du,v)=0ssi u=0; (i) du,v)=do,u); (i) du,w) = du,v) + duv,w).

NOMBRES COMPLEXES

1.45. Simplifier (i) (4—7)(9 +20); (i) (8 —51)2; (iii) 1 _1 = (V) gf: vy (1—1)3.

o L 2481 ol e 1\
1.46. simplifier () 575 (i) T—5; (i) 413, 25, &% (iv) <'3—_—;>

%

1.47. Soit z = 2 — Si et w = 7 + 3i. Trouver (i) z+w; (i) =w; (iil) z/w; (v) 2 @; (v) |z|, |wl.

1.48. Soit z = 2 + i et w =6 — 5i. Trouver (i) z/w; (ii) 2, @; (i) |2|, |w|.

3 2) lzl = Izl; 3) Montrer que la partie réelle de z Re(z) = % (z +72) |z}
4) Montrer que la partie imaginaire de z, I[(z) = (z — Z)/2i.

1.49. Montrer que 1) zz7! = 1;

1.50. Montrer que zw = 0O impligue z=0 ou w = 0.
VECTEURS DE C*

1.51. Soit u = (1 + 74, 2 — 6i) et v =1(5 — 2i,3 — 4i). Trouver 1) u + v ;2) 3 + Du ; 3) 2iu + (4 — Tiy ;
Du.vetv.u; 5 ||ull et vl

1.52. Soit u = (3 — 7i,2i, =1 + Detv=(0@A —1i 11 + 2,8 —3i). Trouver 1) u — v ;2) 3+ iv;3) u.vet
vou s 4) Hull et |vl].

1.53. Démontrer que quels que soient les vecteurs u, v, w € C":

Du+vy.w=u.wt+tv.w; 2)w.u+v)=w.u + w.,y. (Comparer avec le théoréme 1.2).
1.54. Démontrer que la norme dans C" satisfait aux lois suivantes:

[N1] quel que soit le vecteur u, ||ull 2 0 et llull = 0 ssiu = 0.

[Nz] quel que soit le vecteur u, et quel que soit le nombre complexe z, (|zul| = lz| [jull,

[N3] quels que soient les vecteurs u et v,||u + v|| < |lull + [I¥l.

(Comparer avec le théoréme 1.18).

PROBLEMES DIVERS

1.55. Trouver une équation de I’hyperplan de R3 qui :
1) passe par le point (2, — 7, 1) et est normal au vecteur (3, 1, — 11);
2) contient les points (1, — 2, 2), (0, 1, 3) et (0, 2, — 1);
3) contient le point (1, — 5, 2) et est paralléle au plan 3x — 7y + 4z = 5«

1.56. Trouver la valeur de k de telle sorte que 2x — ky + 4z — 5w = 11 soit perpendiculaire 4 7x + 2y —z+ 2w = 8
(Deux hyperplans sont perpendiculaires ssi leurs vecteurs normaux respectifs sont orthogonaux).
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1.57. Trouver une représentation paramétrique de la droite qui :
1) passe par (7, — 1, 8) et est paralléle au vecteur (1, 3, —5)
2) passe par les deux points (1, 9, —4, 5) et (2, —3, 0, 4)
3) passe par (4, — 1, 9) et est perpendiculaire au plan 3x — 2y + z = 18,

1.58. Soit P, @ et R des points d’une droite déterminée par
2y = aytugt, 29 = agtougt, ..., x, = a,+ u,t

qui correspondent aux valeurs L 1y, By du paramétre ¢, Montrer que si 1 < 1, < 1y alors d(P, Q)

+d(Q,R) = d(P, R). ¥

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

1.34.(G) u+v=(4,~1,3); (i) —6u=(—6,12,—30); (iii) 2u—5v = (—13,~9,20); (iv) u-v=—9;

™) Jlull = V30, |jv|| =V1d; (vi) d(x,v) = V62

1.35. () 2u—3v = (1,1,3,—15); (ii) bu—3v—dw = (3,—14,11,-32); (ii) —u+2v —2w = (—2,—7,2,5);
(iv) urv=—6, uew=—~7, vew=6; (v) du,v)=1V38, dv,w)=3V2

1.36. () u+v=(7,~2,—4,2,11); (i) Su—2v = (—4,9,~7,—4,—2); (ii) w-v=238; (iv) |ju|| = V30,
Ilv]] = 2V22; (v) d(u,v) = V42

1.37. ) k=86; (i) k=238; (ii) k=3/2

1.38. () ==2,y=4 (i) 2=—-6,y=23/2

1.3, () #=-1, y=-8/2; (i) «a=0,y=0; ouz=-2 y=—4

140 () =2, y=8,2=-2; (ii) x=~1,y=1,2=4

1.43. Nous obtenons u.u = 0,ce qui implique u = 0.

1.45. () 50 — 55¢; (i) —16 — 304; (iii) (4+ T9)/65; (iv) (1+30)/2; (v) —2 — 2i.

1.46. () —14; Gi) (5+270/58; Gil) —i, 4, —1; (iv) (4 + 34)/50.

L47.6) e +w = 9—2i; (i) ew = 29 — 29i; (iii) 2z/w = (1 —414)/58; (iv) 2 = 2 + 5i, W = T— 3;

) |2 = V29, Jw| = VB8,
1.48. (i) #/w = (7+160)/61; (i) 2 =2—4, @ = 6+ 5i; (i) |2 =5, |w] = V6l.

1.50. Si zw = 0 alors |zw| = |z| |[w| = [0 = 0. Dol |z} = 0 ou (w| = 0 et donc z = 0 ou w = 0.
1.51. ) u+v = (6+5i, 5—100) (iv) u+v = 21 + 27, veu = 21 —27¢
(if) (3 +du = (—4+22i, 12— 169) v) i} =8V10, ||| = 3Ve

(i) 26u + (4— Tiw = (—8 — 414, —4 — 339)

1.52.4) w—v = (—1—6i, —11, =9 + 44) (i) uev =12+ 2, veu = 12 — 2
() (B+4v = (13+14, 31+ 174, 27 —4) (iv) |lu|| =8, |]v|| = V215

1.55.() 8x+y— 11z = —12; (i) 18x + 4y +2 = 7; (iii) 3 — Ty + 4z = 46.

1.56.k=0

1.57.6) (= = 7+¢ (i1) z = 1+t (i) [ = 44 3¢
y = —1+3¢ y = 9 —12¢ y = —1—2t
z = 8— 5t : = —4 + 4 z = 94+t

w = §5—1¢



CHAPITRE 2

Equations linéaires

INTRODUCTION

La théorie des équations linéaires joue un role important en algébre linéaire. En fait de tres
nombreux problémes de cette matiére se résument a I’étude d’un systéme d’équations linéaires, par
exemple la recherche du noyau d’un homomorphisme d’espace vectoriel et la détermination d’un
sous-espace vectoriel donné par un ensemble de vecteurs, En conséquence les techniques introduites
dans ce chapitre seront applicables aux méthodes plus abstraites données par la suite. D’autre part
quelques-uns des résultats de ces méthodes abstraites nous donneront de nouveaux apergus sur la
structure des systémes concrets d’équations linéaires.

Pour simplifier, nous supposerons que toutes les équations de ce chapitre sont données sur le
corps R. Les résultats et les méthodes employées resteront valables sur le corps complexe C, ou
dans n’importe quel corps K,

EQUATION LINEAIRE

Par équation linéaire sur le corps R, nous entendons une expression de la forme
QZ1 + Qoo+ - -+ Uun, = b (1)
ou les a,,b, € R et les x, sont les indéterminées (ou inconnues ou variables). Les scalaires a, sont

appelés les coefficients des x;, et b est le terme constant, ou simplement la constante de 1’équa-
tion. Un ensemble de valeurs des inconnues, par exemple

x1:k1, ﬁ'/'z:kQ, ey Zn = kn
est une solution de (1) si I’égalité obtenue en remplacant x, par k,,
a1k1 + Ctzkz R anlcn = b

est vérifiée. Cet ensemble de valeurs satisfait alors 1’équation. S’il n’y a aucune ambiguité sur la
position des inconnues dans 1’équation, cette solution pourra alors s’écrire sous forme de n-tuple

u = (ki ks, ..., kn)
Exemple 2.1 : Considérons I’équation x + 2y — 4z + w = 3,
Le 4-tuple u = (3, 2, 1, 0) est une solution de I’équation puisque
3+2-2—-—414+0 = 3 ou 3=3
est une égalité vraie. Cependant le 4-tuple v = (1, 2, 4, 5) n’est pas une solution de 1’équa-

tion puisque
1+ 22 —~4+44+5 = 3 ou —6 =3

n’est pas vérifié,
Les solutions de 1’équation (1) peuvent étre aisément obtenues. Il y a 3 cas:

Cas 1 : Un des coefficients de (1) n’est pas nul, par exemple a, # 0. Alors nous pouvons
écrire 1’équation sous la forme

WMy = D= @y — - — Qe OU T = @] 'b—a '@t — -~ 0y Qaa
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En donnant arbitrairement des valeurs déterminées aux inconnues x, ,..., X,, nous obtenons une
valeur pour x, ; ces valeurs forment une solution de I’équation. De plus, toute solution de ’équa-
tion peut étre obtenue de cette maniére. Remarquons en particulier que 1’équation linéaire a une
inconnue

ax = b avec a #0

a une solution unique x = a~1, b.

Exemple 2.2 : Considérons ’équation 2x — 4y + z = 8,

Ecrivons 1’équation sous la forme

4

N f—

2x =8+ 4y —z ou x=4+ 2y —

A chaque valeur de y et z comrespondra une valeur de x, et ces trois valeurs constitueront
une solution de ’équation. Par exemple, soient y =3 etz=2doux=44+ 2.3 — % -2=9
On peut donc dire que le 3-tuple (triplet) u = (9, 3, 2) est une solution de 1’gquation.
Cas 2 : Tous les coefficients de I’équation (1) sont nuls, mais le terme constant est différent
de zéro. L’équation est alors de la forme
Ox; + 022+ - +0x, = b, avec b+#0

L’équation n’a alors pas de solution.

Cas 3 : Tous les coefficients de I’équation (1) sont nuls, et le terme constant est nul égale-

ment. L’équation est de la forme
01+ 0x2+ --- + 0z, = 0

Quel que soit le n-tuple constitué de scalaires de R, il s’agira d’une solution de P’équation.

SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES

Considérons maintenant un systéme de m équations linéaires a n inconnues x, ,x, ,...,%,:
Qs + @z + - + Gwka = b
Qo1s + Qoaks + + -+ + A2y = by

| (*)
Ami1%1 + OmeZ2 + -+ + Qmndn = bm

ou les g;;, b; appartiennent au corps des réels R. On dit que le systéme est homogene si les cons-

tantes b,,..., b, sont nulles. Un n-tuple u = (k; ,k,...k,) de nombres réels est une solution
(ou une solution particuliére) s’il satisfait chacune des équations. L’ensemble des solutions est sou-
vent appelé solution générale du systéme.

Le systéme d’équations linéaires

Xy + @ + -+ Ginn = 0
Ao1Zy + Qoste + -+ + Aonkn = 0 (**)
Om1Z1 + QmeX2 + +*  + Qmnn = 0

est appelé systéme homogéne associé a (*). Le systéme précédent a toujours une solution, qui est le
n-tuple nul 0 = (0, 0, ..., 0), appelé solution triviale ou nulle. N’importe quelle autre solution, si
elle existe, est appelée solution non triviale ou non nulle.

Il existe la relation fondamentale suivante entre les systéme (*) et (**).
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Soit u une solution particuliére du systéme non homogene (*) et soit W la
solution générale du systéme homogeéne associé (**). Alors

u+ W = {ut+tw: weWw}

Théoréme 2.1 :

est la solution générale du systéme non homogéne (*).

Cependant le théoréme précédent n’a qu’un intérét théorique et ne peut en aucune maniére
nous permettre d’obtenir les solutions explicites du systéme (*). Celles-ci seront fournies par la
méthode habituelle d’élimination exposée ci-apres.

SOLUTIONS D’UN SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES
Considérons le systéme (*) d’équations linéaires. Réduisons-le a un systéme plus simple de la
maniere suivante.

Echanger les équations de telle sorte que la premiére inconnue x; ait un

Premiérement.
coefficient non nul dans la premiére équation, ainsi a¢,, # 0.

Deuxiémement. Pour chaque i > 1, appliquer
Li » —aul: + aul;
c’est-a-dire remplacer la iéme équation linéaire L; par 1’équation obtenue
en multipliant la premiére équation L, par —a;, , et en ajoutant la iéme
équation L; multipliée par a,,.

Nous obtenons alors le systéme suivant qui d’aprés le Probleme 2.13 est équivalent a (*),
c’est-a-dire a le méme ensemble de solutions que (*):

’

@11 + a2z + aisxs + - + alaxa = by
’

Ao Tj,, + v + a2nZn = by

?

Amjy&j, 4o + Umnln = bm

ot a;; # 0. Ici x;, représente la premiere inconnue dont le coefficient est non nul dans une équa-
tion autre que la premiére ; d’aprés le deuxiémement x;, # x,. Ce procédé consistant a éliminer
une inconnue a partir des diverses équations successives est appelé procédé d’élimination ou de Gauss.

Exemple 2.3 : Soit le systéme suivant d’équations linéaires:

20 +4y— 2+ 2v+ 2w = 1
e+ 6y +z— v+4w = —7
dx+ 8y +2+5v— w

Il
w

Eliminons I'inconnue x & partir de la seconde et de la troisiéme équation en appliquant
les combinaisons suivantes:

Ly » —3L,+2L, et Ly > —2L, + Ly

Calculons —3L;: —6x — 12y + 32 — 6v — 6w = —3
2L,: 6x + 12y + 2z — 2v + 8w = —14
—3L; + 2L,: 52 — 8v + 2w = —17
et —2L;: —4x—8y+2z—4v—4dw = —2
Lg: dx v 8y + z+b5v— w = 3

—2L; + Lj: 32+ v—5w = 1
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Ainsi le systéme initial a été réduit au systéme équivalent :

il
-

2¢ + 4y — 2z + 2v + 2w

5z — 8v + 2w

I

—17

32+ v—5Hw =1

Remarquons que y a aussi été éliminé a partir de la seconde et de la troisiéme équation.

Ici T'inconnue z joue le role de 'inconnue précédente Xj,

Les équations précédentes,sauf la premiere, forment un systéme partiel qui a moins d’équa-
tions et moins d’inconnues que le systéme initial. De plus

1) s’il se présente une équation de la forme Ox, + Ox, + ...+ 0x, = b, b #0, le sys-
téme est alors impossible et n’a pas de solution;

2) ¢’il se présente une équation de la forme, Ox, + Ox, + ... + Ox, = 0, cette équation
peut étre supprimée et ceci sans affecter la solution.

En continuant le procédé précédent de Gauss, avec chaque nouveau sous-systéme, nous obte-
nons par récurrence soit un systéme impossible soit un systéme réduit a la forme équivalente sui-
vante

Q111 + Qiaka + Qyga -+ < v v v + Qs = b1
Q2joLjy t Q2,jy+1%jy+1 F v 0 e e + QonZn = bg

(%%%)
a'rjrxjr + ar,]'r+1xjr+l + e Oy = br

oul <j, <...<j, et ou les coefficients restants sont non nuls :
a0, azy, 0, ..., @r, 7 0

(Nous utiliserons pour des commodités de notations les mémes symboles a;; , by dans le systeme
(*%%) que ceux utilisés dans le systéme (*) mais ils désigneront des scalaires différents).

Définition : Le systeme (**%*) est sous une forme dite échelonnée ; les inconnues x; qui n’ap-
paraissent pas au commencement de chaque équation (i # 1, j,,...,j,) sont appe-
lées des inconnues libres ou variables libres.

Le théoréme suivant s’applique alors.

Théoréme 2.2 : Dans un systéme réduit a une forme échelonnée, on peut distinguer deux cas :

1) r = n ; il y a autant d’équations que d’inconnues. Le systéme admet alors
une solution unique.

2) r < n;ily a moins d’équations que d’inconnues. Nous attribuerons alors
arbitrairement des valeurs aux n — r inconnues libres et nous obtiendrons
une solution du systéme.

Le théoréme précédent implique évidemment que le systéme (***) et n’importe quels sys-
témes équivalents sont possibles. Ainsi si le systéme (*) est possible et ramené au précédent
cas 2), nous pourrons alors donner différentes valeurs aux inconnues libres et obtenir ainsi
plusieurs solutions du systéme, comme le schéma suivant le montre.
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Systéme d’équations linéaires

Impossible

Aucune
solution

Possible

Solution unique

Plus d’une
solution

D’aprés le théoréme 2.1, la solution unique précédente peut se présenter seulement lorsque le
systéme homogeéne associé admet seulement la solution triviale nulle.

Exemple 2.4 :

Exemple 2.5 :

Exemple 2.6 :

Réduisons le systéme suivant en appliquant les combinaisons L, > — 3L, + 2L, et
Ly~ —3L, +2LyetLy>—3L, + Ly

204+ y—2z2+3w =1 22 +y— 2z+ 3w 1 2% +y — 22 + 3w

3x+2y— z+ 2w = 4 y+ 42— bw = b y+4z—5w = b
8x+3y+32—3w = 5 3y +12z2 — 15w = 7 0 = -8
L’équation 0 = — 8, c’est-a-dire 0x + Oy + Ow = — 8,nous montre que le systéme ini-

tial est impossible et donc n’a aucune solution,

Réduisons le systéme suivant en appliquant les combinaisons L, > — L; + L, ,
Ly—>—-2L, +Lyetl, > —2L, + L, ainsi que les combinaisons L3 > L, — Ly et
L, > —2L, + L,

r+2y—32 = 4 xr+2y—32 = 4 x+2y—32 = 4
x+3y+ 2z =11 y+4z = 7 y+4z =7
2¢ + 5y — 4z = 13 y+2 = b 2z = 2
2x 4+ 6y + 2z = 22 2y + 82 = 14 0 =20

x4+ 2y —32z = 4
y+ 4z =
2z = 2

-3

Remarquons d’abord que le systéme est possible puisqu’il n’y a aucune équation de la
forme 0 = b avec b # 0. De plus, puisque dans la forme réduite échelonnée il y a trois
équations 4 trois inconnues, le systéme admet une solution unique, Dans la troisiéme on
a z = 1. En remplagant z par 1 dans la deuxiéme équation on obtient ¥y = 3. En rempla
cant z par 1 et y par 3 dans la premiére équation on trouve x = 1. Ainsi x = 1,y = 3
et z = 1 ou le triplet (1, 3, 1) est la solution unique du systéme.

Réduisons le systéme suivant i 1'aide des combinaisons L, > — 2L, + L, et L, > — 5L, +1

et Ly > —2L, + Ly:

x+ 2y —22+ 3w = 2 x4+ 2y — 22+ 3w = 2 x+ 2y —22+ 3w = 2
20+ 4y —3z+ 4w = 5 z—2w =1 z—2w =1
52 + 10y — 82 + 11w = 12 2z — 4w = 2 0 =20

x+2y—22+3w = 2

z—2w =1
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Le systéme est possible, et puisqu’il y a plus d’inconnues que d’équations dans la forme
réduite échelonnée, le systéme a un nombre infini de solutions. En fait il y a deux in-
connues libres y et w, et donc une solution particuliére peut &tre obtenue en donnant

des valeurs 3 y et w. Par exemple prenons w = 1 et y = — 2. Remplagons w par 1 dans
la seconde équation, on obtient z = 3, Remplagons w par 1, z par 3 et y par — 2 dans
la premiére équation, on trouve x = 9. Ainsi x = 9,y = — 2,z =3 etw = 1, ou le

4-tuple (9, — 2, 3, 1) est une solution particuliére du systéme.

Remarque : Dans ’exemple précédent, nous pouvons trouver la solution générale du systéme de
la maniére suivante. Donnons aux inconnues libres des valeurs bien déterminées ;
par exemple ¥y = a¢ et w = b, Remplacons w par b, dans la seconde équation, nous

obtenons 2 = 1 + 2b. Remplagons y par @, z par 1 + 2b et w par b dans la pre-
miere équation,nous trouvons x = 4 — 2a + b. Donc la solution générale du sys-
téme est

r=4—2a+b, y=a 2z=1+2b, w=17>

ou (4 — 2a + b, a, 1 + 2b, b), ol a et b sout des constantes arbitraires. Fréquem-
ment on laisse dans la solution générale les inconnus libres y et w (au lieu de a et
b), comme suit :

e =4—-2y+w, z = 1+ 2w ou (4—2y+w,y, 142w, w)

Nous examinerons de nouveau la représentation de la solution générale d’un systeme
d’équations linéaires dans un prochain chapitre.

Exemple 2-7 : Soit un systéme de deux équations & deux inconnues :
ax + by = ¢

asx + by = ¢

D’aprés notre théorie, il se présente seulement un des trois cas suivants :

1) Le systeme est impossible.

2) Le systéme peut &tre réduit 4 un systéme équivalent de forme échelonnée a 2 équations.
3) Le systéme est équivalent a4 un systéme de forme échelonnée a une équation.

Lorsque les équations linéaires 4 deux inconnues 4 coefficients réels peuvent &tre repré-
sentées comme des droites de R2, les cas précédents peuvent alors &tre interprétés géo-
métriquement de la maniére suivante :

1) Les deux droites sont paralléles.
2) Les deux droites se coupent en un point unique.

3) Les deux droites coincident.

SOLUTION D’UN SYSTEME HOMOGENE D’EQUATIONS LINEAIRES

Si nous commencons par un systéme homogéne d’équations linéaires, le systéme est alors
possible, puisque, par exemple, il admet comme solution la solution nulle 0 = (0,0,...,0). 11
peut donc toujours étre réduit a un systéme équivalent homogeéne mis sous forme échelonnée:

a1121 - A12do + 1323 B R R R + Qinkn =
02,75, T Gy, + 15, +1 B AN + a2nZn = 0
Crj, &5, + Orj 4125, +1F <+ -+ Qala 0

Nous avons alors deux possibilités.
1) r = n. Alors le systéme a seulement la solution nulle.
2) r < n. Alors le systéme a une solution non nulle.

$i nous commencons avec moins d’équations que d’inconnues, alors dans la forme échelonnée,
r < n ei le systétme admet une solution non nulle. D’ou
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Théoréme 2.3 : Un systéme d’équations linéaires homogeéne avec plus d’inconnues que d’équations
admet une solution non nulle.

Exemple 2-8 : Le systéme homogéne
x+2y—32+ w =

0
x— 38y + z—2w = 0
20+ y—32+5w = 0

a une solution non nulle puisqu’il y a quatre inconnues et seulement trois équations.

Exemple 2-9 : Réduisons le systéme suivant i sa forme échelonnée:
r+ y— z =0 r+y— 2z =0 x+y— z =0
2e—3y+ z =20 —by+3: =0 —by+3 = 0
*r—4y+2z = 0 ~b5y+3 =0

Le systéme a une solution non nulle, puisque nous obtenons seulement deux équations a
trois inconnues dans la forme échelonnée. Par exemple, soit z = 5 ; alors y = 3 et x = 2.
En d’autres termes le triplet (2, 3, 5) est une solution particuliére non nulle du systéme.

Exemple 2-10 : Réduisons le systéme suivant i sa forme échelonnée:

x+ y— 2 =0 r+y— z =0 rx+ty—2z =0
2x+4y— z = 0 29+ 2z = 0 2y+2z =0
3z +2y +2z = 0 —y +56z = 0 11z = 0

Dans la forme réduite échelonnée, il y a trois équations 4 trois inconnues, le systéme admet
seulement la solution nulle (0, 0, 0).

PROBLEMES RESOLUS

SOLUTION D’EQUATIONS LINEAIRES
22 -3y + 62 +2v —bw = 3
y—4z 4+ v =1,
v—3w = 2

2.1. Résoudre le systéme :

Le systéme est déja mis sous sa forme réduite échelonnée, les équations commengant par les inconnues
x, y et v respectivement, les autres inconnues z et w sont des inconnues libres.

Pour trouver la solution générale, posons z = a et w = b. En remplagant z et w par leurs valeurs dans
la troisitme équation on obtient

v—38b = 2 ou v = 2+ 3b

En remplacant dans la seconde équation, on a
y—4a+2+36 = 1 ou y = 4da—38b—1
et dans la premiére, on obtient
2¢ — 3(4a—8b—1) + 6a + 2(2+3b) — 5b = 3 ou x = 30— 5b—2
Ainsi la solution générale de ce systéme est
x = 3¢—5b—2, y =4a—3b—1, z =4a, v =2+3b, w = b

ou (3¢ —5b —2,4a — 3b — 1,a, 2 + 3b, b), ol a et b sont des nombres réels arbitraires, Certains pré-
férent écrire la solution générale en conservant les inconnues libres z et w au lieu de a et b, comme suit:
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x = 82— bw—2
y = 42— 8w~ 1 ou 8z—5w—2,42—3w—1, 2, 2+ 3w, w)
v = 2 + 3w

Aprés avoir trouvé la solution générale, nous pouvons trouver une solution particuliére, en prenant par
exemple ¢ = 2 et b = 1 ; alors

x=—1, y=4, 2=2, v=5, w=1 ou (~1,4,2,5,1)

est une solution particuliére du systéme donné.

z+2y—3z = -1
Résoudre le systéme 3x— y+2z = 7.
5 +3y—4z = 2

Réduisons 4 la forme échelonnée, Eliminons x 4 partir de la seconde et de la troisiéme équation par les
combinaisons L, > — 3L; + L, et Ly = — 5L, + Lt

—~8L;: —3x—6y+ 92 = 3 —5Ly:  —bx — 10y + 152 = 5
Ly 3x — y+ 2z = T Lg: S50+ By— 4z = 2
—3L; + Ly: —Ty + 11z = 10 —5L, + Ly ~Ty+ 11z = 7

Nous obtenons ainsi le systéme équivalent
x+2y— 8z = —1

~T7y + 11z = 10
~Ty + 11z

il
-3

La seconde et la troisiéme équation montrent que le systéme est impossible, car en soustrayant, nous
obtenons Ox + Oy + 0z = 3 ou 0 = 3,

2+ y—22z = 10
Résoudre le systéme 3x+2y+22 = 1.
S5x+4y+3z = 4

Réduisons le systéme 3 sa forme échelonnée. Eliminons x 4 I’aide de la seconde et de la troisiéme équa-
tion par les combinaisons L, > — 3L, + 2L, et Ly~ — SL; + 2L3:

—8Ly: —6x—3y+ 6z = —30 —5Ly: —10&¢ — by + 10z = —50
2L,: 6x + 4y + 4z = 2 2Lg: 10x + 8y + 6z = 8
—3L; + 2L,: y + 10z = 28 —5L + 2Lg: 3y + 162 = —42

Nous obtenons ainsi le systéme suivant, i partir duquel nous éliminons y & partir de la troisiéme équation
par la combinaison Ly > —3L, + L,

2w +y— 2z = 10 22 +y— 22 = 10
y + 10z = —28 d’ol y+ 10z = —28
3y + 162 = —42 —14z = 42
Dans la forme réduite échelonnée il y a trois équations & trois inconnues ; donc le systéme a une solution
unique. D’aprés la troisiéme équation, z = — 3. En remplagant z par cette valeur dans la seconde équation
nous trouvons y = 2. En remplagant y et z par leurs valeurs dans la premiére éqution, ¢n obtient x = 1.
Ainsi x = 1, y = 2 et z = — 3, c’est-a-dire que le triplet (1, 2, — 3) est la solution unique du systéme

précédent,
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T+ 2y — 32

i
o

2.4. Résoudre le systétme 27— y+4z = 2.

2.5.

4r +8y~2z = 14

\

Réduisons ce systéme 4 sa forme échelonnée. Eliminons x entre la seconde et la troisiéme équation par
les combinaisons L, > — 2L, + L, etLy>—4L; + Ly:

—2L;: —2¢x— 4y + 6z = —12 —dL;: —4x — 8y + 12z = —24
L,: 20 — y+ 4z = 2 Lj: 4 + 3y — 2z = 14
—by 4+ 10z = —10 —by + 10z = —10
ou y— 2z = 2 ou y— 2z = 2
Ainsi on obtient le systéme équivalent
x+2y—32 = 6
Y «+2 —832 = 6
y — 2 = 2 ou en simplifiant
y—2z = 2

y—22 = 2

(Puisque la seconde et la troisiéme équation sont identiques, nous pouvons supptrimer une d’entre elles).

N

Dans la forme réduite échelonnée, il y a seulement deux équations & trois inconnues ; le systéme a donc
une infinité de solutions et en particulier 3 — 2 = 1 inconnue libre qui est z.

Pour obtenir la solution générale, posons z = a. En remplagant z par ¢ dans la seconde équation, on ob-
tient y = 2 + 2a. En remplacant de nouveau z et y par leurs valeurs dans la premiére équation on obtient
x+ 22+ 22) — 3a = 6 oux = 2 — a On obtient ainsi la solution générale

xr = 2—a y=2+4+2a 2z =a ou 2—a, 2+ 2a, a)
oll ¢ est un nombre réel quelconque.

Donnons & @ une valeur ¢ = 1, nous obtenons une solution particuliere = =1, y =4, 2 =1 ou (1,4, 1).

23y +4z—-2w = 5
Résoudre le systéme 20 +5z2+ w = 2.
Y — 32 =4

Ce systéme n’est pas mis sous sa forme échelonnée, car y est la premiere inconnue dans la seconde et la
troisitme équation. Cependant, si nous réécrivons le systéme de telle sorte que w soit la seconde inconnue,
on obtient alors le systéme suivant qui est écrit sous sa forme réduite échelonnée:

x— 2w —8y+ 42 = 5
w+ 2y + bz = 2
y—3z = 4

Si un 4-tuple (q, b, ¢, d) est donné comme solution, on ne sait s’il faut remplacer w ou y par b ; donc
pour des raisons théoriques nous considérerons les deux systémes comme distincts. Cependant ceci ne nous
empéche pas d’utiliser le nouveau systéme pour obtenir la solution du systéme initial.

Soit z = a. En remplacant z par ¢ dans la troisidéme équation, nous trouvons y = 4
cant z et y par leurs valeurs respectives dans la seconde équation, on obtient w + 2(4
ou w = — 6 — lla. En remplagant dans la premiére équation on a

#—2—6—11a) —3(4+3a)+4e = 5 o gz = 5— 17a
Ainsi la solution générale du systéme initial est

+ 3a. En rempla-
+ 3a) + 5a =2

x =5—1Ta, y = 4+3a, 2 =4a, w = —6—1la

oll @ est un nombre réel quelconque.
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Déterminer les valeurs de a de telle sorte que le systéme suivant dont les inconnues sont x,
y et z ait : 1) aucune solution, 2) plus d’une solution, 3) une solution unique:
r+ y— 2z =1
20 +3y+az = 3

r+ay + 8z 2

Réduisons le systéme & sa forme échelonnée, Eliminons x i partir de la seconde et de la troisiétme équa-
tion par les combinaisons. L, > — 2Ly + Ly etLg—>—L, + L,

—2L;: —2x — 2y + 2z = 2 —Ly:  —x— y+ z = —1
L,: 22 + 3y + az = 3 Ly: z+ ay + 32 = 2
y+{e+2z = 1 (a—Dy+42 = 1
Le systéme équivalent est ainsi
x + Yy — z =1
y+(et+2z =1
(e — Dy + 4z = 1

Eliminons maintenant y & partir de la troisiéme équation a l'aide de la combinaison L;—> — (¢ — 1) L, + Lj:
—(a@—1)Ly —(a—1y+2—a—a?)2z = 1—a
Ly (a— 1)y + 4z = 1

6—a—a2z = 2—a
ou B+ay2—a)z = 2—a

nous obtenons le systéme équivalent
x+y— z = 1

y+ (e + 2)z 1
B+a)2—a)z = 2—a

qui a une solution unique si le coefficient de z dans la troisiéme équation n’est pas nul , c’est-a-dire si
aF 2etasF — 3. Dans le cas olt ¢ = 2 la troisiéme équation devient 0 = 0 et le systéme a plus d’une
solution, Dans le cas oll ¢ = — 3, la troisiéme équation est 0 = S et le systéme n’a pas de solution.

En résumé nous avons 1) ¢ = — 3 2)a=2 3)aF 2etaF — 3.

Quelle condition doit-on avoir sur a, b et ¢, de telle sorte que le systéme suivant en x, y
et z admette une solution ?
z+2y— 3z = a
2% +6y—11z = b
x—2y+ Tz = ¢

En réduisant a la forme échelonnée, et en éliminant x A 'aide de la seconde et de la troisiéme équation
par les combinaisons L, > — 2L, + L, et Ly > — L, + L, nous obtenons le systéme équivalent

x+2y— 3z = a
2y — bz = b—2a
—4y+ 10z = ¢c—a

Eliminons y & partir de la troisiéme équation par la combinaison L, = 2L, + L, nous obtenons finalement
le systéme équivalent

rx+2y—32z = a
2y — bz = b —2a
0 = ¢+ 2b— 5a
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Ce systéme n’a pas de solution si la troisiéme équation est de la forme 0 = k avec k # 0, c’est-d-dire si
¢+ 2b — 5a # 0. En conclusion le systéme aura donc une solution si

¢c+2b—5¢ = 0 ou ba = 2b+e¢
Remarquons, dans ce cas, que le systéme aura plus d’une solution. En d’autres termes, le systeme ne peut pas
avoir une solution unique.

SYSTEMES HOMOGENES D’EQUATIONS LINEAIRES

2.8. Déterminer si chacun des systémes suivants a une solution non nulle:

x+2y— 2 =0

-2y +82—-2w =0 r+2y—82 =0 22 +by+22 = 0

3x—Ty—2z+4w = 0 20 +5y+2z =0 r+4y+Tz =0

4 +3y +52+2w = 0 3x— y—4z =0 z+3y+32 =0
(i) (ii) (iif)

(1) Le systéme doit avoir une solution non nulle puisqu’il y a plus d’inconnues que d’éguations.

(ii) Réduisons 4 la forme échelonnée :

x+2y —32z = 0 x4+ 2y —32 = 0 x+2y—82 = 0
22 +5y+2: =0 et y+8 =0 et y+8 =0
3x — y—4z = 0 —Ty+5z = 0 6lz = 0

Dans la forme réduite échelonnée il y a trois équations a trois inconnues ; ainsi le systéme admet une solu-
tion unique, la solution nulle.

(iii) Réduisons 4 la forme échelonnée:

r+2y— z =0 x+2y— 2 =0
22 +bBy +22 = ¢ y+42 = 0 r+2y— 2 =0
x+4y+72 = 0 2y +8 =0 y+4z = 0
x+3y+32 =0 y+4z = 0

Dans la forme échelonnée il y a deux équations a trois inconnues ; ainsi le systéme admet une solution non
nulle.

2.9. Les vecteurs u, ,u,,..., u, de R* sont dits linéairement dépendants, ou simplement dépen-
dants, s’il existe des scalaires k, , k, ,,..,k,, non tous nuls de telle sorte que k, u;, + kyu, +---
+ k,,u,, = 0.8ices conditions ne sont pas remplies on dit qu’ils sont indépendants.. Détermi-
ner si les vecteurs u, v, w sont dépendants ou indépendants avec
i) =(1,1,-1), »=(2,-3,1), w=(8,—-7,1)
(i) vu=(1,-2,-3), v=(2,3,-1), w=(3,2,1)
(iii) u = (a1, a2), v = (by, b2), w = (c1, €2)
Dans chaque cas
(2) Soit xu + yv + zw = Q0 ou x, y et z sont des scalaires inconnus.
() 1l s’agit de trouver le systéme d’équations linéaires homogéne équivalent,

(¢) Enfin il faut déterminer si le systéme a une solution non nulle ; s’il en est ainsi, alors les vecteurs sont dépen-
dants ; sinon les vecteurs sont indépendants,

i) Soit xu+tyv+zw=20

1

z(1,1, —1) + y(2, —3,1) + =2(8, —7, 1) (0, 0, 0)
ou (.’l?, x, —.’t) + (Zyr -3y, 1/) + (82, =z, z) = (Oy 0, 0)

ou (x+2y+82,2—3y—"Tz —o+y+z) = (0,0,0)
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En égalant les composantes correspondantes les unes aux autres, et en réduisant le systéme a sa forme éche-

lonnée :
v+ 2y +8 = 0 x+2y+ 8 = 0 x+ 2y +8 = 0 x4+ 2y +8 =0
x—3y—Tz = 0 —by — 15z = 0 y+82 =0 y+3% =0
~x+ y+ 2z =0 3y+ 92 = 0 y+3z =0

Dans la forme échelonnée, il y a seulement deux équations  trois inconnues ; ainsi le systéme a une solution
non nulle. En conséquence les vecteurs sont dépendants.

Remarque : Nous n’avons pas besoin de résoudre le systéme pour déterminer la dépendance ou l'indépen-
dance des vecteurs ; nous avons besoin uniquement de connaftre s’il existe une solution non nulle.

(if) (1, —2,—=8) + y(&, 3, —1) + 2(3,2,1) = (0,0,0)
(x, —22, —3x) + (2y, 3y, —y) + (32, 2z,2) = (0,0, 0)
(x+2y+3z, —20+3y+2z, —3x—y+2) = (0,0,0)
x+2y+32 = 0 x+2y+ 32 =0 x+2y+3z = 0
—2x+3y+2: =0 Ty + 8 — 0 Ty + 8. = 0
38—~ y+ 2z =0 by +10z = 0 30z = 0

Dans la forme échelonnée, il y a exactement trois équations a trois inconnues ; ainsi le systéme a seulement
une solution nulle. Les vecteurs sont donc indépendants.

(iii) x(ay, az) + y(by, by) + 2(cy, €) = (0, 0)

(0,2, agz) + (b, bay) + (€12, 02) = (0, 0) et ainsi G by ez =

0
Aok + boy + coz 0
(@@ + byy + ¢z, agw + bay +cyz) = (0,0 : > 2
Le systéme a une solution non nulle d’aprés le théoréme 2-3, car il y a plus d’inconnues que d’équations,
ainsi les vecteurs sont dépendants. En d’autres termes, nous avons prouvé que trois vecteurs quelconque de

R? sont dépendants.

2.10. Supposons que dans un systéme homogéne d’équations linéaires les coefficients de 'une des
inconnues soient tous nuls. Montrer que le systéme a une solution non nulle.

Supposons que x,, ..., X, soient les inconnues d’un systéme et x; est I’inconnue dont les coefficients sont
tous nuls. Alors chaque équation de ce systéme est de la forme.

a@y+ o Fayo g+ Oxy a5 %54 + - taw, = 0
Par exemple (0,...,0,1,0,...,0)0ou lestla jieme composante est une solution non nulle de chaque équa-
tion et donc de ce systéme.

PROBLEMES DIVERS

2.11. Démontrer le théoréme 2.1 : Supposons que u soit une solution particuliére du systéme homo-
géne (*) et supposons que W soit une solution générale du systéme homogeéne associé (**).

Alors
u+ W = {utw: wew)

est la solution générale du systéme non homogéne (*).

Soit U la solution générale du systéme nou homogéne (*). Supposons que u € U et que u = (uy, ... u,).
Puisque u est une solution de (*) nous avons pour i =1,..., m,
@ity Tty + -0 A apu, = by
Supposons maintenant que w € W et que w = (w, ..., w,). Puisque w est une solution du systéme homo-
géne (**) nous avons pour i = 1,..., m,
ajwy + apws + -0+ apw, = 0
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Donc, pouri=1,...,m,
@y (uy +wy) + aplug + we) + + -0 + ap,(u, +w,)
= a“ul + Wy + Qoo + AijoW> + o+ AUy, -+ Qi Wy
= (@ + aus + ¢ o0 F @puy) T (@ywy + apws + ¢+ awy)
=b+0 = b
C’est-d-dire, u + w est une solution de (*). Ainsi ¥ + w € U, et donc
w+ W c U
Supposons maintenant que v = (v, ..., »,) est un élément arbitraire de U ; par exemple une solution de (*).
Alors,pouri=1,..., m, .
ayv; tagvg + -+ a0, = b;
Remarquons que v = 4 + (v — u) ; montrons que v —u € W. Pouri=1,...,m,
a; (v — Uug) F @V —uy) + 0+ ap(v, —uy)
= (v F @ug v apvy) — (AUt oagug + o+ auy)

=b—b =0
Ainsi v — y est une solution du systéme homogene (*), c’est-d-dire v — u € W, Alors v € u + W et donc
UCu+Ww

Les deux relations d’inclusion donnent U = u + W ; c’est-da-dire u+ W est une solution générale du systéme
non homogéne (**),

N
eme

Considérons le systéme (*) d’équations linéaires (page 18). Multiplions la i
et additionnons ; nous obtenons ’équation

équation par c;,

(1811 + -+ F emlm)xr + - + (C1Am + -+ + Cnlmn)n = €1b1 + -+ + Cunbnm (1)

Une telle équation est appelée combinaison linéaire des équations de (*). Montrer que toute
solution de (*) est aussi une solution de la combinaison linéaire (1).

Supposons que u = (k,..., kn) soit une solution de (*). Alors on a
ayky + apks + -+ apk, = b, i=1,...,m (2)
Pour montrer que u est une solution de (I), nous devons vérifier I’équation
(€181 + *+ + Cplpudky + 00+ (e84 F 0 Cplmdk, = by + o+ edby
Mais ceci peut €tre mis sous la forme
efaygky + - Fagky) v+ oeplap T T apaky) = eby + o+ oepby
ou d’aprés (2), by + o0 F by = by + oo+ by

qui est une égalité vraie.

Dans le systéeme (*) d’équations linéaires, supposons a,; # 0. Soit (#) le systéme obtenu a par-
tir de (*) par la combinaison L; > —a;, L, + a,, L;, i # 1. Montrer que (*) et (#) sont des
systémes équivalents, c’est-a-dire ont le méme ensemble de solutions.

D’aprés la combinaison précédente sur (*), chaque équation de (#) est une combinaison linéaire des
equations de (*) ; ainsi d’aprés le probléme précédent toute solution de (*) est aussi une solution de

#).
D’autre part, en appliquant la combinaison L, — P (—a; L, + L;) a (#), nous obtenons le systéme ini-

11
tial (*). c’est-a-dire que chaque équation de (*) est une combinaison linéaire des équations de (#) ; ainsi chaque
solution de (#) est aussi une solution de (*).

Les deux conditions montrent que (*) et (#) ont le méme ensemble de solutions.
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Démontrer le théoréme 2.2 : Considérons un systéme réduit 4 sa forme échelonnée :

Quy + Q1ake + Qg3 F » v v + @z, = by
(255 Tjy + Qo gy +1 &g, +1 + 20 o + Gontn = bg
a/rj,rxjr + aT;]'r'*‘lxjr'f'l + Se- -+ Arndn = br

oul<j<...<j etoua, #0, 57, * 0,---»a,; # 0. La solution est donnée de Ia
manieére sulvante Il y a deux cas : !

(i) r=n. Alors le systéme a une solution unique.

(ii) r < n. Alors nous pouvons donner aux n» — r inconnues libres des valeurs déterminées
et nous obtenons une solution du systéme.

La démonstration se fait par récurrence sur le nombre » d’équations du systéme. Si r = 1, nous avons
une seule équation linéaire

%y + agxy + @323 + 00 + a, = b, oll a, #*0

Les inconnues libres sont x2, . .,X,. Donnons arbitrairement des valeurs aux inconnues libres ; par exemple
Xy = ky, X3 = k3,...,%, = k,. En remplagant x,, xs,...,x,, par leurs valeurs dans I’équation et en ré-
solvant en x,, on a

1
€y = —(b— agky — agky — -+ — ayky)
ay
Ces valeurs constituent une solution de I’équation; en remplacant x; par la valeur précédente, nous obtenons
1
al[a—l(b—azkz—---—ankn):l+a2k2+-"+ankn = b ou b =120

qui nous donne une relation vérifiée.

De plus si » = n = 1, nous avons ax = b ol a ¥ 0. Remarquons que x = b/a est une solution puisque
a(b/a) = b est vraie. De plus si x = k est une solution,par exemple ak = b,alors k¥ = b/a. Ainsi ’équation
a une solution unique,

Maintenant supposons que 7 >> 1 et que le théoréme soit vrai pour un systéme de r — 1 équations. Nous
considérons les r — 1 équations

)y, + ay, iyt 172+1+ .............. + asux, = by
a 'xj + ar,jr'*lxj TR + apx, = br
comme un systeme d’inconnues x;,, Remarquons que ce systéme est mis sous la forme réduite éche-
lonnée. Par récurrence, nous pouvgns donner arbitrairement aux (n — j, + 1) — (r — 1) inconnues libres
des valeurs dans le systéme réduit pour obtenir une solution (par exemple x; iy T k]2, . X, = k,;). Comme
ddns le cas r = 1 ces valeurs, ainsi que les valeurs arbitraires données aux j, — 2 inconnues libres (c’est-
a-dire x, = ky,.. »Xj, 1 = k]-2_1) forment une solution de la premiére équation avec
1
@y = = (by — agpgke — ot = aggky)
11

(Remarquons quiily a (n — j, + 1) — (* — 1) — (j, — 2) = n — r inconnues libres). De plus ces valeurs
pour x,,..,x, satisfont aussi les autres équations puisque dans ces équations les coefficients de x, . 5%7, -1
sont nuls.

Enfin si ¥ = n, alors j, = 2. Ainsi par récurrence nous obtenons une solution unique du systéme partiel
et donc une solutlon unique du systéme complet. En conséquence le théoréme est démontré.

Un systéme (*) d’équations linéaires est dit possible, si aucune combinaison linéaire de ses
équations ne donne l’équation

0x1+0x2+"'+0xn:b, O]\J. b%O (1)

Montrer que le systéme (*) est possible si et seulement si il est réductible a une forme
échelonnée.

Supposons (*) réductible 4 une forme échelonnée. Alors il a une solution qu1 d’aprés le probléme 2-12,
est une solution de chaque combinaison linéaire de ses équations. Puisque (1) n’a pas de solution, il ne
peut étre une combinaison linéaire des équations de (*). Donc (*) est possible.

D’autre part, supposons (*) non réductible 4 une forme échelonnée. Alors dans le procédé de réduction
il doit donner une équation de la forme (1). C’est-d-dire que (1) est une combinaison linéaire des équations
de (*). Donc (*) n’est pas possible, d’oll impossible.
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PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES
SOLUTION D’EQUATIONS LINEAIRES |

. 2¢ 4+ 3y =1 2x + 4y = 10 4 — 2y = 5
2.16. Résoudre i) y (ii) (iii)
5 4+Ty = 3 3x + 6y = 15 —6x + 3y =
2.17. Résoudre
2¢4+ y—3z = 5 20+ 3y —22 = 5 x+ 2y + 32z =
(i) 3x—2y+22 = 5 (i) x—2y+ 382 = 2 (iif) 20+ 3y+ 8 = 4
52 —3y— 2z = 16 dx — y+ 4z = 1 3x + 2y + 172 = 1

2.18 Résoudre
22 + 3y = 38 r+2y—382+2w = 2 x+2y— z4+ 3w =

(i) xr—2y = b (ii) 2x+5y—8+6w = 5 (iii) 2z + 4y + 42+ 3w =
8x+2y = 7 3x +4y — 52+ 2w = 4 3x+6y— z+8w = 10
x+2y+22 =
x+ by + 42— 183w = 3
2.19 Bemy = 2= 3 +2:4+ 5 2
. . ’ - 31 — VA w:
Résoudre (i) 90 — By + 8z = —4 (ii) x Y
22+ 2y + 32— 4w = 1
x+4y+6z = 0

2.20. Déterminer les valeurs de & de telle sorte que le systéme d’inconnues x, y, z ait (i) une solution unique
(ii) aucune solution (iii) plus d’une solution.

kx+y+2z =1
(@) x+hky+z =1 (b)
z+y+ke =1

x+ 2y +kz =
20 + ky + 82 =

[

2.21. Déterminer les valeurs de k de telle sorte que le systéme d’inconnues x, y et z ait (i) une solution unique.
(ii) aucune solution,(iii) plus d’une solution:

c+ y+kz = 2 x —32z = -8
(a) Bx+dy+2: = £k ) Z2x+ky— z = -2
20 +3y— z =1 x+2y+kz = 1

2.22. Déterminer les conditions sur a, b, ¢ de telle sorte que le systéme ayant pour inconnues x, y et z ait une

solution:
2+2y—82 = a x—2y+4z = @
(i) 8z— y+22z = b (i) 2x+8y— z = b
x—5y+8 = ¢ 3x+ y+22 = ¢

SYSTEMES HOMOGENES

2.23. Déterminer si chacun des systémes suivants a une solution non nulle:

x+3y—2z = 0 c+3y—2 = 0 r+2y—5z+4w = 0
(i) x—8y+8 =0 (ii) 2x—8y+ z =10 (iii) 2x— 38y + 2z + 3w =
3c — 2y +42 = 0 3e —2y+ 2z = 0 e —~Ty+ 2—6w = 0
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2.24. Déterminer si chacun des systémes suivants a une solution non nulle:

r— 2y+ 2z = 0 20 —4dy+Tz+4v—5Bw = 0
. 2+ y— 22 =0 92 +3y +22—Tv+ w = 0
(i) (ii)

3x + 4y — 6z = 0 52 +2y — 82+ v+ 38w = 0

3x — 11y + 12z = 0 6x — by +4z—83v—2w = 0

2.25. Déterminer ceux des vecteurs u, ¥, w qui sont dépendants ou indépendants [voir le probléme 2-9) ol :

@ »w=@,38-1), v=(201, w=(1,-1,1)
i) u=(1,1,-1), v =(2,1,0, w = (-1,1,2)

(lil) u (1’ -2, 3) 1); v = (3; 2; 1; _2); w = (11 6, —5, _4)

PROBLEMES DIVERS

2.26. Soient deux équations linéaires générales 2 deux inconnues x et y appartenant au corps R:

ax + by = e
cx +dy = f
Montrer que
. .a , b . 1. . . de — bf af — ce
i) si—#—c’est-d-dire ad — bc # 0, alors le systéme admet une solution uniqu = = >
o d Y e X = e’ T ad ~ be’
- b_ e . , .
(ii) si —= 7 +* 7 , alors le systéme n’a pas de solution;
. b e . N .
(iii) 51—=-Zi~=—f—, alors le systéme a plus d’une solution.
2.27. Soit le systéme ax + by = 1
cx +dy = 0
Montrer que si ad — bc # 0, alors le systéme a une solution unique x = d/(ad — bc), ¥y = — ¢/(ad — bc). Montrer
aussi que siad — bc = 0, ¢ ¥ 0 ou d # 0,alors le systéme n’a pas de solution.
2.28. Montrer qu’une équation de la forme Ox, + Ox, + ---+ Ox, = 0 peut étre ajoutée ou supprimée d’un systéme

sans affecter ’ensemble des solutions.

2.29. Soit un systéme d’équations linéaires avec le méme nombre d’équations que d’inconnues :

a11%y + Q19%o + .-+ A%y, — bl
A9 %y + dogity + 0+ Gopw, = by )
Qp1®y T Qpoty + - t Ay = by

(i) On suppose que le systéme homogéne associé admet seulement la solution nulle. Montrer que (1) a une
solution unique pour chaque choix des constantes b,.

Y

(ii) On suppose que le systéme homogéne associé 4 une solution nulle. Montrer qu’il existe des cons-
tantes b; pour lesquelles (1) n’a pas de solution. Montrer aussi que si (/) a une solution, alors il en

a plus d’une.
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2.16.

2.17.
2.18.

2.19.

220.

2.21.

2.22.
2.23.
2.24.

2.25.

Algébre linéaire

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

(i) «=2,y=—1; (i) « =5—2a, y = a; (iil) aucune solution
xr = —1—1Tz

i) (1, —3, —2); (ii) aucune solution; (iif) (—1 — 7a, 2 + 22, ) on { 9 4 92

I

Yy
(i) =3, y=-1

r = —z+ 2w
(i) (—a+2b,1+4+2a—2b,a,b) ou

y = 1+ 22~ 2w
7/2 — bw/2 — 2y
1/2 + w/2

il

@

(iii) (7/2 — 58/2 — 2a, @, 1/2 + b/2, b) ou {

I

z

(i) (2,1, —1) ; (ii) aucune solution.

@ DEkFletk#+ —2;3(1) k=-2; () k=1.

(b) (i) n’a jamais une solution unique ; (ii) k = 4 ; (iii) k # 4.

(a) (i) ¥ # 3 ; (ii) a toujours une solution ; (iii) & = 3.
B) D kF2etk#+—5;0) k= —5;Gi) k= 2.

(i) 2a — b + ¢ = 0. (ii) N’importe quelle valeur de @, b et ¢ forme une solution
(i) ouiy (ii) non; (iii) oui d’aprés le théoréme 2.3,
(i) oui; (ii) oui d’aprés le théoréme 2.3.

(i) dépendants; (ii) indépendants ; (iii) dépendants.



CHAPITRE 3

Matrices

INTRODUCTION

Nous avons remarqué en travaillant sur les systémes d’équations linéaires que seulement les
coefficients et leurs positions respectives sont importants. De méme, en réduisant les systémes
a leurs formes échelonnées, il est essentiel de garder les équations strictement alignées. Les coef-
ficients peuvent donc étre rassemblés dans un tableau rectangulaire appelé une matrice. De plus,
certaines notions abstraites introduites dans les chapitres suivants, comme les ‘“‘changements de
bases”, les “opérateurs linéaires” et les “formes bilinéaires’, peuvent étre aussi représentées par
ces tableaux rectangulaires ou matrices.

Dans ce chapitre, nous étudierons ces matrices et certaines opérations algébriques définies
entre elles. Il s’agira principalement dans ce chapitre de calculs. Cependant, comme pour les équa-
tions linéaires, les méthodes abstraites données plus loin nous permettront d’avoir un nouvel
apercu de la structure de ces matrices.

A moins qu’il n’en soit spécifié autrement, les matrices que nous considérerons appartiendront
a un corps fixé arbitraire K. (Voir ’Appendice B). Les éléments de K sont appelés des scalaires.
Le lecteur pourra supposer que K est, soit le corps réel R soit le corps complexe C.

Plus tard, nous remarquerons que les ‘“vecteurs lignes” ou les “vecteurs colonnes”, qui sont des
matrices particuliéres, sont des éléments de R” ou de C”.

MATRICES
Soit K un corps arbitraire. Un tableau rectangulaire de la forme
Q11 A2 A1n
21 Qg2 Q2n
Am1  Ume Amn

ou les a;; sont des scalaires du corps K, est appelé une matrice sur K, ou simplement une matrice
si K est implicite, La matrice précédente est aussi notée par (aij), i=1,....m j=1,,..,n 0u
simplement par (a;;). Les m, n-tuples horizontaux

((111, Qi2, ..., (lm), (azl, 22, . .., azn), ey (am1, Am2, . .., amn)

sont les lignes de la matrice, et les n, m-tuples verticaux

11 Q12 Qin

Q21 Q22 Qon
’ ’ IS

Am1 Am2 Amn

sont ses colonnes. Remarquons que ’élément g..,appelé le ij-élément ou la j°™° composante, se

trouve a l’intersection de la i®™¢ligne et de la j*™*colonne. Une matrice ayant m lignes et n colonnes
est appelée une (m, n) matrice, ou m x n matrice ; le couple de nombres (m, n) est appelé la
dimension de la matrice ; n est sa largeur, m sa hauteur.
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- 4
Exemple 3.1 : Soit la matrice 2 X 3 : ((1) ?5’ 2 )

1 -3 4
Ses lignes sont (1, —3, 4) et (0, 5, — 2); ses colonnes sont <0> , < 5> et <_2> .

Les matrices seront notées habituellement par des lettres capitales A, B ..., et les éléments
du corps K par des lettres minuscules @, b,... Deux matrices A et B sont égales, et on écrit
A = B, si elles ont méme dimension et si leurs éléments correspondants sont égaux. Ainsi 1’éga-
lité de deux m x n matrices est équivalente 4 un systéme de mn égalités, une pour chaque paire
d’indices.

s + 2 P . - " .
Exemple 3.2 : L’égalité <x y 2=t w> = < i Z> est équivalente au systéme suivant d’équations:
-y z—w

x+y = 3
x—y =1
22 +w = b
z—w = 4
La solution de ce systétme est x = 2, y = 1,z = 3, w = — 1.
Remarque : Une matrice a une ligne peut-étre considérée comme un vecteur ligne, et une ma-

trice a une colonne comme un vecteur colonne. En particulier un élément du corps
K peut étre interprété comme une matrice 1 x 1.

ADDITION DES MATRICES ET MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE

Soit A et B deux matrices de méme dimension, c’est-a-dire ayant le méme nombre de lignes
et de colonnes, c.d.d. deux m x n matrices :

(2SN 1 AT e Qi bu b e.. Db

a2 Qg2 a b b ... b
A — 1 2n et B — 21 22 2n

A1 Am2 Amn bml b'm2 bmn

La somme de A et B, écrite A + B, est la matrice obtenue en ajoutant les éléments correspon-
dants des deux matrices :

ay + by @2 + Dbus cer O+ bin
A+ B = Qo1 + bar @22 + boo e.. O2n+ bon
Um1 + bml Qe + bmz . e Amn + bmn

Le produit d’une matrice A par un scalaire k2, noté k. A, ou kA, est la matrice obtenue en mul-
tipliant chaque élément de la matrice A par k:

ke kays v kain
LA — kasy kass PN kas,
kaml kam2 kamn

Remarquons que A + B et RA sont aussi des m X n matrices. On définit aussi
-A =-1'A e A-B=A+(-B)

La somme de deux matrices de dimensions différentes n’est pas définie.
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1 —
Exemple 3.3 : Soient 4 = < 2 3> et B = < 80 2>. Alors

4 5 —6 -7 1 8
1+3 —2 - \
A+ B = < +0 3+2 _ 4 -2 5
4—7 5+1 —6+8 -3 6 2
/3°1 3+(—2) 3.3 3 —6 9
34 = =
\3+4 3.5 3-(—6)> <12 15 —18>
94 — 3 = (2 T4 &\ /7% 0 =8\ 7 —4 0
8 10 —12 21 -3 —24 29 7 —36
Exemple 3.4.: La m X n matrice dont les éléments sont tous nuls,
0 0 ... 0
0 o 0
0 0 0

est appelée la matrice nulle, et sera notée 0. Elle est semblable au scalaire 0 en ce sens
que, pour toute m X n matrice 4 = (a;), 4 + 0 = (a; + 0) = (g;) = 4.

Les principales propriétés des matrices se déduisant de 1’addition et de la multiplication par
un scalaire sont :

Théoréme 3.1. :  Soit V l'ensemble de toutes les m x n matrices sur un corps K. Quelles que
soient les matrices A, B, C € V et quels que soient les scalaires k,, k, € K.

(i) (A+B)+C = A+ (B+C) (v) k(A+B) = kA + kB
(i) A+0 =4 Vi) (kitk)A = kA + kA
(iii) 4 +(=4) = 0 (Vi) (kik)A = Ki(kaA)
(ivf A+B = B+ A (vili) 1-A=A et 0A=0

En utilisant (vi) et (vil) on aaussiA + A = 24, A + A + A= 3A,....

Remarque : Supposons que les vecteurs de R” soient représentés par des vecteurs lignes (ou des
vecteurs colonnes), c’est-a-dire

w = (a1, G2, ..., Un) et v = (by, bs, ..., by

En considérant ces vecteurs comme des matrices, la somme u + v et le produit par
un scalaire ku sont :

u+v = (@40, a+bs, ..., an+by) et fu = (kay, kas, ..., ka,)

Ces résultats correspondent précisément a la somme vectorielle et au produit par un
scalaire tels qu’ils sont définis dans le chapitre I. En d’autres termes les opérations

précédentes sur les matrices peuvent étre considérées comme une généralisation des

opérations correspondantes définies dans le chapitre I.

MULTIPLICATION DES MATRICES

Le produit de matrices A et B, écrit AB, est quelque peu compliqué. Pour cette raison, nous
ferons les remarques suivantes.
(i) Soit A = (g;) et B = (b,) appartenant a R"”, A étant représenté par un vecteur ligne et B par un
vecteur colonne. Leur produit scalaire A - B peut étre trouvé en combinant les matrices de la
facon suivante : b,

b
A*B = (ay,as ...,0) 2 = b + agbs + - + aba
bn
Nous définirons donc la matrice produit d’un vecteur lighe A par un vecteur colonne B comme
précédemment.
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(ii)

(iii)

Algébre linéaire

L ; . b1Z1 + by + buaxs =
Considérons les équations (1)
baity + basxz + bosxs = Y

[
=

Ce systéme est équivalent a 1I’équation matricielle

b b b Z1
u Y Ol N (U ou simplement BX = Y
bst Doz bas Z3 Y2

ou B = (b;;), X = (x;) et ¥ = (y;), si nous multiplions la matrice B et le vecteur colonne
X comme suit :

biu b1z b T buxi + biaxs + bisxs B+ X
BX = Xo = =
Doy bas by s Daix1 + b22x2 + bosxa B, X

ou B, et B, sont les lignes de B; on peut remarquer que le produit d’une matrice et d’un
vecteur colonne donne un autre vecteur colonne.

I

s . . . a1y + apye z
Considérons maintenant les équations (2)
A21Y1 + QoolYo = 2o

qui peuvent étre représentées par 1’équation matricielle

. z
<a11 a12><y1> — < 1> ou simplement AY = Z
U211 Q22 Y2 2

ou A = (alj), Y = (y;) comme plus haut et Z = (z;). En remplacant y, et y, par leurs va-
leurs données par (1) dans les équations (2) on obtient

a11(buZs + biakz + biss) + Qra(bar®s + bas¥a + b2a¥s) = 2
@21(bux1 + bioks + b1s¥s) + @oa(bua®1 + baoks + b2s¥s) = 22
ou en ordonnant par rapport a x,, x,, X,
(@11b11 + @12bo)xy + (@1biz + @12b22)®2 + (@1ibis + G2bes)xs = 21

(8)

(@21b11 + Qazbar)zr + (@21b1z + Q20ban)Zz + (@21D13 + A2ebos)ws = 22

D’une autre maniére, en utilisant I’équation matricielle BX = Y et en remplacant Y par BX
dans I’équation matricielle AY = Z on obtient ’expression

ABX = Z

Cette équation matricielle représente le systeme (3), si nous définissons le produit de A et B
de la maniére suivante:

AB <a11 a12><bn D1z b13> _ <a11b11+a12b21 11012 + Q12b2s a11b13+(112b23>

fl

@1 Q2 /\ Da1 Dao bog @21b11 + @aobar A21b1a + A2obos W21bis + A2eboas

AB* A,-B? A,-B®
As-B' Ay-B? A;- B

ol A, et A, sont les lignes de A et B' et B?> et B> les colonnes de B. Nous pouvons donc
dire que si ces calculs sont généraux, il est nécessaire que le nombre des y, dans (1) et (2)
reste le méme. Ceci correspond au fait que le nombre de colonnes de la matrice A doit
étre égal au nombre de lignes de la matrice B.
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A l’aide de la précédente introduction, nous pouvons définir formellement la multiplication
des matrices.

Définition : Supposons que A = (a;;) et B = (b;;) soient des matrices dont le nombre
de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B ; c’est-a-dire A est une m x p
matrice et B est une p x n matrice. Alors, le produit AB est une m x n matrice
ou le i§j élément est obtenu en multipliant la iéme ligne A, de A par la jéme colonne

B/ @e B:
AI'BI A1‘32 A1°Bn
<21 . 32 "
AB _ A2 B A2 B e AZ B
An+B' An-B? Am-B"
D’ou »
Jan ... ap)\ [bn Cou (s (Bun Jey ... e
U . G R 3 R - : Gt
{\\} N
U1 Amp byt by; bon Cm1 Crmn
b4
ou Cij = Qb1 + Qb + - -+ + Aipbp; = 2 Qir ;.
k=1

Il est important de remarquer que le produit AB n’est pas défini si A est une m x p matrice
et B une g X n matrice, ou p # gq.

E e 3.5 : <7‘ s\ /a; ay ag B ra, + sby ras + sby  rag + sbg
xemple 3.5 - t uw/\b, by by - ta; + ub, tag + ubs ta3+ub3>
<1 2><1 1> 3 <1-1+2-o 1-1+2:2\ /1 5
3 4/\0 2/ 7 \3:1+4+4-0 3-1+4-2) < >
Exemple 3.6 : v ’ 3 1
11 1 2 _ 1+1+1+8 1-2+1+4 4 6
0 2/\3 4> h <0-1+2-3 0-2+2-4/ <6 g>

Les exemples précédents montrent que la multiplication des matrices n’est pas commutative ; les
produits AB et BA des matrices ne sont pas égaux.

De plus la multiplication des matrices satisfait aux propriétés suivantes :

Théoréme 3.2 : (i) (AB)C = A(BC) (associativité)
(i) A(B + C) = AB + AC (distributivité a gauche)
(ili) (B + C)A = BA + CA (distributivité a droite)
(iv) k(AB) = (RA)B = A(kB) dﬁ k est un scalaire
Nous supposons que les sommes et produits précédents sont définis.

Remarquons que 0A = 0 et BO = 0 ou O est la matrice nulle.

TRANSPOSITION

La matrice transposée d’une matrice A, écrite A*, est la matrice obtenue en écrivant les lignes
de A en colonnes :

air Qa2 e Qi \ ¢ Qi1 Q21 ... Om1
Q21 Q22 co. Qo _ Az Q22 ... QAm2
Am1 Am2 PR Amn Ain Aon PR (lmn/

Observons que si A est une matrice m x n, alors A® est une n x m matrice.



40 Algébre linéaire

4

1 2 3\
Exemple 3-7 : <4 -5 —6 = 2 5
3 —6

La transposition des matrices satisfait aux propriétés suivantes:
Théoréme 3-3 :
(i) (A+B) = A*+ Bt
i) (49 = 4
(iii) (kA)* = EkA*, pour k scalaire
(iv) (AB)t = BtA!

MATRICES ET SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

Le systéme suivant d’équations linéaires

Q111 + Qreks + -0+ Qe = by
Q1% + Qoo + ¢ 0+ A2aZn = b2 (1)
1%y + QX2 + -+ + OmnXn = Dm

est équivalent a I’équation matricielle

a1 Aie A1n X1 by
o1 @ a z .

2 T an 2| =~ b ou simplement AX = B (2)
Am1  Ame e Amn Tn bm

ou A = (a;), X = (x;) et B = (b,). En somme, chaque solution du systéme (1) est une solution
de I’équation matricielle (2) est vice versa. Observons que le systéme homogéne associé au sys-
téme (1) est alors équivalent a 1’équation matricielle AX = 0.

La matrice A précédente est appelée la matrice des coefficients du systéme (1) et la matrice

ait Q12 e Ain bl
Qa1 Qg2 e.. Ozn bs
Am1 Am2 Amn bm

est appelée matrice augmentée de (1). Le systéme (1) est complétement défini par sa matrice aug-
mentée,

Exemple 3-8 : La matrice des coefficients et la matrice augmentée du systéme
22+ 8y —4z = 7
x— 2y — 5z = 3
sont respectivement les matrices suivantes :
2 3 —4 2 3 —4 7
et
1 -2 -5 1 -2 =5 3

Observons que le systéme est équivalent a I’équation matricielle

C2) -0

En étudiant les équations linéaires, il est habituellement plus simple d’employer le langage et
la théorie des matrices, comme le montrent les théorémes suivants.
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Théoréme 3.4 : Supposons que u,, u,, ..., U, soient les solutions d’un systéme homogeéne d’équa-
tions linéaires AX = 0. Chaque combinaison linéaire des u; de la forme
kiu, + kyu, +...+k,u,olules k;, sont des scalaires,est aussi une solution de

AX = 0. Ainsi, en particulier, chaque multiple ku d'une solution quelconque u
de AX = 0 est aussi une solution de 4X = 0

Preuve : u,, u,,...,u, étant des solutions du systéme donc Au, = 0, Au, = 0,..., Ay, =
Ainsi :
A(kur + kus + - -+ + kun) = kiAus + keAus + - -+ + knAu,
= kO +kO0+ ---+ki0 = 0

En conséquence k,u; + -.-+ k,u, est une solution du systeme homogeéne AX = 0.

Théoréme 3.5 : Supposons le corps K infini (ce qui a lieu si K est le corps réel R ou le corps
complexe C). Le systétme AX = B, soit n’a pas de solution, soit a une solution
unique, soit a un nombre infini de solutions.

Preuve : 11 suffit de montrer que si AX = B a plus d’une solution alors il en a une infinité,

Supposons que u et v soient des solutions distinctes de AX = B ; donc Au = B et Av = B.

Alors,quel que soit & € K|

Alu + k(u—v)) = Au+ k(Au—Av) = B+kB—-B) = B

En d’autres termes, quel que soit k € K, u + k(u — v) est une solution de AX = B. Puisque
toutes ces solutions sont distinctes (Probléme 3.31), AX = B a un nombre infini de solutions
comme il était prévu.

MATRICES ECHELONNEES
Une matrice A = (a;;) est une matrice échelonnée, ou est dite mise sous forme échelonnée
si le nombre de zéros précédant le premier éléinent non nul d’une ligne augmente de ligne en
ligne jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de ligne ; c’est-a-dire, s’il existe des éléments non nuls
a/ljly azjg’ ¢ e sy afjr; Oﬁ jl < ,7‘2 < e < jr

avec la propriété que ] o .
ay; = 0pour ¢=r, g <yg, et pour 1>7r

Nous appelons a, IRERERL S les éléments distingués ou remarquables de la matrice échelonnée.
Exemple 3.9 : Les matrices suivantes sont des matrices échelonnées ol les éléments distingués ont été
encerclés:
@ 3 2 0 4 5 —6 D 2 3 o@D 3 0 0 4 o0
0o 0 1-3 2 0 o 0o (® o 00 (D 0-3 o0
0o 0 0 0o o0 (6 2 0 0 0 0o 00 02 o
00 0 0 0 0 0 0 0.0 o 0 0 0 0 o

En particulier une matrice échelonnée, est appelée matrice échelonnée réduite par les lignes
ou encore une matrice e.r.l. si les éléments distingués sont :

(i) les seuls éléments non nuls dans leurs colonnes respectives;
(i) chacun égal a 1.

La troisiéme matrice précédente est un exemple de matrice e.r.l. Remarquons que la matrice 0O,
pour n’importe quel nombre de lignes ou de colonnes, est aussi une matrice e.r.l.

EQUIVALENCE LIGNE ET OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES LIGNES

Une matrice A est dite équivalente ligne i une matrice B, si B peut &tre obtenue a partir
de A par un nombre fini d’opérations appelées opérations élémentaires sur les lignes qui sont
données plus bas.
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[E,] : On peut interchanger ou permuter la iéme ligne et la jéme ligne : R; < R;.
[E,] : On peut multiplier la iéme ligne par un scalaire non nul k: R, > kR, &k # 0.
(E;] : On peut remplacer la iéme ligne par k fois la jéme ligne plus la iéme ligne:R, > kR, + R,

En pratique on applique [E, ] puis [E;] dans un premier stade, d’oui ’opération
(E] : On peut remplacer la iéme ligne par k' fois la jéme ligne plus k fois avec k # 0 la iéme

ligne : R, > k'R; + kR, k # 0.

Le lecteur reconnaitra facilement la similitude des opérations précédentes et de celles utilisées
dans la résolution des systémes d’équations linéaires. En fait, deux systémes avec des matrices
augmentées a lignes équivalentes auront le méme ensemble de solutions. L’algorithme suivant est
aussi semblable a 1'algorithme utilisé a propos des équations linéaires.

Algorithme réduisant les lignes d’une matrice d une forme échelonnée :

Premieérement : Supposons que la j, éme colonne soit la premiére colonne avec un élément
non nul. Echangeons les lignes de telle sorte que ce premier élément non
nul soit dans la premiere ligne, d’ou a, i #* 0.

Deuxiémement : Pour chaque i > 1, appliquons la combinaison
R - —aile1 + a1j1Ri

On répete le premiérement et le deuxiémement avec la sous-matrice formée par toutes les
lignes sauf la premiére, et on continue cette méthode jusqu’a ce que la matrice soit sous
forme échelonnée.

Remarque : La réduction des lignes d’une matrice indique la transformation des lignes par des
combinaisons sur celles-ci.

Exemple 3,10 : La matrice suivante 4 est réduite ligne & une forme échelonnée en appliquant les
combinaisons R, > — 2R, + R, et Ry = — 3R, + R, et enfin R; > — 5R, + 4R, :

1 2-3 0 1 2-3 0 1 2-3 0
A = (2 4-2 2|dou|0 0 4 2|dou({0 0 4 2
3 6—4 3 0 0 5 3 0 0 0 2

Supposons que A = (a,;) soit une matrice de forme échelonnée ayant pour éléments distin-
gués a,; , 4,; ...da, . Appliquons les combinaisons
1y %2, t,

R, - —akjiRi + ai,-iRk, k=1,...,i—1

pour i = 2, i = 3,...,i = r Ainsi A est remplacée par une matrice échelonnée dont les éléments
distingués sont les seuls éléments non nuls dans leurs colonnes respectives. Multiplions ensuite R;
par ai’i1 i,< r. Ainsi, finalement, les éléments distingués sont chacun égaux a 1. En d’autres
termes on a ainsi réduit par cetie méthode la matrice donnée en une matrice e.l.r.

Exemple 3.11 : Sur la matrice échelonnée suivante A appliquons la combinaison R, - — 4R, + 3R,
ainsi que les combinaisons R} - R; + R, et R, > — 5R3; + 2R, :

2 3 4 5 6 6 9 0 7 -2 6 9 0 7 0
A = [0 0 3 2 5|dou |0 0 3 2 5|dou{0 0 6 4 0
0 0 0 o0 2 0o 0 0 0 2 0 o 0o o 2

Multiplions ensuite R, par 1/6,R, par 1/6 et R; par 1/2 pour obtenir la matrice e.lr:

132 0 76 0

0 0 1 2/3 0

6 0 0 0o 1
Les précédentes remarques montrent que n’importe quelle matrice A est équivalente ligne a une
matrice e.l.r. Dans le prochain chapitre nous démontrerons, théoréme 4-8, que A est équivalente
ligne a4 une seule matrice e.lr; nous lappellerons la forme ligne canonique de A.
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MATRICES CARREES

Une matrice ayant le méme nombre de lignes que de colonnes est appelée une matrice carrée.
Une matrice carrée de n lignes et n colonnes est appelée d’ordre n, ou une n-matrice carrée. La
diagonale (ou diagonale principale) de la matrice carrée d’ordre n. A = (a;;) est constituée des élé-

ments a,, , 0y, ..., 4, .

Exemple 3.12 : La matrice suivante d’ordre 3:

FE RN
0 ot o
© o w

Les éléments diagonaux sont 1, 5 et 9.

Une matrice triangulaire supérieure ou plus simplement une matrice triangulaire est une ma-
trice carrée dont les éléments au-dessous de la diagonale principale sont tous nuls:

0 Gz ... Qn Qi1 Q2 ... Qin
0 Aoz ... A2y Q22 . Qon
ou
0 0 OAnn Qnn

De facon semblable une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée dont les éléments
au-dessus de la diagonale principale sont tous nuls.

Une matrice diagonale est une matrice carrée dont les éléments non diagonaux sont tous nuls:

az 0 ... 0 ay
0 [¢2 0 ou [+ P}
0 0 ... a C

En particulier, les matrices carrées d’ordre n, ne contenant que des 1 sur la diagonale principale
et des 0 pour tous les autres éléments, sont notées I, ou simplement I, et sont appelées matrices
unités ou identités; par exemple

13 =

S O =
(= )
= o o

Cette matrice I est semblable au scalaire 1, en ce sens que pour toute matrice carrée d’ordre n, A,
on a

Al = JA = A
La matrice kI, pour un scalaire & € K, est appelée une matrice scalaire ; c’est une matrice diago-
nale dont les éléments diagonaux sont égaux a k.

ALGEBRE DES MATRICES CARREES

Rappelons que 1’on ne peut pas additionner ou multiplier deux matrices quelconques. Cependant
si nous considérons seulement des matrices carrées d’ordre donné n, cet inconvénient disparait. En parti-
culier les opérations d’addition, de multiplication, de multiplication par un scalaire, ainsi que de trans-
position peuvent étre appliquées aux matrices d’ordre n et le résultat est de nouveau une matrice n x n,

En particulier, si A est une matrice carrée quelconque d’ordre n, nous pouvons former les di-

verses puissances de A :
A?2=AA, A3 =A%A, ... et A'=]

Nous pouvons aussi former des polynémes de la matrice 4 ; a chaque polyndme

f(x) = @+ a1 + A%+ -+ + a2
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ou les a, sont des scalaires, nous pouvons associer f(A) qui est la matrice
f(A) = o + 1A + A2 + - - + @, A"

Dans le cas olt f(A) est la matrice nulle, alors A est appelée zéro ou racine du polyndme f(x).

E le 3.13 : Soit "1 2 A9_1 2 LA T
xemple 3.13 : Soit A4 —<3 _y s alors A2 ~<3 _4><3 _4>‘ <_9 22 /-

Si  f(x) = 222 — 3x + b5, alors

~ 7 —6 1 2 1 0\ _ / 16 —18
f4) = 2(—9 22>_3<3 ~4>+ 5(0 1> = <—27 61>

Si g(x) = 22+ 3« — 10, alors
7 -6 1 2 1 0\ _ /0 0
wr = (ARG Dm0 - (Y

D’olt 4 est un zéro du polyndme g(x).

MATRICES INVERSIBLES
Une matrice carrée A est dite inversible s’il existe une matrice B telle que
AB = BA =1
ou [ est la matrice identité. Donc la matrice B est unique ; car
AB1=BiA =1 et AB;=B,A =] implique B;= B, = Bi(AB;) = (Bi1A)B>=IB; = B»

Une telle matrice B est appelée l'inverse de la matrice A et est notée par A7 Remarquons que
la relation précédente est symétrique ; c’est-a-dire que si B est I'inverse de A, alors A est 'inverse

de B.
2 b 3 —5 6—5 —10+ 10 1 0
Exemple 3.14 : <1 3><—1 2> = <3—3 5+6 > = <0 1>
3—5> 2 5\ _ 6-5 15—15\ _ /1 0
-1 2/\1 3/ <—2+z —5+6> B <o 1>
2 5 3 -5
Ainsi (1 3) et < 5 )sont inversibles et sont les inverses I'une de ’autre.

-1

Nous montrerons (Probléme 3.37) que pour les matrices carrées, AB = I si et seulement si
BA = [ ; ainsi il suffira de montrer qu’un seul produit est égal a I pour prouver que deux ma-
trices sont inverses l'une de ’autre, comme dans ’exemple suivant.

1 0 2 11 2 2 —-11+0+4+12 24+0—2 24+0—2 1 0
Exemple 3.15 : { 2 —1 3 -4 0 1| =[~224+4+18 44+0—3 4—-1—3 | = [0 1 0
4 1 8 6 —1 —1 —44—-4+48 8+0—8 8+1—8 0 0 1

insi ices i st s sont les inverses I'une de l'autre.
Ainsi les deux matrices sont inversibles, et ti Pune de l'aut

Calculons maintenant l'inverse d’une matrice générale 2 x 2,4 = (Z Z) Déterminons les

scalaires x, y, 2z, w tels que

a b\fxz y\ [1 0 ax + bz ay + bw /10
c d/)\z w) \o 1 ou cx +dz ey+dw)  \0 1
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ce qui se résume a la résolution des deux systémes suivants d’équations linéaires 4 deux inconnues:

ar +bz =1 ay +bw = 0
cx +dz = 0 ey +dw =1
Si nous posons |A| = ad — be, alors d’aprés le probleme 2.27 page 33, les systémes précédents
ont des solutions si et seulement si |[A| # 0 ; de telles solutions sont uniques et sont
e =4 _ 4 __=b _ = . _ = _ ¢ __e _ &
Tad—be [’ YT ad—be  JA’ T wd—bc ~ JAV T ad—bc |A
< d/|A| —b/|A] 1 d —b
D’ou A1 = = —
(—c/\A| al|A| 4|\ —¢ a
Remarque : Le lecteur reconnaitra en |A | = ad — bc le déterminant de la matrice A ; ainsi

nous remarquerons qu’'une 2 X 2 matrice a une inverse, si, et seulement si, son dé-
terminant est différent de zéro. Cette propriété, qui reste vraie en général, sera dé-
montrée plus loin dans le chapitre 9 sur les déterminants.

MATRICES DECOMPOSEES EN BLOCS

En utilisant un systéme de lignes horizontales et verticales, nous pouvons décomposer une
matrice A en plusieurs matrices plus petites appelées blocs de A.La matrice A est alors appelée
une matrice décomposée en blocs. Il est évident qu’une matrice donnée peut étre décomposée de
différentes maniéres ; par exemple,

12 0 1 3 12,0 113 1-2 0! 1 3
I T U S o

2 8 5 7-2| = (2 315 7 2| = |2 3 5 { 7 -2
________ it S

3 1 4 5 9 3 1,4 51 9 3 1 4,5 9

L’utilité de la décomposition en blocs est que le résultat des opérations dans les matrices décom-
posées en blocs peut 8tre obtenu en calculant avec les blocs comme si ceux-ci étaient effectivement
des éléments des matrices, Ce qui est illustré par les exemples ci-dessous.

Supposons que A soit décomposée en blocs ; c’est-a-dire

Ay A ... An
A = Az As Asn
Aml Am2 Amn

En multipliant chaque bloc par un scalaire k, on multiplie chaque élément de A par k ; ainsi

]CAu ICA12 e kAln
kA = kAs ICAzz e kAo
kAmi kAme kA,

Supposons maintenant que la matrice B soit décomposée en un méme nombre de blocs que la
matrice A ; c’est-a-dire
Bu B12 o v e Bln
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De plus nous supposons que les blocs correspondants de A et de B ont la méme dimension. En
additionnant les blocs correspondants, on additionne les éléments correspondants de A et de B.

D’ou

Au+Bu A+ B co. A+ B\
A+ B = Aoy + Bsy  Ags + Bas ev. Asn+ B
Aml + Bml Am2 + Bmz e Amn + an

Le cas de la multiplication est moins évident, mais reste néanmoins vrai. Supposons que A
et B soient deux matrices décomposées en blocs comme suit :

U11 U12 P Ulp Vll V12 e Vln
U — U21 U 22 U 2p et V —_ V21 V22 V2n
Uml Um2 Ump Vpl V22 Vpn

de telle sorte que le nombre de colonnes de chaque bloc U,, est égal au nombre de lignes de
chaque bloc V, ;. Alors

Wi Wi .. W
UV — W2l W22 o .. W21l
\Wml Wme Won

Wi = UaVy+ UnVay + -+ + UnpVy;

La démonstration de la formule ci-dessus pour UV se fait directement sans difficulté ; mais elle
est longue et fastidieuse. Elle fait I’objet d’un probléme supplémentaire (Probléeme 3.68).

PROBLEMES RESOLUS

ADDITION ET MULTIPLICATION SCALAIRE DE MATRICES

alculer
. 1 2 -3 4 3 -5 6 -1
W <0 -5 1 —1> " <2 0 -2 —3>
.. 1 2 -3 3 5 1 2 -3
@) <o —4 1> i <1 —2> ) _3(4 5 6>
(i) Additionnons les éléments correspondants :
1 2 -3 4 + 3 —5 6 —1
<0 -5 1 —1> <2 0 —2 —3)

/143 2-5 -3+6 4-1 4 -3 3 3
= <0+2 ~-5+0 1-2 —1—3> - <2 -5 —1 —4)

(ii) La somme n’est pas définie puisque les matrices n'ont pas les mémes dimensijons,

(iii) Multiplions chaque élément de la matrice par le scalaire — 3 :

1 2 -3 -3 —6 9
‘3<4 -5 6> B <—12 15 —18
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. 2 -5 1 1 -2 -8 0 1 -2
32 Soient A=< ),B=< >,C=( >.Trouver3A+4B—2C.

©

3 0 -4 0 -1 5 1 -1-1

En faisant d’abord la multiplication scalaire puis I’addition:

34 + 4B — 3¢ = 6 —15 3 + 4 —8 —12 + 0 —2 4 _ 10 —25 —5
9 0 —12 0 —4 20 -2 2 2 7T -2 10

= . z Yy x 6 4 z+y
Trouver x, y, t
Y, £ et wst 3<z w> <—1 2w>+<z+w 3 >

Réduisons chaque membre i une seule matrice:
3z 3y _ x+ 4 x+y+6
3z 3w - z+w—1 2w+3 >

En égalant les éléments correspondants les uns aux autres,

3x =— x+4 22 = 4

3y = x+y+6 2y = 6+«
ou

3z = ztw-—1 2z = w—1

3w = 2w+ 3 w = 3

La solution est donnée par x = 2, y = 4, z = 1, w = 3,

3.4. Démontrer le théoréme 3.1(v) : Soient A et B deux matrices m X n et k un scalaire. Alors
k(A + B) = kA + EB.

Soient 4 = ("z‘j) et B = (b,-j). D’ol a; + by est le ij-élément de A + B, et ainsi k(aij + b;;) est le ij-
élément de k(4 + B). D’autre part, kaij et kbl.j sont les j-éléments de kA4 et kB respectivement et ainsi
kaij + kbl-j est le ij-élément de k4 + kB. Or %k N bi]- sont des scalaires appartenant a un corps, d’ol

k(aij + bij) = kaij + kbij pour chaque 1,j
Ainsi k(4 + B) = kA + kB, puisque les éléments correspondants sont égaux.

Remarque : Observons que cette démonstration est semblable 4 la démonstration du Théoréme 1.1(v) dans
le probléme 1.6 page 7. En fait toutes les parties dans le théoréme précédent sont démontrées
de la méme maniére que les parties correspondantes du Théoréme 1.1,

MULTIPLICATION MATRICIELLE

3.5. On note (r x s) une matrice de dimensions r x s. Trouver les dimensions des produits sui-
vants si le produit est défini par
(1) (2% 3)(8%x4) (3) (1x2)(3x1) (5) (3 x4)(83x4)

(2)(4x1)(1x2) (4) (5% 2)(2x3) (6) (2x2)(2x4)

Rappelons qu’une m x p matrice et une ¢ x n matrice sont multipliables seulement si p = q, le produit
étant alors une m x n matrice. Ainsi chacun des produits précédents est défini si le second élément du pre-
mier couple est égal au premier élément du second couple, le produit ayant pour dimensions les extrémes des
couples donnés dans l'ordre.

1) Le produit est une 2 x 4 matrice.

2) Le produit est une 4 x 2 matrice.

3) Le produit n’est pas défini puisque les moyens 2 et 3 ne sont pas égaux.

4) Le produit est une 5 x 3 matrice.

5) Le produit n’est pas défini, quoique les matrices ajent les mémes dimensions.

6) Le produit est une 2 x 4 matrice.
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3.6. Soient A = (;_i) et B = (

1)
2)

3.7.
1Y)
2)

3.8.
1)

2 0 —4
3 —2 6

Puisque A est une matrice 2 x 2 et B une matrice 2 x 3, le produit AB est défini et est une 2 x 3 matrice.
Pour obtenir les éléments de la premiére ligne de 4B, on multiplie la premiére ligne (1, 3) de A par les co-

{2 0 ~4 )
lonnes \ ) et de B respectivement :
3 -2 6

1 3%\/2 0 —4\ _ /1+2+3:3 1:0+3+(—2) 1:(-4)+3+6
<2—1><3——2 6>_< )

<2+9 0—6 —4+18> (11 —6 14>

Pour obtenit les éléments de la deuxiéme ligne de 4B, on multiplie la deuxiéme ligne (2, — 1) de A par
les colonnes de B, respectivement :

). Trouver 1) AB, 2) BA.

1 3 2 6 =4 _ 11 —6 14 >
<2 -1 ><3 -2 6> B <2-2+(—1)-3 200+ (=1)+(—2) 2+(—=4)+(-1)+6
. 11 -6 14

Ainsi AB = < 1 0 _14>

Remarquons que B est une matrice 2 x 3 et 4 une matrice 2 x 2. Les moyens 3 et 2 n’étant pas égaux,
le produit BA n’est pas défini.

1-2 0

oien (2,1) et <4 5 _3

>, trouver (1) AB, (2) BA.

Puisque A4 est une matrice 1 x 2, et B une matrice 2 x 3, le produit AB est défini et est une matrice
1 x 3, c’est-d-dire 4 une ligne et trois colonnes donc un vecteur ligne i trois composantes. Pour obtenir
les composantes de 4B, on multiplie la ligne de 4 par chaque colonne de B:

1 —2 0

AB:(2,1)<'4 5 -3

> = (2°1+1%4,2:(=2) +1+5,2:0+1+(=3)) = (6,1, —3)

Remarquons que B est une matrice 2 x 3 et 4 une matrice 1 X 2. Les moyens 3 et 1 n’étant pas égaux,
le produit B4 n’est pas défini.

2 -1
. ; 1 -2 -5
Soient 4 = 1 0 et B = , trouver (1) AB, (2) BA.
3 4 3 4 0 ’

Puisque A4 est une matrice 3 x 2 et B une matrice 2 x 3, le produit AB est défini et est une 3 x 3 matrice.
Pour obtenir la premiére ligne de 4B, on multiplie la premiére ligne de 4 par chaque colonne de B respec-
tivement :

2 -1 2—3 —4—4 — 1 -8 -1
ooy ok 3 4 —1040 1 -8 —10
Lo sg 4 o) = -

-3 4

Pour obtenir la seconde ligne de AB on multiplie la seconde ligne de 4 par chaque colonne de B respec-
tivement :

-1 -1 -8 -10 -1 -8 —10
1 90 <1 —2 -5 = 140 —24+0 —5+0 = i -2 -5
) 3 4 .0

Pour obtenir la troisiéme ligne de AB on multiplie la troisiéme ligne de A par chaque colonne de B respec-
tivement :
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2 -1 ;e ok -1 —8 —10 1 -8 —10

1 o<3 . 0>: 1 —2 —5 = 1 -2 -5

-3 4 3412 6+16 15+ 0 9 22 15
-1 -8 —10
Ainsi AB = 1 -2 -5
9 22 15

2) Puisque B est une matrice 2 x 3 et 4 une matrice 3 x 2, le produit B4 est défini et est une matrice 2 x 2.
Pour obtenir la premiére ligne de BA on multiplie la premiére ligne de B par chaque colonne de A respecti-

ment :
2 =1
/1o =2 —~h 2—-24+15 —-1+0-—-20 15 —-21
(s 1 0| = < _
.3 4 0

-3 4/
Pour obtenir la deuxi¢me ligne de B4 on multiplie la deuxiéme ligne de B par chaque colonne de A respec-
tivement:
-1
1 -2 -5 i 0 _ 15 —21 /15 -21
3 4 0) 5 4 ~ \6+4+0 -3+0+0/, 110 -3
. 15 21
Ainsi =
BA (10 —3>

Remarque : Observons que dans ce cas a la fois AB et BA sont définis, mais ne sont pas égaux ; en fait les
matrices résultats n’ont pas les mémes dimensions.

1 -4 0 1
. 2 -1 0
3.9. Soient A = = — _
<1 0 _3> et B 2 -1 38 -1
4 0 -2 0

1) Déterminer les dimensions de AB. 2) Soit ¢;; I’élément de la i°me ligne et de la jém¢ colonne
du produit AB, c’est-a-dire AB = (c;;); trouver ¢y3, Cy4 €L €y .

1) Puisque A est une matrice 2 x 3 et B une matrice 3 x 4, le produit AB est une matrice 2 x 4.

2) ¢y est défini comme le produit de la i®me Jigne de 4 par la j°me colonne de B, d’otr

0
c3 = (1,0,-8) 8] = 10+ 0+3+(-3)+(—-2) = 0+0+6 = 6
-2
1
e = 21,0 1—1] = 2.1+ (-1)+(-1) +0:0 = 2+1+0 = 3
0
1
e = (1,0,=3) |2 = 114+ 0:2+ (-84 = 1+0-12 = -11
4

| 1
310, Caleuler (1) <_; g)@ _‘j) 3) (_éx_; ‘;) (5) @ -1) <_6)

(2) 1 6\/ 2 /1 .
<—3 5)<~7 * (6 5.2)

1)  Le premier facteur est une matrice 2 x 2 et le second une matrice 2 x 2 de sorte que le produit est défini
et est une matrice 2 x 2:
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3.11.

3.12.

Algébre linéaire

1 6> 4 0\ 1+44+6+2 10 +6+(—1) B 16 —6
-3 5/\2 —1> B <(—3)-4+ 542 (=3)°0+5-(-1)/ <—2 —5>
(2) Le premier facteur est une matrice 2 x 2 et le second une mairice 2 x 1 de sorte que le produit est
défini et est une matrice 2 x 1:

< 1 6>< 2\ 1-2+6+(=7) \ _ /—40
-3 5 —7> - <(—3)'2+5‘(“7)/ - <—41>
(3) Maintenant le premier facteur est une matrice 2 x 1 et le second une matrice 2 x 2. Les moyens 1

et 2 étant distincts, le produit n’est pas défini,

(4) Ici le premier facteur est une matrice 2 x 1 et le second une matrice 1 x 2, de sorte que le produit
est défini et est une matrice 2 x 2:

1 /18 1.2\ _ <3 2>
<6>(3’2) - (6-3 6-2> To\18 12

(5) Le premier facteur est une matrice 1 x 2 et le second une matrice 2 x 1, de sorte que le produit
est défini et est une 1 x 1 matrice, que 'on note comme un scalaire.

(2,—1)<_2> = @14 (D6 = (§ = 8

Démontrer le théoréme 3.2 (i) : (AB)C = A(BC).
Soient 4 = (aij),B = (b]-k) et C = (¢y). De plus soit AB =S8 = (s} et BC=T= (t]-I). Alors

m
Gigbye + @b + o oAby = ,21 a5bj
i=

Il

Sik

n
ti = bjey A+ bdgey + o0+ bjey = 3 byey
k=1

Multiplions maintenant S par C c¢’est-d-dire (4B) par C; I’élément de la {éme ligne et de la liéme colonne
de la matrice (4AB)C est

n n m
syl T Sply t 0 Syl = kEI spl = 3 3 (agbider
= k=1 =1

D’autre part, multiplions 4 par T, c’est-d-dire A par BC; I’élément de la idme ligne et de la /eme colonne
de la matrice 4 (BC) est

VE

m n
ayty + aply + -0+ Gty = la‘i]'tjl = 3 3 aylbucyy)
i=1 k=1

Les sommes précédentes étant égales, on a ainsi démontré le théoréme.

>l

Démontrer le théoréme 3.2 (il) : A(B + C) = AB + AC.
Soient 4 = (ail-), B = (bjk) et C = (Cjk)~ De plus appelons D = B + C = (d].k),E = AB = (e, ) et

F = AC = (f );alors
dyge = b +
m
e = opby + oapby + 0+ dimbpx = 21 ;B
=
m
fae = apcy + g + 10+ il = El Q;Cik
=

Ainsi 1’élément de laiéme ligne et de la kiéme colonne de la matrice AB + AC est :
m m

m
e + fae = _21 @by + j§1 @i = 521 ayj(bjc + k)
1= = -

D’autre part, I’élément de la iéme ligne est de la kieme colonne de la mat"rlice AD = AB + C) est
m
apdie + apdye + 0+ Gmdpe = 21 aydp = 2 byt i)

j= j=1
D’ou 4 (B + C) = AB + AC puisque les éléments correspondants sont égaux.
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TRANSPOSITION

1
3.13. Trouver la matrice transposée de A —= |2
4

> W o
s

(= I U\
NN

0
5
4
En écrivant les lignes de 4 comme colonnes de A4t = (

(=

3.14. Soit A une matrice quelconque. Sous quelles conditions le produit AA’ est-il défini ?

Supposons que 4 soit une matnce m x n, alors A? est une matrice n X m. Ainsi le produit 447 est
toujours défini, Observons que 44" est aussi défini. Ainsi 44° est une m x m matrice, tandis que A4
est une n x n matrice.

, 1 2 0
3.15. Soit A = ( ) Trouver (i) AA?, (ii) A’A.
3 —1 4

1
Pour obtenir A% on écrit les lignes de A en colommes : A* = {2 — 1 Alors
0
e 1 1 3
3 2 —1
0 4
11 4+2240-0 1¢3+2(-1)+0-4 = 5 1
3e14(—1)+2+40 33+ (—1)e(=1)+4-4) <1 26
Atd 2 0
—1 4

1+1+43+3  1+2+3+(-1) 1°0+3:4 10 -1 12
= 214 (=1)8 2.2+ (=1)+(=1) 2:0+(-D+4] = [-1 5 —4
0°1+4+3  0+2+4+(-1) 0°0+4-4 12 —4 16

3.16. Démontrer le théoréme 3.3 (iv) : (AB)’ = B' A’

Soient 4 = ("ij) et B = (b]-k). Alors ’él1ément de la iéme ligne et de la jéme colonne de la matrice AB
est
@by A+ by + -0 + i b (1)

Ainsi (1) est I’élément de la jéme ligne et de la {éme colonne de la matrice transposée B).
D’autre part, la jéme ligne de B’ est la jéme colonne de B:

(bl] b2] - bm]) (2)

De plus, la iéme colonne de A7 est la idme ligne de A:

Qi
/ Qi

.. (3)
\aim

En conséquence, I’élément qui est 3 Pintersection de la ]eme I%ne et de la jéme colonne de la matrice
B'A? est le produit de (2) et (3),ce qui donne (/). D’ou (4B)" = B'A".
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MATRICES ECHELONNEES ET OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES LIGNES

3.17. Encerclez les éléments distingués dans chacune des matrices échelonnées suivantes. Lesquelles
sont réduites par les lignes (e.r.l.) ?

1 2-8 0 1 0 1 7-5 0 1 0 5 0 2
0 0 5 2-4|, {0 0 0 0 1/, |0 1 2 0 4
0 0 0 7 38 0 0 0 0 0 0 0 1 7

Les éléments distingués sont les premiers éléments non nuls dans les diverses lignes, d’ou

2 -3 0 1 o M 75 o M o 5 o 2
o 0 (® 24|, o 0 0o @, {o@® 2 o 4

0
o 0 0o (@ 3/ \o 0o 0o o o 0o 0o o (1) 7

Une matrice échelonnée est réduite par les lignes si les éléments distingués sont chacun égaux 4 1 et sont
les seuls éléments non nuls dans leurs colonnes respectives. Ainsi la seconde et la troisiéme matrice sont
réduites par les lignes, mais la premiére non.

1 -2 38 -1
3.18. Soit A = (2 -1 2 2]. (i) Réduire A a la forme échelonnée. (ii) Réduire A a sa
3 1 2 3

forme canonique ligne, c’est-a-dire a la forme e.r.l.

(i) Appliquons les combinaisons suivantes:R, - — 2R, + R, et Ry > — 3R, + R, et enfin
Ry~ — 7R, + 3R, pour réduire 4 i sa forme échelonnée :

1 -2 3 -1 1 —2 3 —1
A donne | 0 3 —4 4] d’ou 0 3 —4 4
0 7 -7 6 0 0 7 —10

(ii) Premiere méthode. Appliquons les combinaisons Ry = 2R, + 3R, et ensuite R, > —R; + TR, et
R, = 4R; + TR, i la derniére matrice (i) pour réduire 4 :

3 0 1 5\ 21 0 0 45
donc 0 3 —4 4| d’ou 0 21 0 —12
0 0 7 —10 0 0 7 —-10

Finalement multiplions R, par 1/21, R, par 1/21 et R4 par 1/7 pour obtenir la forme canonique
ligne de 4:

1 0 0 15/7
0 1 0 —4/7
0 0 1 —10/7

Deuxiéme méthode. Dans la derniére matrice de (i) multiplions R, par 1/3 et R4 par 1/7 pour obtenir
une matrice échelonnée ot les éléments distingués sont chacun égaux a 1 :

1 -2 3 -1
0 1 —4/3 4/3
0 0 1 -—-10/7

Appliquons ensuite la combinaison R, = 2R, + R, puis les combinaisons R, > (4/3} R; + R, et
R, - (= 1/3) R; + R pour obtenir la forme canonique ligne de 4 précédente.

Remarque : Observons qu’un avantage de la premiére méthode est que les fractions n’apparaissent pas
jusqu’au dernier stade,
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0 1 3 -2
3.19. Déterminer la forme canonique ligne de 4 = (2 1 —4 3
2 3 2
A 2 1 -4 3 2 1 —4 3 2 1 -4 3
A dou |0 1 3 -2 doli0o 1 3 -2 dob |0 1 3 -2
2 3 2 -1 0 2 6 —4 0 0 o0 o
/2 0 -7 5 10 =72 5/2)
dott |0 1 3 —2] do {0 1 3 -2 |
0 0 0 o o 0 o o

Remarquons que la troisiéme matrice est déja sous forme échelonnée,

6 3 -4
3.20. Réduire 4 =|—-4 1 —6\ a une forme échelonnée, et enfin a une forme e.r.l. c’est-a-dire
1 2 -5/

hy Moos .
a sa forme canonique ligne.

Les calculs sont habituellement simples si ’8lément “pivot™ est 1. C’est pourquoi on commence par un
échange de la premiére et de la troisiéme ligne

1 2 —5 1 2 -5 1 2 -5
A dod | -4 1 —6| doh |0 926 dok |0 9 —26
6 3 —4 0 -9 26/ o o o
/1 2 -5 /1 0 7/9
d’ou

d’oh | 0 1 —26/9 0 1 —26/9
0 0 0 0 0 0

Remarquons que la troisiéme matrice est déja sous forme échelonnée.

3.21. Montrer que chacune des opérations élémentaires précédentes sur les lignes a une opération
inverse du méme type :
[E, ] : Echange de la ieme ligne et de la jéeme ligne : R; < R;.
{E,] : On peut multiplier la iéme ligne par un scalaire non nul k: R;,™ kR;, k # 0.
[E;1: On peut remplacer la iéme ligne par k fois la jéme ligne plus la iéme ligne:R,~ kR; + R,.

(i) En échangeant deux fois les deux mémes lignes, on obtient la matrice initiale ; c’est-a-dire que cette
opération est sa propre inverse.

(ii) En multipliant 1a 7éme ligne par & puis par & 1, ou par k= 1 puis par k, nous obtenons la matrice
initiale. En d’autres termes, les opérations ou combinaisons R; > kR; et R; > k~ R sont inverses.

(iii) En appliquant I’opération R; - kR + R; puis 'opération R; > - kR + R; ou en appliquant 'opé-
ration R; > — kK R; + R; pu1s r operat1on R;~> kR, + R, nous obtenons ia matrice initiale. En
d’autres termes les operauons R, =~ kR TR, etR; =~ — kR + R; sont inverses.

MATRICES CARREES

12
3.22. Soit A = (4 . ). Trouver (1) A%, (2) 4 (3) () ol fx) = 26>~ 4x + 5.

O i

1+1+2+4 1-242+(=3) B —4
<4-1+(—3)-4 4-2+(—3)-(—3)> B <~s 17>

w0
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2) A3 = AA?

1 2\/ 9 —4
<4 —3><—8 17)

19 +2+(—8) 1+(—4) +2-17 /=T 30
<4-9+(—3)-(—8) 4-(—4)+(~3)-17> B <60 —67>

3) Pour trouver f(4) il faut d’abord substituer & x, A et 4 5, 5I pour éliminer le terme constant dans le pro-
lyndome donné f(x) = 2x3 — 4x + 5:

-7 30 1 2 10
A) = 24% —4A + 51 = 2 -
7@ <60 —67> 4(4 —3>+5<o 1>

En multipliant chaque matrice par son scalaire respectif:
-14 60 -4 -8 5 0
<120 —134> + <—16 12> + <o 5)
Finalement, en additionnant des éléments correspondants dans les matrices, on trouve
<—14-—4+5 60 —8+0 ) _ <—13 52>
120 - 16 + 0 —134+ 12+ 5 104 —117
3.23. En se rapportant au probléme 3.22 montrer que A est un zéro du polyndme g(x) = x2 + 2x —11

A est un zéro de g(x) si la matrice g(4) est la matrice nulle. Calculons g(4) comme nous I’avons fait pour
f(4), c’est-a-dire remplagons x par 4 et 11 par 11 pour le terme constant de g(x) = x2 + 2x — 11;

— 1
g(4) = A2 4 24 — 11] = o 4-i—21 2—11 0
-8 17 4 -3 0 1
En mulitpliant chaque matrice par le scalaire qui la précéde :
9 —4 2 4 -11 0
= + +
g4 = { g 17) <8 -6> < 0 —11)
Enfin en additionnant les éléments correspondants dans les matrices:
4 = 94+2—-11 —4+4+0 /00
94) = {g+8+0 17-6-11) ~ Lo o

Puisque g(4) = 0, A est un zéro du polyndme g{(x).

1

32480t 4= (; _ -

). Trouver un vecteur colonne non nul u = (i) de telle sorte que Au= 3u.

Tout d’abord écrivons I’équation matricielle Ay = 3u:

1 3\/x 3 x
4 -3/\vy y
Réduisons chaque membre 4 une matrice unique:
x + 3y — < 3x>
4xr — 3y 3y
Egalons les éléments correspondants entre eux pour obtenir un systéme d’équations (et réduisons & la forme

échelonnée) :

x + 3y 3x ou 2 — 3y 0 ou x — 3y ou o0 — 3y = 0
4dx — 3y = 3y 4 —6y = 0 0 =0

1l

Ce systéme se réduit & une équation homogéne i deux inconnues et a donc un nombre infini de
solutions. Pour obtenir une solution non nulle, fixons y, par exemple y = 2 d’ou x = 3. Donc

3
x = 3, y = 2 est une solution du systéme. Ainsi le vecteur u = ( 5 ) est un vecteur colonne non

nul et vérifie la propriété Au = 3u.
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5
3.25. Trouver ’inverse de la matrice (;’ 3 )

1ére méthode. Cherchons les scalaires x, », z et w pour lesquels
3 5N/ y\ _ /1 O ou 3x + bz 3y + dw _ 1 0
2 3) > T\ 1 2% +8: 2y + 3w, <o 1
ol qui satisfont 3x + bz = 1 et 3y + 5w =0
220+ 32z = 0 2y + 3w = 1
La solution du premier systéme est x = — 3,z = 2 et celle du second systéme est y = 5, w = — 3,
-3 5
Ainsi la matrice inverse est donc ( ) .
2 -3
2°™¢ méthode. En appliquant la formule générale donnant la matrice inverse A~! de la matrice 2 x 2

A =(a b):
c d
A1 = %< d “b> ot 4] = ad — be
|

lA[\—¢ @

Ainsi si A = (; ;) alors [A]=9—-10=—1 et A-! = —1(_2 —§> = <—z _Z)
PROBLEMES DIVERS

3.26. Calculer AB en utilisant la multiplication par blocs ; ou

/1 2! 1 /123!1\
|
A = [8 410 et B = (4 5 6! 1
B S . 1
\o 02 00 01
E F R .
chA=(0 G> etB-——( )o E, F, G, R, S et T sont les blocs donnés,
D’ou
(9 12 15> <3>+<1> 9 12 15 4
AB = <ER ESJFFT) - 19 26 33/ \7 0 = (19 2 33 7
0

(0 0 0 @) 0 0 0 2

3.27. Supposons que B = (R;, R,,..., R,) c’est-a-dire que R; est la i*me ligne de B. On suppose
BA défini. Montrer que BA = (R, A, R,A, R A, ..., R ,A) c’est-a-dire que R;A est la i°™°

ligne de BA.
Soient A1, A%, ..., A™ les colonnes de A. Par définition de la multiplication des matrices, Ia i “™° ligne de
BA est (R, Al R A2 , R;A™). Mais d’aprés la multiplication matricielle R;4 = (R; 4%, R; A% ..., R;AM).

Ainsi la zeme hgne de BA est R A.

3.28. Soit ¢; = (0,..., 1,..., 0) le vecteur ligne admettant 1 comme i®me composante, et 0 par-
tout d ailleurs, Montrer que ¢,A =R, estla i®me ligne de A.

Remarquons que ¢; est la jéme ligne de I, la mairice identité. D’aprés le précédent probléme, la jéme
ligne de /4 est ¢, A. Ma1s 14 = A. Dol e;4 = R; est la jéme ligne de A,

3.29. Montrer que : 1) Si A a une ligne nulle, alors AB a une ligne nulle.
2) Si B a une colonne nulle, alors AB a une colonne nulle.

3) Une matrice quelconque ayant une ligne nulle ou une colonne nulle n’est pas
inversible,

1) Soit R, la ligne nulle de A4 et BY, ..., B" les colonnes de B. Alors la jéme ligne de AB est :
(R;*Bl, B;*B2, ..., R;-B") = (0,0, ...,0)
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€

2) Soit C,- la colénne nulle de B et 4,..., A4,, les lignes de 4. Alors la jém colonne de AB est

A+ C; 0
00| _ o

3) Une matrice A est inversible veut dire qu’il existe une matrice 4! telle que AA™' = 4714 = I Mais
la matrice identité I n’a aucune ligne ni aucune colonne nulle ; ainsi d’aprés 1) et 2) A ne peut avoir
une ligne nulle ou une colonne nulle. En d’autres termes, une matrice avec une ligne nulle ou une co-
lonne nulle ne peut étre inversible.

3.30. Soient A et B deux matrices inversibles (du méme ordre). Montrer que le produit AB est

aussi inversible et que (AB)~! = B~! A™!. D’ou par récurrence (A, A,..... A )t =
AZt. .. ATV AT! ou les A, sont inversibles.
(ABYB71A-1l) = AMBBYA-1 = AIA-! = AA-1 = ]
et (B-1A-2%AB) = B~YA-1A)B = B-'IB = B-B = |

Dol (4B)~! = Bt 471
3.31. Soient u et v deux vecteurs distincts. Montrer que, pour chaque scalaire k € K, les vecteurs
u + k(u — v) sont distincts.
II suffit de montrer que si
u + ku—v) = u+ kyu—w) (1)
alors k; = k,. Supposons que (/) soit vraie, d’olr
ky(u—v) = kylu—n) ou ky—k)u—wv) = 0

Puisque u et v sont distincts,u — v # 0. Dot k; ~ k, = O et k;, = k,.
MATRICES ELEMENTAIRES ET APPLICATIONS*

3.32. Une matrice obtenue a partir de la matrice identique par une seule opération élémentaire
sur les lignes est appelée une matrice élémentaire. Déterminer les matrices carrées élémen-
taires d’ordre 3 correspondant aux opérations R, < R,, Ry > —TR;etR, > —3R, +R,.

10 0
Appliquons les opérations précédentes 3 la matrice identique I =10 1 0] pour obtenir
0 0 1
1 0 /1 0 1 0 0
E, =1 0|, E, =10 1 0}, E;z=[-3 1 0
0 o0 1 \0 -7 0 0 1
3.33. Démontrer : Soit e une opération élémentaire sur les lignes et E la matrice carrée élé-

mentaire d’ordre m correspondante, c’est-a-dire E = e([,,). Alors pour n’importe quelle ma-
trice m x n A, e(A) = EA, c’est-a-dire, le résultat e(A) de application de I’opération e
a la matrice A peut &tre obtenu en multipliant A par la matrice élémentaire correspon-

dante E,
Soit R; la jéme ligne de 4 ; nous notons ceci en écrivant 4 = (R, ..., R, ). D’aprés le probléme
3.27, si B est une matrice pour laquelle le produit AB est défini, alors AB = (R,B,R,B,...,R,B).

Posons aussi N
e = (0,...,0,1,0,...,0), A=A

* Ce paragraphe, qui est assez détaillé, peut &tre omis en premiére lecture. Il n’est pas essentiel sauf pour quelques
résultats dans le chapitre 9 sur les déterminants.
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3.35.
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Ici A = i veut dire que 1| est la jéme composante, D’aprés le probléme 3.28, ¢;4 = R;. Nous remarquons
aussi que J = (e;,..., e, ) est la matrice identité.

1) Soit e Vopération élémentaire sur les lignes R, < Rj. Alors, pour A= i et A = j,

A
Eo=el) = (e, ... 00 . ey s €m)

A
et od) = By ... By Ry R

it
Ainsi P A A A
FEA = (¢4, ..., A, ..., ¢4, .. ,¢,4) = (By, ..., Bj, ..., By ..., RBy) = e(4)

i -
2) Soit e opération élémentaire sur les lignes R; —~ k R,k # 0. Alors pour A = i,
— A A\
E = ¢) = (ers ..oy key, ..., e) et e(A) = (Ry, ..., kR, ..., R,)
. AN N
Ainsi EA = (e;A, ..., keA, ..., enA) = (Ry ..., kR, ..., R,) = e(A)
3) Enfin appelons maintenant ¢ 'opération élémentaire sur les lignes suivantes R; — kRj + R, Doy,
pour A = §{,
E = e(l) = (61,..,,kej+ei,...,em) et G(A) = (er"‘ikRj+Ri:"-7Rm)
En utilisant (ke]- + el.)A = k(e].A) + e A = kRj + R;, nous avons
/\ /\
EA = (e,A, ..., (ke;+e)A, ..., eqd) = (Ry, ..., kR;+ R, ..., R, = e(A)
Nous avons ainsi démontré le théoréme. '

Montrer que A est équivalente ligne a B si et seulement si, il existe des matrices élémentaires
E,,...,E tellesque E,... E,E, A= B.

D’aprés la définition, A est équivalente ligne 4 B s’il existe des opérations élémentaires sur les lignes,
€1,€5,...,€; pour lesquelles e (...(e,(e;(4)))...) = B. Mais d’aprés le précédent probléme, les opéra-
tions précédentes sont vraies si et seulement si £ ... £, £, A = B,ol F; est la matrice élémentaire corres-
pondant & I'opération e;.

Montrer que les matrices élémentaires sont inversibles et que leurs inverses sont aussi des ma-
trices élémentaires.

Soit £ la matrice élémentaire correspondant a Il’opération ¢lémentaire sur les lignes e: e(/) = E. Soit ¢’
Popération inverse de e (Voir Probléme 3.21) et £ sa matrice élémentaire correspondante. D’aprés le Pro-
bléme 3,33, "

I = éel) = ¢E = E'E et I = e(e’()) = eB' = EE'

D’ou E' est Iinverse de E.

Démontrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:
1) A est inversible.
2) A est équivalente ligne a la matrice identité I.
3) A est un produit de matrices €lémentaires,

Supposons que A soit inversible et supposons que A soit équivalente ligne a une matrice e.r.l. B. Il existe
alors des matrices élémentaires E,, E,, ..., E telles que E,... E, E, A = B. Puisque A est inversible et
que chaque matrice élémentaire £; est inversible, le produit est donc inversible. Mais si B # I, alors B a une

ligne nulle (Probiéme 3.47) ; ainsi B n’est pas inversible (Probléme 3.29). Ainsi B = I En d’autres termes
1) implique 2).

Si 2) est vérifié, il existe donc des matrices élémentaires £, , E,, ..., E; de telle sorte que
Ey E.EA =1, ctausi A = (B E,B)-' = E{'E;'---E]'

D’aprés le probléme précédent, les EI.—1 sont aussi des matrices élémentaires. Donc 2) implique 3).

Si 3) est vérifié (4 = £, E, ..... E) d’oui 1) en découle puisque le produit de matrices inversibles est
inversible.
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3.37. Soient A et B deux matrices carrées du méme ordre. Montrer que si AB= I, alors B = A~
Ainsi AB = [ si et seulement si BA = L
Supposons que 4 ne soit pas inversible, Alors A n’est pas équivalente ligne 4 une matrice identité I, et
ainsi 4 est équivalente ligne i une matrice avec une ligne nulle. En d’autres termes, il existe des matrices
élémentaires E,..., Ey de telle sorte que E.... E, E; A a une ligne nulle. D't £, ..., E,E,; AB a une

ligne nulle., D’olit AB est équivalente ligne & une matrice avec une ligne nulle et donc n’est pas équivalente
ligne & 1. Mais ceci est en contradiction avec le fait que 4B = I. Ainsi A est inversible. En conséquence

B = IB = (A71A)B = A7YAB) = A1 = A1

3.38. Supposons que A soit inversible, et donc peut étre réduite ligne a une matrice identité I

par la suite des opérations élémentaires e, , e,,..., e,. 1) Montrer que cette suite d’opéra-
tions élémentaires sur les lignes appliquée a I donne A~!. 2) Utiliser ce résultat pour obtenir
1 0 2
Pinverse de la matrice 4 = 2 -1 3
4 1 8
1) Soit E; la matrice élémentaire correspondant 4 ’opération e;. Alors, d’aprés ’hypothése et le probleme
334, F,....E, E, A =1 Ainsi (E ..... E,E,)A=1Ietdonc, At =E,,... E,F, I En
d’autres termes A~! peut étre obtenue 4 partir de / en appliquant les opérations élémentaires sur les
lignes e; ,..., ¢,.

\

2)  Former la matrice bloc (4, I) et réduire ses lignes de manidre i obtenir sa forme canonique ligne:

1 0 211 0 0 1 0o 2, 1 o0 0
@,n = 2 -1 3,0 1 o0fdod |0 -1 -1 -2 1 0
4 1. 8 1 0 0 1 0 1 0—4 0 1
1 0 2] 1 0 1 0 ol-11 2 2
doufo -1 —1 ! -2 1 o] gou |0 -1 0, 4 © —1
0 0 -1, —6 1 1 0 0 -1, =6 1 1
1 0 o;-11 2 2
dou |0 1 ol —4 0 1
o 0 1, 6 -1 -1

Remarquons que la matrice finale est de la forme (Z, B). Ainsi A est inversible et B est son inverse:

—11 2 2
A"l = —4 0 1
6 —1 -1
Remarque : Dans ce cas, la matrice bloc finale n’est pas de la forme (/, B), d’ol la matrice donnée

n’est pas équivalente ligne 4 I et donc n’est pas inversible,

| PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES
OPERATIONS SUR LES MATRICES

Dans les problémes 3.39 — 3.41, soient :

2 -3 0 1 2
1 -1 2 4 —
A=<034>’ B:<—1§Z>’ U A
-1 0 0 3 3
3.39. (i) 4 + B, (ii) A + C, (iii) 34 — 4B.

3.40. Trouver (i) AB, (ii) AC, (iii) AD, (iv) BC, (v) BD, (vi) CD.

3.41. Trouver (i) A%, (ii) AtC, (iii) DtAt, (iv) BtA, (v) DD, (vi) DDt
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ay; Qy az a4
3.42. Soient ¢, = (1, 0, 0), e, = (0, 1, 0) et e5 = (0, 0, 1). Etant donné 4 =|b; by by by |, trouver 1) e, 4,
2) e, A, 3) e3 4, cy Cp €3 C4

\

3.43. Soient e; = (0,..., 0,1,0,...,0) ol 1 est la /°"° composante. Démontrer les propriétés suivantes
1 Bel? = CJ., la ]'éme colonne de B (D’aprés le probléme 3.28,¢,4 = R))
2) Si e;A4 = eiB pour chaque i , alors 4 = B, .
3) Si4d ef = Beit pour chaque i, alors A = B.

MATRICES ECHELONNEES ET OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES LIGNES

3.44. Réduire A i la forme échelonnée, et ensuite 4 sa forme canonique ligne, ol

1 2-1 2 1 2 8 -2 5 1
) A =12 4 1 -2 3], ) A =1[8-1 2 o 4
3 6 2 -6 5 4 -5 6 —5 7T

3.45. Réduire 4 i la forme échelonnée, et ensuite 4 sa forme canonique ligne, ol

1 3-1 2 0 1 3 -2
. 0 11 -5 3 0 -1 3
) A = ) G4 =
@) 2 -5 8 1 (i) 0 0 2 1
4 1 1 5 0 5 -3 4

3.46. Donner toutes les matrices 2 x 2 possibles qui sont réduites ligne & leur forme échelonnée réduite par les
lignes.

3.47. Soit A une matrice carrée réduite 4 sa forme e.rl. Montrer que si A # I, la matrice identité, alors 4 a une
ligne nulle.

3.48. Montrer que chaque matrice carrée échelonnée est triangulaire supérieure, mais non vice versa.

3.49. Montrer que ’équivalence-ligne est une relation d’équivalence :
1) A est équivalente-ligne a A4.

2) A est équivalenteligne & B implique B équivalente-ligne & A.

3) A équivalente-ligne 4 B et B équivalente-ligne & C implique 4 équivalente-ligne a C.

MATRICES CARREES

2 2
3.50. Soit 4 = (3 1 ).1) Trouver A2 et A3; 2) si f(x) = x3 — 3x2 —~ 2x + 4, trouver f(4).

3) sig(x) = x2 — x — 8, trouver g(4).

1 3
3.51. Soit B = (5 ) 1) Si f(x) = 2x2 — 4x + 3, trouver f(B); 2) si g(x) = x? — 4x — 12, trouver g(B);
x
3) Trouver un vecteur colonne non nul u =( )de telle sorte que Bu = 6u.
y
x y ]
) qui com-

/
3.52. Les matrices A et B sont dites commutables si AB = BA. Trouver toutes les matricesk
z w

11
mutent avec ( ) .
0 1

, 1 2
3.53. Soit 4 = (0 1). Trouver 4",
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3.54.

3.55.

3.56.

3.57.

3.58.

Algébre linéaire

20 7 0
SoitA=< )etB=< ).
0 3 0 11/

Trouver : (i) 4 + B, (ii) 4 - B, (iii) 4% et A3, (iv) A", (v) f(4) pour le polyndme f(x).

¢ dy
Soient D :<3 0>, A=(% % - % , B=|"° % Trouver DA et BD.
0 3 by by ... b,/ T L.l i
cn dn

On suppose que la matrice carrée 2 x 2 B commute avec toute matrice carrée d’ordre 2, A, c’est-a-dire

k0
AB = BA. Montrer que B = (0 k> pour un scalaire k, cC’est-i-dire que B est une matrice scalaire.

Soit Dj la matrice scalaire carrée d’ordre m, dont les éléments diagonaux sont k. Montrer que 1) pour
toute matrice m x n A, Dy A = kA, 2) pour une matrice n x m B, BDp = kB.

Montrer que la somme, le produit et le multiple scalaire des:
1) matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieure;
2) matrices triangulaires inférieures est triangulaire inférieure;
3) matrices diagonales est diagonale;

4) matrices scalaires est scalaire.

MATRICES INVERSIBLES

3.59.

3.60.

3.61.

3.62.

3.63.

3.64.
3.65.

3 2 2 -3
Trouver Iinverse de chacune des matrices : 1) (7 s ), 2) (1 )

3

-1 2 -3 2 1 -1

Trouver Pinverse de chacune des matrices: (i) 2 1 o0, (i) |0 2 1

4 -2 5 5 2 -3
1 3 4
Trouver linverse de 3 -1 6
-1 5 1

Montrer que les opérations inverse et transposition commutent, c’est-a-dire (4 1 = (471, Ainsi, en parti-

culier, A est inversible si et seulement si A% est inversible.

ap 0 ... O
0 a ... O

Quand une matrice diagonale 4 = | -«--ccoerenn est-elle inversible et quelle est son inverse ?
0O o a

Montrer que A est équivalente ligne & B si, et seulement si, il existe une matrice inversible P telle que B = PA,

Montrer que 4 est inversible si, et seulement si, le systéme AX = 0 admet uniquement la solution nulle.

PROBLEMES DIVERS

3.66.

3.67.

3.68.

Démontrer le théoréme 3.2 : 3) (B + C)A = BA + CA ; 4) k(AB) = (kA)B = A(kB) ou k est un sca-
laire. Les parties 1) et 2) sont démontrées dans le probléme 3.11 et 3.12.

Démontrer le théoréme 3.3 : (i) (4 + BY = A% + BY ; (i) (4")* = 4 ; (ii1) (k4)* = kA* pour k scalaire. La

partie (iv) est démontrée dans le probléme 3.16.

Supposons que 4 = (Al-k) et B = (B, ) sont des matrices blocs pour lesquelles AB est défini et le nombre
de colonnes de chaque bloc A, est égal au nombre de lignes de chaque bloc Bkj. Montrer que AB = (Ci].)
ol Cy = Z}E Ay By



3.69.

3.70.

3.71.

3.39.

3.40.

3.41.

3.42.

3.44.

3.45.
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Les opérations suivantes sont appelées opérations élémentaires sur les colonnes.

[£,] : On peut échanger la iéme colonne et la jéme colonne.

[£,] : On peut multiplier la iéme colonne par un scalaire non nul k.

[E3] : On peut remplacer la iéme colonne par k fois la jéme colonne plus la léme colonne,

Montrer que chacune de ces opérations a une opération inverse du méme type.

Une matrice 4 est dite équivalente a une matrice B si B peut étre obtenue & partir de 4 par une suite

finie d’opérations ou de combinaisons,chacune étant une opération élémentaire sur les lignes ou les co-
lonnes. Montrer que I’équivalence de matrices est une relation d’équivalence.

Montrer que deux systémes possibles d’équations linéaires ont le méme ensemble de solutions si, et seule-
ment si, leurs matrices augmentées sont équivalentes lignes. (Nous supposons que des lignes nulles sont
ajoutées de telle maniére que les deux matrices augmentées aient le méme nombre de lignes).

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

L/ 5 -1 -1 y e o /—13 —3 18
(i) <_1 X 7> @) non défini G () 7 0>
(i) Non défini (i) <§> ) <“;>
/=b -2 4 & , 1n-12 o0 —5 , o
(ii) <11 _3 _19 18> (iv) <_15 5 8 4> (vi) Non défini
/10 4 -7 4 / 4 -2 6
G) | =1 3| (i) Non défini (i) (9,9 (iv) | 0 —6 —8| (v) 14 (vi) [-2 1 -3
2 4 3 12 6 \ 6 —3 9

(1) (al, @y, dg, a’4) (2) (bly b2) b31 b4) (3) (cls Cg, C3, 04)
1 2 —1 2 2 0 0 4/3
@ (0 o 3 —6 1 ot 0 1 0 0
0 0 0 —6 1 0 0 0 1 -1/6
2 3 -2 5 1 1 0 4/11 5/11 13/11
(i) {0 —11 10 —15 et 1 —-10/11 15/11  —5/11
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o/
1 3 -1 2 1 0 4/11  13/11
— 0 1 —5/11  3/11
(i) 0 11 5 3 et
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 3 —2 0 1 0 0
— 0 0 1 0
(i) 0 0 —-13 11 et
0 0 0 35 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0
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3.46.

3.48.

3.50.

3.51.

3.52.

3.53.

3.54.

3.55.

3.59.

3.60.

3.61.

3.62.

3.63.

Algébre linéaire

0 0 0 1 10 " 1 k> 4 k est un scalaire quelconque
<0 0>,<0 0>,<0 1 [¢] <0 0 ou q que.

est une matrice supérieure triangulaire mais non

o oo
O b
- e

. 6 18 —4
(1) a2 = <1g i) 42 = <Z7 —1>; @) 14 = <12

31 12 0 0 _
Wi = (3 m)i @ o0 = (3 ) @ w-=

Seulement les matrices de la forme (f) lll)

=0 1)

() A+B:<z 12) (i) A2:<§ g) A3:<(8>
(i) we-(])

W24 = (G o) @

(1) <_§ _§> (2) <_i;§ Zi)

-5 4 -3 8 -1 —3
@ (10 -7 6 Giy (-5 1 2
8 -6 5 10 -1 —4

31/2 ~17/2 —-11
9/2 —5/2 -8
-7 4 5

une matrice échelonnée.

8
—16/

(s)

1 1
) commutent avec (O )

0 0

L@ e = (g

. /3% .
ou <5k>’ k+#0.

1

= 3B

Etant donné A4~ =1 alors I = I' = (447" = ™) 4" Dois 4™ = 4H7L

A est inversible si et seulement si chaque ¢; # 0. D’olt A~?

0‘1_1 0 ... 0
0 a7l ... O

)



CHAPITRE 4

Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

INTRODUCTION

Dans le premier chapitre, nous avons étudié les structures de R” et C" et nous en avons dé-
duit différentes propriétés. Maintenant certaines de ces propriétés joueront le role d’axiomes dans
la définition abstraite des “espaces vectoriels”. En particulier les conclusions de (i) a (vii) du théo-
reme 1-1, page 3, deviendront les axiomes [A,] — [A,], [M,] — [M,] dans la définition suivante.
On peut donc remarquer que, dans un certain sens, on n’apporte dans cette question rien de nou-
veau. En fait, nous démontrons dans le chapitre 5 que tout espace vectoriel sur R de “dimension
finie” peut étre identifié avec R” pour n donné.

La définition d’espace vectoriel suppose un corps arbitraire (voir Appendice B) dont les élé-
ments sont appelés scalaires. Nous adopterons la notation suivante (a moins qu’il n’en soit spécifié
autrement) :

K corps des scalaires

a, b, ¢ ou k les éléments de K
V Tespace vectoriel donné

u, v, w les éléments de V

Remarquons que rien d’essentiel n’est oublié si le lecteur suppose que K est le corps des réels R
ou le corps des complexes C.

Nous indiquerons plus tard que ‘“le produit scalaire’ et des notions relatives a ce produit
scalaire comme ’orthogonalité, ne sont pas parties intégrantes de la structure des espaces vecto-
riels, mais sont considérés comme une structure supplémentaire qui peut ou non étre introduite.
De tels espaces seront considérés dans la derniére partie de ce texte.

Définition : Soit K un corps donné, et soit V un ensemble non vide ayant les deux lois, addition
et multiplication par un scalaire, qui font correspondre a u, v € V une somme
utveE Vetaun u € V quelconque et 8 € K un produit ku € V. V est alors
appelé espace vectoriel sur K (et les éléments de V sont appelés vecteurs) si les
axiomes suivants sont vérifiés :

[A,] : Quels que soient les vecteurs u, v, w € V, (u + v) + w = u + (v + w).

[A,] - I1 existe un vecteur de V, noté O et appelé vecteur nul tel que u + 0 = 0 + u = u quel
que-soit u € V.

[A;] : Quel que soit le vecteur u € V, il existe un vecteur de V, noté — u,pour lequel u + (— u) = 0.
[A,] : Quels que soient les vecteurs veE V,u+v=v+ u

[M,]: Quel que soit le scalaire & © K et quels que soient les vecteurs u, v € V,k(u + v) = ku + ku.

[M,] : Quels que soient les scalaires a, b € K et quel que soit le vecteur u € V, (@ + b) u = au + bu.
[M,] : Quels que soient les scalaires @, b € K et quel que soit le vecteur u € V, (ab) u = a(bu).

[M,] : Pour le scalaire 1 € K, 1u = u quel que soit le vecteur u € V.
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Les axiomes précédents se scindent naturellement en deux parties. Les quatre pfemiers
concernent la structure additive de V et peuvent étre résumés en disant que V est un groupe
commutatif (voir Appendice B) par rapport i l’addition. Il s’ensuit que pour une somme quel-
conque de vecteurs de la forme

v, tuv, +.--+u, )
il est inutile de mettre des parenthéses et que cette somme ne dépend pas de ’ordre de ses ter-
mes, le vecteur nul O est unique, et I'opposé — u de u est unique, d’ou la loi de régularité :
ut+w=v+ w implique u=v
quels que soient les vecteurs u, v, w € V. De méme, la soustraction est définie par
u—v=u-t+(—v
D’autre part, les quatre axiomes restants apparaissent, comme 1’indique leurs textes, défi-

nissant “I’action” du corps K sur V. En utilisant les axiomes de l’addition, on démontre les pro-
priétés simples suivantes de ’espace vectoriel.

Théoréme 4.1 : Soit V un espace vectoriel défini sur un corps K.
(i) Quel que soit le scalaire k. € K et 0 € V, RO = 0.
(ii) Pour 0 € K et un vecteur quelconque u € V, Ou = 0.
(iii) Si ku = 0 avec k€ K et u € K,alots k = 0 ou u = Q.
(iv) Quel que soit le scalaire 2 € K et quel que soit u € V,(—k)u=k(—u)=— ku

EXEMPLES D’ESPACES VECTORIELS

Dressons maintenant une liste des plus importants espaces vectoriels. Le premier exemple est
une généralisation de ’espace R”.

Exemple 4.1 : Soit K un corps arbitraire. L’ensemble de tous les n-tuples dont les éléments appartiennent
3 K avec l'addition vectorielle et la multiplication scalaire définies par

(@g, Gy s @) + (b, boy .o b)) = (g by, g+ by, ..oy 4yt by)

et klay, a, ..., a,) = (kay, kay, ..., kay,)

ol a;, b, k € K, est un espace vectoriel sur K ; on note cet espace vectoriel K", Le vec-
teur nul de K" étant le n-tuple dont tous les éléments sont nuls,0 = (0, O, ..., 0). Pour
démontrer que K" est un espace vectoriel il suffit d’appliquer le théoréme 1.1, Nous pou-
vons maintenant dire que R” muni des lois précédentes est un espace vectoriel sur R.

Exemple 4.2 : Soit V I’ensemble des matrices m x n dont les éléments appartiennent & un corps arbi-
traire K. ¥V muni des deux lois addition dés matrices et multiplication d’une matrice par
un scalaire est un espace vectoriel, d’aprés le théoréme 3.1.

Exemple 4.3 : Soit V I’ensemble des polyndmes ay + a;t + a2t2 + ...+ a,r" dont les coefficients
appartiennent 3 un corps K. ¥V muni des deux lois addition des polyndmes et multiplica-
tion par un scalaire est un espace vectoriel sur K.

Exemple 4.4 : Soit K un corps arbitraire et soit X un ensemble non vide. Considérons ’ensemble de
toutes les fonctions de X dans K. La somme de deux fonctions quelconques f, g € V est
la fonction f + g € V définie par

(f + 8 (x) = f(x) + g(x)
et le produit d’une fonction f € ¥ par un scalaire k¥ € K est la fonction kf € V définie
par

(kf) (x) = kf(x)
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V muni des lois précédentes est un espace vectoriel sur K (Probléme 4-5). Le vecteur nul

de V est la fonction nulle qui & chaque x € X fait correspondre 0 € K. 0(x) = 0 quel
que soit x € X. De plus, pour une fonction quelconque f € V, ~ f est la fonction telle
que (— f) (x) = — f(x) pour tout x € X,

Exemple 4.5 : Soit £ un corps contenant un sous-corps K. E peut étre considéré comme un espace vec-
toriel sur K, pour cela I’addition habituelle dans E jouera le rdle de I’addition vectorielle
et nous définirons le produit par un scalaire kv avec k € K et v € E. Ainsi le corps
complexe C est un espace vectoriel sur le corps réel R et le corps réel R est un espace
vectoriel sur le corps des rationnels Q.

SOUS-ESPACES VECTORIELS

Soit W un sous-ensemble d’un espace vectoriel sur un corps K. W est appelé sous-espace de
V si W est lui-méme un espace vectoriel sur K par rapport aux lois d’addition vectorielle et de multi-
plication par un scalaire définies sur V. Il en découle les critéres d’identification des sous-espaces
vectoriels suivants :

Théoréme 4.2 : W est un sous-espace vectoriel de V si et seulement si
(i) W n’est pas vide,
(i) W est fermé pour I'addition ; v, w € W implique v + w € W,

(iii) W est fermé pour la multiplication par un scalaire : v € W implique kv € W
quel que soit k& € K,

Corollaire 4.3 : W est un sous-espace vectoriel de V si et seulement si (i) 0 € W (ou W # Q) et
(ii) v, w € W implique av + bw € W quel que soit a, b € K.

Exemple 4.6 : Soit ¥V un espace vectoriel quelconque. L’ensemble {0} constitué du seul vecteur nul, ainsi
que ’espace entier V sont des sous-espaces vectoriels de V,

Exemple 4,7 : (i) Soit V l'espace vectoriel R3. L’ensemble des vecteurs W dont la derniére composante
est nulle, W = {(a, b, 0) ; q, b € R},est un sous-espace de V.

(ii) Soit V I’espace vectoriel des matrices m x n (voir exemple 4.2). L’ensemble W des
matrices A = (ai]-) pour lesquelles a; = aj appelées matrices symétriques est un sous
espace de V.

(iii) Soit ¥V P’espace vectoriel des polyndmes (voir exemple 4.3). L’ensemble W des poly-
nomes de degré < n, n étant fixé, est un sous-espace vectoriel de V.

(iv) Soit V I’espace vectoriel de toutes les fonctions d’un ensemble non vide X vers le corps
des réels R. L’ensemble W constitué de toutes les fonctions bornées dans ¥V est un
sous-espace vectoriel de V. (Une fonction f € W est bornée §%il existe M € R tel que
1)l < M pour tout x € X),

Iy

Exemple 4.8 : Considérons un systéme homogéne quelconque d’équations linéaires a4 n inconnues et a
coefficients réels:

ayxy T Gty + -0+ ax, = 0
Aoy T Agos + * 0t ag, = 0
Api%y T Q%o + + ey, = 0

Rappelons qu’une solution particuliére quelconque de ce systéme peut &tre identifiée 4 un
point de R™. L’ensemble W de toutes les solutions de ce systéme homogéne est un sous-
espace vectoriel de R” (Probléme 4.16) appelé espace vectoriel des solutions. Cependant
Pensemble des solutions d’un systéme non homogéne d’équations linéaires & n inconnues
n’est pas un sous-espace vectoriel de R”.
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Exemple 4.9 : Soient U et W deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel V. Montrons que leur in-
tersection U M W est aussi un sous-espace de V, On a 0 € U et 0 € W puisque U et W
sont des sous-espaces vectoriels;d’ou 0 € U N W, Supposons maintenant u, v € U N W
d’oh u, vE Uetu v €W et puisque U et W sont des sous-espaces vectoriels,

au+bv € U et au+bv € W

quels que soient les scalaires ¢, b € K, Donc au + by E U N W d’ot U N W est un sous-
espace vectoriel de V.

Le résultat de ’exemple précédent peut étre généralisé dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.4 : L’intersection d’un nombre quelconque de sous-espaces vectoriels d’un espace vec-
toriel de V est un sous-espace vectoriel de V.

COMBINAISONS LINEAIRES. GENERATEURS

Soit V un espace vectoriel sur le corps R et soient v,,..., v, = V. Un vecteur quelconque

de V, de la forme
aivy + a2 + - + QuUnm

ou les a; € K,est appelé une combinaison linéaire de v,,...,v,. On applique le théoréme suivant :

Théoréme 4.5 : Soit S un sous-ensemble non vide de V. L’ensemble de toutes les combinaisons
linéaires des vecteurs de S, noté par L(S) est un sous-espace vectoriel de V conte-
nant S. De plus, si W est un autre sous-espace vectoriel de V contenant S, alors
L(S) C W.

En d’autres termes, L(S) est le plus petit sous-espace de V contenant S ; il est appelé sous-
espace engendré par S. Par convention on pose L(Q) = {0}

Exemple 4.10 : Soit V I’espace vectoriel R3. Un vecteur quelconque non nul « engendre ’ensemble des
multiples scalaires de u ; géométriquement ’ensemble des multiples de u est la droite passant
par Porigine et le point u. L’espace linéaire engendré par deux vecteurs u et v qui ne sont
pas multiples I'un de l’autre est le plan passant par l'origine et contenant les points u et ».

Exemple 4,11 : Les vecteurs e; = (1, 0, 0), ey = 0, 1, 0) et e3 = (0, 0, 1) engendrent ’espace vectoriel
R3, Quel que soit un vecteur (q, b, ¢) € R on peut 1’écrire sous forme de combinaison
linéaire des e; ; en particulier

(@, b,¢) = a{1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1)
= ae; + bey + ceg
Exemple 4,12 : Les polyndmes 1, ¢, t t3, ... engendrent ’espace vectoriel V de tous les polyndmes
(enmt) V=L(, 1 2 L Chaque polyndme est une combinaison linéaire de 1 et de

puissances de f.
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Exemple 4,13 : Déterminer si le vecteur v(3, 9, — 4, — 2) est une combinaison linéaire ou non des vec-
t;urs U, = (1, —2,0,3), u, =(2,3,0, — 1) et u; = (2, ~ 1, 2, 1), c’est-d-dire appar-
tient 4 I’espace engendré par les u,.
Soit v une combinaison linéaire des u;, on utilisera les inconnues x, y et z d'ou
v=xu; tyu, +ozug:
(3,9, —4,-2) = =(1,-2,0,38) + %(2,3,0,—1) + z(2,-1,2,1)
= (x+2y+2, 2x+8y—=2228x—y+2)
Formons le systéme d’équations équivalent en égalant les composantes correspondantes,
et réduisons-le a la forme échelonnée :

rx+2y+2z = 3 x+ 2y + 2z = 3 x+2y+2z2 = 3
—2x+3y— z = 9 Ty + 32z = 15 Ty + 3z = 15
ou ou

2z = —4 2z = —4 2z = —4

e — y+ z = —2 ~Ty — bz = —11 —2z = 4
x+2y +2z = 3
ou Ty + 382z = 15
2z = —4

Remarquons que le systéme précédent est possible et donc a une solution : d’olr v est
une combinaison linéaire des u;. En résolvant ce systéme en x, y, z on obtient x = 1,
y=3,z=—2 Ainsi v =u; t+ 3u; — 2uj.

Si le systéme d’équations linéaires n’est pas possible, c’est-a-dire s’il n’a pas de solu-
tion, le vecteur v n’est pas une combinaison linéaire des u,

ESPACE LIGNE D’UNE MATRICE

Soit A une matrice arbitraire m x n sur un corps K :

1531 2533 Qin
A = Qo1 Qo2 Qan
am1  Am2 Amn
Les lignes de A sont
R1 = (au, Aoty .. ., aln), ey Rm - (am1, Am2, . . ., amn>

et peuvent étre considérées comme des vecteurs de K" engendrant un sous-espace de K" appelé
espace ligne de A, c’est-a-dire que

I’espace ligne de A = L(R,, R,,...,R,).

De maniére analogue, les colonnes de A peuvent étre considérées comme des vecteurs de K™ en-
gendrant un sous-espace de K™, appelé espace colonne de A.

Supposons maintenant que nous appliquions sur A les opérations élémentaires sur les lignes
suivantes :

(i) R; < R;, (i) R, > kR,, k # 0, ou (ii) R,~> kR; + R,

et que nous obtenions une matrice B. Chaque ligne de B est donc soit une ligne de A, soit une
combinaison linéaire des lignes de A. En conséquence l’espace ligne de B est contenu dans l’es-
pace ligne de A. D’autre part, nous pouvons appliquer les opérations élémentaires inverses des
précédentes sur B et obtenir A ; d’ou l’espace ligne de A est contenu dans l’espace ligne de B.
En conclusion A et B ont le méme espace ligne, ce qui nous conduit au théoréme suivant.

Théoréme 4.6 : Deux matrices équivalentes lignes ont le méme espace ligne.

Nous démontrerons (probléme 4.31), en particulier, le résultat fondamental concernant les
matrices échelonnées réduite par les lignes (e.r.l).
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Théoréme 4.7 : Des matrices e.r.l. ont le méme espace ligne si et seulement si elles ont les mémes
lignes non nulles,

Ainsi chaque matrice est équivalente ligne a4 une unique matrice e.r.l, appelée forme canonique
ligne.
Nous appliquons les résultats précédents dans ’exemple suivant.

Exemple 4.14 : Montrer que ’espace U engendré par les vecteurs
uy = (1,2, -1,3), u,=1(2,4,1, -2), et uz = (3, 6,38, —17)
et I’espace V engendré par lés vecteurs
vy =(1,2,—4,11) et vy = (2, 4, —5, 14)
sont égaux, c’est-a-dire U = V.
Méthode 1. Montrer que chaque u; est une combinaison linéaire de v, et v, et montrer que

chaque v; est une combinaison lincaire des u, , u, , u3. Remarquer que nous avons ainsi
montré que les six systémes d’équations linéaires sont compatibles. ’

Méthode 2. Formons la matrice 4 dont les lignes sont les u;, et réduisons ligne 4 4 sa
forme ligne canonique:

1 2 -1 3 1 2 -1 3 1 2 -1 3
A = 2 4 1 —2]d’0n 0 3 —8|don (0 0 3 —8
3 6 3 -7 0 9 6 —16 0 0 0 0

1 0 1/3

dou |0 1 —8/3

0 0 0 0

Formons maintenant la matrice B dont les lignes sont v, et v, et réduisons les lignes de
B i la forme canonique:

B = 1 2 —4 11 Fot 1 2 -4 11 ot 1 2 0 1/3

<2 4 -5 14/%%%\0 0o 3 -8 <001—8/3
Puisque les lignes non nulles des matrices réduites sont identiques, les espaces lignes de 4
et B sont égaux et donc U = V.

SOMMES ET SOMMES DIRECTES

Soient U et W deux sous-espaces d’un espace vectoriel V. La somme de U et W, écrite U + W
contient toutes les sommes u + w otu € Uet w € W:
U+ W = {(u+w: uelU, weW)

0€ U+ W puisque 0 € U et 0 € W. De plus supposons que u + w et

Remarquons que 0 +
U+ W, avec u,u €U etw, w € W. Alors

=0
u' + w' appartiennent a
(ut+w) + W+w) = (wt+w)+ (w+w) € U+ W

et pour un scalaire quelconque  %(u +’w) =ku+kw e U+W

Ainsi le théoréme précédent est démontré.

Théoréme 4.8 : La somme U + W de deux sous-espaces U et W est aussi un sous-espace de V.

Exemple 4.15 : Soit V I’espace vectoriel des matrices 2 x 2 sur R, Soit U l’ensemble des matrices de
¥V dont la seconde ligne est nulle, et soit W 1’ensemble des matrices de ¥V dont la seconde

colonne est nulle :

S A A R
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J5-eSPAcES de V; nous avons
& N

es . o o 0\
Uetw soﬂi: ® . b cER> et rnhW = {(0 0>' aER}
) oy .

w W contient toutes les matrices dont le dernier élément a droite est nul
_ntient toutes les matrices dont la seconde ligne et la seconde colonne sont

poré
U A

Ctoriel V est dit étre la somme directe des sous-espaces U et W, que Pon

Vv =U&W
si chaque vecteur v € V peut étre décomposé d’une maniére unique en v = U + w
avecu € Uet w € W,

démontre le théoréme suivant :
‘% .
ﬁworéme 4.9 : L’espace vectoriel V est la somme directe des sous-espaces U et W si et seulement si
§1)V=U+Wet2 UNW={ol
Exemple 4,16 : Dans l'espace vectoriel R3, soit U le plan xy et W le plan yz :

U = {(a,b,O): a,bER} et W = {(O:b)c): b,CER}

Alors R3 = U + W puisque chaque vecteur de R? est la somme d’un vecteur dp U et
d’un vecteur de W. Cependant R3 n’est pas la somme directe de U et de W puisque de
telles sommes ne sont pas uniques ; par exemple

(3,5,7 = (3,1,00+(0,4,7) etaussi (3,57 = (3,-40+0,97
Exemple 4.17 : Dans Rs, soit U le plan xy et W I'axe des z:
U= {(6,b,0): g,bER} et W = {(0,0,¢c): ¢cER}

Un vecteur quelconque (g, b, ¢} € R3 peut étre écrit sous la forme d’une somme d’un ‘
vecteur de U et d’un vecteur de V d’une seule maniére:

(a’ b’ c) = (a/’ b’ 0) + (0’ 0.‘ C)

En conséquence R3 est la somme directe de U et W, clest-a-dire R® = U & W,

PROBLEMES RESOLUS
ESPACES VECTORIELS

4.1. Démontrer le théoréme 4.1 : Soit V un espace vectoriel sur le corps K.
1) Quel que soit le scalaire k € K et 0 € V, R0 = 0
2) Pour 0 € K et un vecteur quelconque u € V, Qu = 0.
3)Siku=0,0ukEKetu€&€ V,alors k = 0 ouu=0.
4) Quel que soit B € K et quel que soit u € V,(k)u = k(—u) = — ku.

1) D’aprés laxiome [4,] avec u = 0, nous avons 0 + 0 = 0. D’aprés 'axiome [M,],k0 = k (0 + 0) =
k0 + kO.En ajoutant — k0 aux deux membres on obtient le fesultat désiré.

2) D’aprés une propriété de K, 0 + 0 = 0, D’oli d’aprés 'axiome [Mz], Qu = (0 + Ou = Ou + Ou
En ajoutant — Ou aux deux membres, on obtient le résultat demandé.
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4.2,

4.3.

4.4.

4.5.

Algébre linéaire
3) Supposons ku = 0 et k # 0. H existe un scalaire ¥~! tel que k™1k = 1, d’ol
u = lu = (k~ku = k1w = k~10 = 0

4) En utilisant ¥ + (- u) = 0, on obtient 0 = k0 = k [u + (- u)] = ku + k(- u). En ajoutant — ku
aux deux membres on a —ku = k(— u).

En utilisant k¥ + (— k) = 0, on obtient 0 = Ou = [k + (- kK))u = ku + (—k)u. En ajoutant
— ku aux deux membres on obtient — ku = ( — k) u. Ainsi (—k)u = k(- u) = ~ku.

Montrer gque quel que soit le scalaire & et quels que soient les vecteurs u et v,k(u — v) =ku— kuv.

En utilisant la définition de la soustraction (u — v = u + (— v)) et le résultat du théoréme 4.1 4) (k(— v)= — kv)
ku—v) = ku+{(—v)) = ku+ k(—v) = ku+ (—kv) = ku — kv
Dans Pécriture de ’axiome [M,] (a + b) u = au + by, quelle opération représente chaque signe plus ?

Le + dans (¢ + b) u correspond a 'addition de deux scalaires a et b ; il représente donc 'addition dans le
corps K. D’autre part, le + dans au + bu représente 'addition de deux vecteurs au et bu ; ce plus représente
donc l'addition vectorielle. En conclusion chaque + représente une opération différente.

Dans I’écriture de ’axiome [M,] (ab) u = a(bu), quelle opération réprésente chaque produit ?

Dans (zb) u le produit ab des scalaires ¢ et b est une multiplication dans le corps K, tandis que le produit
du scalaire ab et du vecteur u est une multiplication scalaire.

Dans a(bu) le produit bu du scalaire b et du vecteur u est une multiplication scalaire, ainsi que le produit
du scalaire a par le vecteur bu.

Soit V I'ensemble des fonctions d’un ensemble non vide X vers le corps K. Quelles que soient
les fonctions f, g € V et quel que soit le scalaire k € K, soient f + g et kf les fonctions de V
définies comme suit :

(F+9)(x) = flx) +9(xr) et (kfz) = Ef(x), Vze& X
(Le symbole ¥ veut dire “quel que soit” ou “pour tout”). Démontrer que V est un espace vec-
toriel sur K,

Puisque X n’est pas vide, V est aussi non vide. Montrons maintenant que tous les axiomes de 1’espace vec-
toriel sont vérifiés.

[4,]: Soit f, g, » € V. Pour montrer que (f + g) + & = f+ (g + h) il est nécessaire de montrer que la
fonction f + (g +h) et la fonction (f + g) + h donnent & chaque x € X la méme valeur. D’ot1 :

((f +9) + R)(x) (f+ o)) + h=x) (f@) + g(a) + Max), Ve€X
(f + (9 + R))(x) fl@) + (g4 h)=) fe) + (9(x) + k(z)), Vx€X

i
i

il
I

Mais f(x}, g{x) et h(x) sont des scalaires sur le corps K ol I’addition des scalaires est associative, d’oui
(flx) + g(@) + h(z) = f(x) + (9(x) + hix))
En conséquence (f +g) + h = f+ (g + h).
[4,]: Soit 0 la fonction nulle 0(x) = 0,Vx € X. Alors pour toute fonction f € V,

F+0(@) = f) +0x) = flo) +0 = fx), VzeX

Ainsi f+ 0 = f et Oest le vecteur nul de V.
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[4;] : Pour toute fonction f € V, soit — f la fonction définie par (— f) (x) = — f(x). Donc
FrEMx) = flz) + (HMx) = fle) ~ fle) = 0 = 0x), Ve E€X
Douf+(—f)=0.
[A,] : Soient f, g € V, alors
(f+o)e) = fl@) + gx) = g + flx) = (9+f)w), VeeX

Donc f + g = g + f. (Remarquons que f(x) + g(x) = g(x) + f(x) découle du fait que f(x) et g(x) sont
des scalaires sur le corps K ou I’addition est commutative).

[M,]: Soient f, g € V et k € K, alors
Froe) = k(f+9)@) = k(f(x)+9@&) = kf(e) + kg(x)
= (kB)(@) + (kg)x) = (kf +kg)(=), Ve €X

Donc k(f + g) = kf + kg. (Remarquons que k{(f(x) + g(x)) = kf(x) + kg(x) découle du fait que k, f(x)
et g(x) sont des scalaires sur le corps K oll la multiplication est distributive par rapport & 1’addition).

[M2] : Soient f € Vetaq b€ K. Dou

((a + b)f)(x) (a+d)f(x) = aflx) + bflx) = (af)(x) + bf(w)
(af + bf) (), VzeE X

Il

Donc {(a + b)f = af + bf.
[M;] : Soient f€ V et q, b € K. D’olt
((ad)f)x) = (ab)f(x) = eadf(x)) = adfiz) = (a(df))(x), VerE€X
Donc (eb)f = a (bf).
[M,] : Soit f € V. Pour I’élément neutre 1 € K, (1) (x) = 1f(x) = f(x) Vx € X. Donc 1f = f.

Tous les axiomes étant vérifiés, V est un espace vectoriel sur K.

oit V P’ensemble de tous les couples de nombres réels V = {(a, b) ; a, b € R}. Montrer que
n’est pas un espace vectoriel sur R a ’aide des lois suivantes:addition dans V et multipli-
cation scalaire sur V :
i (a b) +(c,d)=1(a+c b+d) et k(a, b) = (ka b);
(i) (a, b) + (¢, d) = (a, b) et k(a, b) = (ka, kb);
(iv) (@ b) + (¢, d)=(a + ¢, b +d) et k(a b) = (k*a, k?D).

Dans chaque cas nous montrerons qu’un des axiomes de I’espace vectoriel n’est pas vérifié.

(i) Soit r = 1, s = 2, v = (3, 4). Alors
(r+s)v = 33,4 = (9,4

o+ sv = 1(3,4) + 23,4 = 3,4+ (6,4 = (9,8)

Puisque (r + s)v # rv + sv 'axiome [M,] n’est pas vérifié.

(i) Soit v = (1, 2);w = (3, 4). Alors
v+ w

Il
I

12)+ 34
(8,4 + (1,2

(1, 2)
3,4

il
I

w+ v

Puisque v + w # w + v I'axiome [4,] n’est pas vérifié.

(iii) Soitr =1, s = 2, v = (3, 4). Alors
(r+s)v = 3(3,4) = (27, 36)

ro+sv = 1(3,4) + 28,4 = (3,4) + (12,16) = (15, 20)

Ainsi (# + 5)v # rv + sv et 'axiome [M,] n’est pas vérifié.
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SOUS-ESPACES :

4.7

4.8.

4.9.

Démontrer le théoréeme 4.2 : W est un sous-espace de V si et seulement si (i) W n’est pas
vide, (ii) v, w € W implique v + w € W et (iii) v € W implique kv € W pour tout scalaire
k € K.

Supposons que W satisfasse a (i),(ii), (iii). D’aprés (i) W n’est pas vide, et d’aprés (ii) et (iii) les opé-
rations d’addition vectorielle et de multiplication par un scalaire sont bien définies dans W. D’ailleurs, les
ax10mes 4, [44] M,] [MZ] [M;] et [M,] sont vérifiés dans W puisque les vecteurs de W appartiennent

3 V. Ainsi il ne reste plus qu'a montrer que [4,] et [4;] sont aussi vérifiés dans W. D’aprés (i), W n’est
pas vide, d’ol u € W. Alors d’aprés (iii) Qu = 0 E Wetv+ 0= v pour tout v € W, Ainsi W satisfait
4,1 Finalement, sivE Walors(— 1) v=—vE&Wetv+ (—v)=0; ainsi W satisfait [4,]. D’olt W
est un sous-espace de V.

Réciproquement, si W est un sous-espace de V alors (i), (ii), (iii) sont clairement vérifiés.

Démontrer le corollaire 4.3 : W est un sous-espace de V si et seulement si (i) 0 € W et
(i1) v, w € W implique av + bw € W pour tous scalaires a, b € K.

Supposons que W satisfasse (i) et (ii). Alors d’aprés (i) W n’est pas vide. De plus, si vy, w € W, alors
daprés (i) v +w= 1lv + IwE Wetsiv W et k€K alors d’aprés (ii) kv = kv + Ov € W. Ainsi
d’aprés le théoréme 4.2, W est sous-espace de V.

Réciproquement, si W est un sous-espace de ¥V, alors (i) et (ii) sont vérifiés dans W.

Soit V = R3, Montrer que W est un sous-espace de V, ou:

(i) W ={(a, b, 0) ; a b E R}, c’est-d-dire W est le plan xy contenant ceux des vecteurs
dont la troisiéme composante est 0.

(i) W=1{(a b, ¢c);a+ b+ c= 0}cest-a-dire W contient ceux des vecteurs qui ont
pour propriété d’avoir la somme de leurs trois composantes nulle.

(1) 0=(0,0 0 € W puisque la troisiéme composante de O est nulle. Quels que soient les vecteurs
v=(a, b, 0), w = (¢, d, 0) dans W et quels que soient les scalaires (nombres réels) k et k',
kv + Kw = k(a,b,0) + ke, d, 0)
= (ka, kb,0) + (K'c,k'd, 0) = (ka+K'c, kb+Kk'd, 0)

Ainsi kv + k'w € W et donc W est un sous-espace de V.

(i) 0=1(0,0,0 &€ W puisque 0 + 0 + 0 = 0, Supposons que v = (a, b, ¢), w = (', ¥', ') appar-
tiennent i W c’est-d-dire que ¢ + b+ c =0 et d + b + ¢ = 0. Alors pour n’importe quels sca-

laires k et &, kv + Kw = kg, b, o) + K(d, b, o)
= (ka, kb, kc) + (K'a', K'V, k'e’)
= (ka+Ka, kb+ Kb, ke+Kc')
et de plus
(ka+Eka’) + (kb+ k') + (ke+k'¢) = kla+bdb+ec) + K@ +b +¢)
= kO + kK0 = 0

Ainsi kv + K'w € K et donc W est un sous-espace de V.,

4.10. Soit V = R>. Montrer que W n’est pas un sous-espace de V, ol:

i) W= {(a, b, ¢) ;a = 0} ; c’est-adire W contient ceux des vecteurs dont la premiére
composante est positive ou nulle,

(i) W= {@a b, ¢) : a® + b? + ¢? < 1} ; c’est-a-dire W contient ceux des vecteurs dont
la longueur est inférieure ou égale a 1.

(iii) W = {(a, b, ¢) : @, b, ¢c € Q};c’est-a-dire W contient ceux des vecteurs dont les compo-
santes sont des nombres rationnels.

Dans chaque cas, montrons qu’une des propriétés du théoréme 4.2 n’est pas vérifiée,

() v=1(1,2,3)EWetk=—5€R, Mais kv = — 5(1, 2, 3) = (— 5, — 10, — 15) n’appartient pas
a4 W puisque — 5 est négatif, D’olt W n’est pas un sousespace de V,
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i) v=(,0,0€Wetw = (0
tient pas & W puisque 1% + 1

i) v=10(1,2 3)EW et k=1+/2E€R. Mais kv = /2 (1, 2, 3) = (2, 2V/2, 33/2) n’appartient pas
a W puisque ses composantes ne sont pas des nombres rationnels. D’oit W n’est pas un sous-espace
vectoriel de V.

1,0) €W, Mais v + w= (1,0, 0) + (0, 1, 0) = (1, 1, 0) n’appar-
+ 02 = 2> 1. Dol W n’est pas un sous-espace vectoriel de V.

)

4.11. Soit V P’espace vectoriel des matrices carrés n x n sur le corps K. Montrer que W est un
sous-espace de V ou

(i) W contient les matrices symétriques ; c’est-a-dire toutes les matrices A = (a;;) pour

lesquelles g;; = a;;.
(ii) W est 'ensemble de toutes les matrices qui commutent avec une matrice donnée T ;
Cest-a-dire W = {4 € V : AT = TA}.

(i) 0 € W puisque tous les éléments de O sont nuls et donc égaux. Maintenant supposons que 4 = (a,-j)

et B = (b;;) appartiennent & W ; c’est-d-dire que a; =4ay et b;; = b;. Donc quels que soient les

scalaires @, b € K, a4 + bB est une matrice dont le ij €lément est aa;; + bbi]-. Mais
aay; + bb]-i = aay + bbi,'- Ainsi a4 + bB est aussi symétrique et donc W est un sous-espace de V.

(iil) O &€ W puisque 0T = 0 = T0. Supposons maintenant que 4, B € W, c’est-a-dire que AT = T4 et
BT = TB. Quels que soient les scalaires a, b € K,
(@A +bB)T = (ad)T + (BB)T = a(AT) + b(BT) = a(TA) + b(TB)
= T(ed) + T(®B) = T(aA+bB)

Ainsi A + bB commute avec T, c’est-d-dire appartient 4 W, donc W est un sous-espace de V.

4.12. Soit V l’espace vectoriel de toutes les matrices 2 x 2 sur un corps R réel. Montrer que W
n’est pas un sous-espace vectoriel de V si
(i) W est ensemble de toutes les matrices ayant un déterminant nul.
(i) W est I’ensemble de toutes les matrices A telles que A% = A,

) =5=(5 1)

a 0
@) Rappelons que le déterminant de ( o
0
. ) n’appartient

b 1
)= ad — bc  Les matrices 4 =(
c ) 0

appartiennent 4 W puisque det (4) = 0 et det (B) = 0. Mais 4 + B = (0

pas a W puisque det (4 + B) = 1. Donc W n’est pas un sous-espace de V.,

1 0
(ii)  La matrice unitaire I = ( 0 1 ) appartient & W puisque

BRI

20
Mais 21 = ( 0 2) n’appartient pas a W puisque

/2 0\/2 0\ _ /4 0
@Dz = (0 2><0 2> - <0 4> I

D’ou W n’est pas un sous-espace de V.

4.13. Soit V Pespace vectoriel de toutes les fonctions du corps réel R sur R. Montrer que W est
un sous-espace de V ou
(i) W ={f: f(3) = 0};c’est-a-dire W contient les fonctions qui font correspondre a 3 le
nombre 0.
(iiy W ={f:f(7) = f(1)}; c’est-a-dire W est I’ensemble des fonctions qui ont pour 7 et 1
la méme image.
(iii) W est I’ensemble des fonctions impaires, c’est-a-dire les fonctions f pour lesquelles

f—x) = = f(x).
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4.14.

4.15.

4.16.

Algébre linéaire

Nous noterons ici 0 la fonction nulle 0(x) = O pour tout x € R,

@3) 0 € W puisque 0{3) = 0. Supposons f, g € W c’est-i-dire tels que f(3) = 0 et g(3) = 0. Do
quels que soient les réels a et b
(af +b9)(8) = af(3) + bg(8) = a0 + b0 = 0

Donc af + bg € W et W est un sous-espace de V.
(ii) 0 € W puisque 0(7) =0 = 0(1). Supposons que f, g € W c’est-a-dire que f(7) = f(1) et g(7) = g(1).
Alors quels que soient les nombres réels a et b,
(af +bg)(T) = af(7) + bg(T) = af(1) + bg(1) = (af + bg)(1)
Donc af + bg € W et donc W est un sous-espace de V,

(iii) 0 € W puisque 0(—x) = 0 = — 0 = — 0(x). Supposons que f, g € W, c’est-d-dire que f(—x)=— f(x)
et g(— x) = — g(x). Alors quels que soient les réels a et b,

(af + bg) ( —x) = af(—x) + bg(—x) = —af(x) — bg(x) = — (af(x) + bg(x)) =— (af + bg) (x)
Donc af + bg € W et donc W est un sous-espace de V.,

Soit V l’espace vectoriel de toutes les fonctions numériques de R sur R. Montrer que W
n’est pas un sous-espace vectoriel de V si :

A W={f:f(T)=2+f1)}
(ii)) W est ensemble des fonctions non négatives ; c’est-a-dire toutes les fonctions f pour
lesquelles f(x) = 0,¥ x € R.

) Supposons f, g € W c’est-a-dire f(7) = 2 + f(1) et g(7) = 2 + g(1). Alors

F+aM = fN + 90 = 2+ f1) + 2+ ¢(1)
= 4+ fH)+g91) = 4+ F+0) * 2+ F+oQ)
Donc f + g &€ W et donc W n’est pas un sous-espace de V.
(i) Sik=—2s0itfEV deflme par f(x}) = x°. Alors f € W puisque f(x) = = 0,v x € R. Mais
kf) (5) = kf(S) =(=2)(5»=—50 <O Donc kf € W et donc W n’est pas un sous-espace de V.
Soit V D’espace vectoriel des polyndmes a, + a,t + a,t* + ... + a,t" a coefficients réels,

c’est-a-dire a; € R. Déterminer si oui ou non W est un sous- espace de V avec

(i) W ensemble de tous les polyndomes a coefficients entiers.

(ii) W ensemble de tous les polyndmes de degré << 3.

(ili) W ensemble de tous les polyndmes b, + b, > + b, t* + ... + b, t?" c’est-d-dire des
polyndmes dont tous les termes sont élevés a des puissances paires.

i) Non, puisque les multiples scalaires de vecteurs dans W n appartiennent pas toujours a W, Par
exemple v = 3 + 5t + 712 € W. Mais 2—v =3 4 St + 7 12 & W. (Remarquons que W est “fermé”

2 2
pour l’addition vectorielle, c’est-d-dire que les sommes d’ elements de W appartiennent a W),

(ii) et (iii) Oui. Pour chaque cas, W n’est pas vide, les sommes d’éléments de W appartiennent a W, et
les multiples scalaires d’un élément quelconque de W appartiennent i W.

Considérons un systéme linéaire homogéne a n inconnues x,, x, ..., sur un corps K :
QuXy + @px: + - + QX = 0
Q2101 + Qo2 + -+« + Qonkn = 0

Am1%1 + Qmels + * ++ + Gman = 0
Montrer que I’ensemble des solutions W est un sous-espace de ’espace vectoriel K”.
0=1(0,0,0...0) €W puisque ’on a trés facilement
a0 +ap0+ - +a,0 =0, pour i=1,...,m
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Supposons que u = (u;, Uy, ..., u,) et v= (v, v,,..., v,) appartiennent & W c’est-d-dire que pour
i=1,...,m i

@iy + Aty + 00+ apu, = 0

a1V + Aty + 0 Fayv, = 0

Soient a et b des scalaires de K. Alors
au + bv = (au; + bv,,au, + bv,,...,au, + bv.)

etpouri=1,...,m
aglauy +0vy) + aplaug +bvy) + -+ + alau, + buy)
= alaguy + Gyt 00+ apuy) +b(agvy T AUyt T dian)
= a0 + b0 = 0

Ainsi au + bv est une solution du systéme, c’est-d-dire appartient 3 W, Donc W est un sous-espace de K".

COMBINAISONS LINEAIRES

4.17. Ecrire le vecteur v = (1, — 2, 5) comme combinaison linéaire des vecteurs e, = (1, 1, 1),
e, = (1,2, 3)ete; = (2, —1,1)
Nous désirons exprimer v sous la forme v = xe; + ye, + zey avec Xx, y, z qui sont des scalaires
inconnus, Donc nous avons
1, -2, 5) 2(1,1,1) + »(1,2,3) + 22, —1,1)
= (x,2,2) + (¥, 2y, 3y) + (22, —2, 2)
= (x+y+2z,x+2y—z 0+ 3y+2)

Formons le systéme équivalent d’équations en égalant les composantes correspondantes les unes aux autres,

\

puis réduisons 4 une forme échelonnée :

x+ y+2 = 1 rt+yt+2z = 1 x+y+22 = 1

r+2y— 2z = —2 ou y—3 = =38 ou y—3z = —3

2+3y+ 2z = 5 2y — 2z = 4 5z = 10
Remarquons que le systéme précédent est possible et donc a une solution. En résolvant ce systéme on
obtient pour les inconnues les valeurs x = — 6,y = 3,z = 2, Dou v = — 6e; + 3¢, + 2e;

4.18. Ecrire le vecteur v = (2, — 5, 3) de R3 comme combinaison linéaire des vecteurs
e, =(1,—3,2), e, =(2,—4,—1) et e; = (1,—5, 7).
Représentons v comme une combinaison linéaire de e; en utilisant les inconnues x, y, z sous la forme
v = xe, + ye, * zes.
2,—5,3) = «(1,-3,2) + y(@2,—4,-1) + 2(1, -5, 7)
= (x+2y+2 —3¢v—4y — bz, 20 —y + T2)

Formons le systéme équivalent d’équations et réduisons-le 4 sa forme échelonnée :

c+2y+ 2z = 2 x+2y+ 2z = 2 r+2y+ 2 = 2
—3x — 4y — 5z = —5b ou 2y —22z = 1 ou 2y — 2z = 1
20 — y+ 72 = 3 =5y + 5z = —1 0 =23

Le systéme est impossible et n’a donc pas de solution. D’oli v ne peut pas étre écrit sous forme d’une com-
binaison linéaire des vecteurs e, , e, , e5.

4.19. Pour quelle valeur de k le vecteur u = (1, —2, k) de R> est-il une combinaison linéaire des
vecteurs v = (3, 0, 2) et w = (2, —1, —5H) ?

Soit u = xv + yw.

1, -2,k = =(8,0,—2) + y@2,—1,-5)- = (3xr+ 2y, ~y, —2x — by)
Formons le systéme d’équations équivalent :
3x+ 2y = 1, -y = —2, —2x — 5y = k
D’aprés les deux premiéres équations on obtient x = — 1, y = 2. En substituant dans la derniére équation

on obtient k = — 8.
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4.20. Ecrire le polyndme v = t2 + 4t — 3 de R comme combinaison linéaire des polyndomes
e, =12 —2t+5,e, =212 —3tete, =¢+ 3
Ecrivons v comme une combinaison linéaire des ¢; en utilisant les inconnues x, y et z : v = xe; +ye, +ze;,
2 4+ 4t — 3 = (2—2t+5) + y(22—8t) + 2(t+3)
= xt2 — 2xt + bx + 2yt2 — 3yt + =zt + 3z
= {2+2y)2 + (—2x—3y+2)t + (bz+32)

Egalons les uns aux autres les coefficients des mémes puissances de ¢ et réduisons le systéme obtenu a sa forme

échelonnée :
x+ 2y = 1 @+ 2y = 1 @+ 2y = 1
~2x —3y+ z = 4 ou y+ z = 6 ou y+z = 6
5x +3z = —3 —10y + 3z = —8 13z = 52

Remarquons que le systéme étant possible admet une solution. En résolvant par rapport aux inconnues on obtient
x==3,y=2,2=4.Doliv=—3e, + 2, +4e,.

1
4.21. Ecrire la matrice E = f_ ;) sous forme de combinaison linéaire des matrices A = (1 0),
0 o0 0 2
B = = .
1 1) et ¢=(g_1)

Soit E = xA + yB + zC une combinaison linéaire de 4, B, C utilisant les inconnues x, y z.
3 1\ 11 0 0y /0 2
1-1) 7 x<1 0 +?’<1 1) 7 o 1
_ x + 0 0> n 0 2z _ < x x + 2z>
x 0 ¥y ¥y 0 —z r+y y—=z
Formons le systéme d’équations équivalent en égalant les éléments correspondants des deux membres:

x =3, wty =1 x4+ 22z = 1, y—z = —1

Remplagons x par 3 dans la seconde et la troisiéme équations;on obtient y = — 2 et z = — 1. Puisque
ces valeurs satisfont aussi la derniére équation, elles forment une solution du systéme. Donc E = 34 — 2B—C,

4.22. Supposons que u soit une combinaison linéaire des vecteurs v, ..., U, et supposons que chaque
v, est une combinaison linéaire des vecteurs w,, ..., w,:
U = Q1+ a2+ - + AV et v = buwy + bow:z + -+ biwn

Montrer que u est aussi une combinaison linéaire des w;. Ainsi si S C L(T) alors L(S) C L(T).

U = @y F oaguy + v+ anv,
= ay(bpwy + -0+ bwy) +oag(bywy + ot bony) Tt 0 b ap{bpywy T bpatoy)
= (aybyy + oagbyy + 10 F apbywy + oo+ (agbyy toagby, + e O D) Wa
m m n n m
ou plus simplement ¥ = 2 av = ai< S bijw]-> = gl <1§1 aibij> w;

i i

GENERATEURS

4.23. Montrer que les vecteurs u = (1, 2, 3), v = (0, 1, 2) et w = (0, 0, 1) engendrent R3.

Il est nécessaire de montrer quun vecteur arbitraire (¢, b, ¢)€ R® est une combinaison linéaire de u, »
et w.
Soit (@, b, ¢) = xu + yv + zw:

(a,b,¢) = «(1,2,8) + »(0,1,2) + 2(0,0,1) = (x 22+y, 3x+2y+2)
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Formons alors le systéme d’équations

x = a 2+ 2y+3x = ¢
22 + y = b ou y+2x = b
3x +2y +2 = ¢ r = a

Le systéme précédent est sous forme échelonnée et est possible; en fait x = a, y = b —~ 2¢, z = c—=2b +a
est une solution. Donc u, v et w engendrent R3.

4.24. Trouver a quelles conditions sur a, b et ¢ le vecteur (a, b, c) € R appartient a I’espace
engendré par u = (2, 1, 0), v = (1,— 1, 2) et w = (0, 3, —4)

Ecrivons (a, b, ¢) comme une combinaison linéaire des u, v et w en utilisant les inconnues x, y et z:
{a b, ¢)= xu + yv + zw.

(a,b,¢) = 2(2,1,0) + y(1,—1,2) + 2(0,3,—4) = @x+y,z—y+32 2y—4z)
Formons le systéme d’équations lindaires équivalent et réduisons-le 4 sa forme échelonnée:
2x +y = q 22 +y = a 2¢ +y = a
x—y+3 = b ou 3y —6z = a — 2b ou 3y — 6z = a—2b
2y —4z = ¢ 2y —42 = ¢ 0 = 2a— 4b— 3¢

Le vecteur (¢, b, ¢) appartient i ’espace engendré par u, v et w si et seulement si le précédent systéme est
possible et il est possible si et seulement si 2¢ — 4b — 3¢ = 0. Remarquons, en particulier, que u, v et w
n’engendrent pas l’espace entier R3,

4.25. Montrer que le plan xy, W = {(a, b, 0)} dans R® est engendré par u et v ou 1) u =(1, 2, 0)
etv=(0,1,0;2)u=(2 —1, 0) et v = (1, 3, 0).

Dans chaque cas montrons qu’un vecteur arbitraire (a, &, 0) € W est une combinaison linéaire de u et ».

1) Soit (a, b, 0) = xu + yv:

(2,5,00) = x(1,2,0) + »(0,1,0) = (x,2¢+y,0)
Formons maintenant le systéme d’équations
x = a y+2x = b
2¢+y = b ou r = a
0=0

Le systéme est possible ; en fait x = @, y = b — 2a est une solution. Ainsi u et v engendrent W.
2) Soit (a, b, 0) = xu + yy:
(2,5,0) = x(2,-1,0 + %(1,3,00 = (2o+y, —x+3y,0)

Formons le systéme équivalent et réduisons-le & sa forme échelonnée :

2+ y = a 20 +y = a
—x+3y = b ou Ty = a+ 2b
0=0

Le systéme est possible et a donc une solution, Donc W est engendré par v et v (Remarquons qu’il
n’est pas nécessaire de résoudre le systéme en x et y, il est uniquement nécessaire de savoir si une
solution existe).

4.26. Montrer que l’espace vectoriel V des polyndmes sur un corps quelconque K ne peut étre
engendré par un nombre fini de vecteurs.

Un ensemble quelconque fini S de polyndmes contient un polyndme de degré maximum, par
exemple m. Alors ’espace vectoriel L(S) engendré par S ne peut pas contenir des polyndmes de
degré supérieur & m. Donc ¥V # L(S) pour un ensemble quelconque fini S.
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4.27. Démontrer le théoréme 4.5 : Soit S un sous-ensemble non vide de V. Soit L(S) Ien-
semble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs de S; montrer que L(S) est un

sous-espace de V contenant S. De plus, si W est un autre sous-espace de V contenant
S, alors L(S) C W.

Si v&€ S aors 1y = v € L(S) ; donc S est un sous-ensemble de L(S). De méme L (S) n’est pas vide
puisque S n’est pas vide. Supposons maintenant v, w € L(S), c’est-d-dire

v = avy ot oag, et w = bw + - +bw,
ou Vis W; € S et g, b]. sont des scalaires. Alors
v+ w = o t o+ ey, +obwy + o+ bawy,
et pour un scalaire quelconque
kv = Klaw, + - +auv,) = kapw, + 0 + ka,v,

appartient a L (S) puisque chaque élément est une combinaison linéaire des vecteurs de S. Donc L(S) est un
sous-espace de V.

Supposons maintenant que W soit un sous-espace de V contenant S et supposons que v,...,v, €S CW,
Alors tous les multiples a; v,...,q, v, €W oll ¢; € K et donc la somme a, v, + .-+ a,v,, € W.Donc
W contient toutes les combinaisons linéaires des éléments de S. En conséquence L(S) C W comme nous ’avions
affirmé,

ESPACE LIGNE D’UNE MATRICE

4.28. Déterminer si oui ou non les matrices suivantes ont le méme espace ligne :

1 -1-1
1 -1-2
A:G ;1§> B:<3 2 3>’ ¢=14-3-1
3 -1 38
Réduisons chacune de ces matrices 4 leur forme canonique ligne.
1 1 5 1 1 5 1 0 2
A — »x N
<2 3 13> d’ou (0 1 3> d'ou <0 1 3>
B = L=l =2 0 /1 =1 =2\ /10 1
3 —2 -3 0 1 3 0 1 3
1 -1 -1 1 -1 —1 1 -1 -1 1 0 2
C = 4 —8 —1| d’ou 0 1 38jdou 0 1 3] dou 0 1 3
3 -1 3 0 2 6 0 0 O 0 0 o0

Puisque les lignes non nulles de la forme réduite de A et de la forme réduite de C sont les mémes,
A et C ont le méme espace ligne. D’autre part, les lignes non nulles de la forme réduite de B ne sont pas
les mémes que les lignes des autres, et donc B n’a pas le méme espace ligne que 4 et C.

4.29. Considérons une matrice arbitraire A = (a;;). Supposons que u = (b;,...,b,) soit une com-
binaison linéaire des lignes R ,...,R, de A ; c’est-adire u = kR, +.--+ k, R, . Mon-
trer que, pour chaque i, b, = k; a;; + kya,; + ...k, a,,; oules ay, ..., a,,; sont les élé-
ments de la i*™€ colonne de A.

On a donné u = k; R, +...+k, R, ;dol
(byy -y by = Efayy, .81 F o+ k(@ - ey Q)
= (kay+ - thuan, oo kgt Hkpan,)

En égalant les composantes correspondantes les unes aux autres, nous obtenons le résultat désiré.
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4.30. Démontrer : Soit A = (a;;) une matrice échelonnée dont les éléments distingués sont Qyjy > Gajys sy s
.

et soit B = (b,;) une matrice échelonnée dont les éléments distingués sont b,, , b ve, byt
i 1k, 2 V2K, sk
Qij, % * % % % * T B N R
D laj, ¥ x ok ok 'bz’cz * %k ok k ok
A = | e ’ B =
Orj, * * b * *

Supposons que A et B aient le méme espace ligne. Montrer alors que les éléments distingués
de A et les éléments distingués de B sont dans la méme position : j, =k, ,j, = ky, ..., =k,
etr=s

A = 0 si et seulement si B = 0, et il nous reste donc & démontrer le théoréme précédent lorsque r = 1 et
s 22 1. Montrons d’abord que Ji1 = k. Supposons j; < k. Alors la ]1eme colonne de B est nulle. Puisque
la premiére ligne de A fait partie de lespace de B, d’ apres le précédent probléme nous avons : ay; =
c, 0+ c20 +... + ¢, 0 = 0 pour des scalaires c;, mais ceci est en contradiction avec le fait que llélément
dlstmgue a3, # 0. Donc j;, = k, et de maniére analogue k, 2 j;. Dol j, = k,.

Soit maintenant A’ la sous-matrice de 4 obtenue en supprimant la premiére ligne de A et soit B la
sous-matrice de B obtenu en supprimant la premiére ligne de B. Nous allons démontrer que 4’ et B’ ont
le méme espace ligne. Le théoréme pourra s’appliquer par récurrence puisque A’ et B’ sont aussi des ma-
trices échelonnées.

Soit R = (a,, a,,...,a,) une ligne quelconque de A' et soit R,..,R,, les lignes de B. Puisque R
fait partie de 1’espace hgne de B, il existe des scalaires d,, ..., d,,, tels que R =d;R, + d2R2 +...+d,R,
Or A est sous sa forme échelonnée et R n’est pas la premiére 11gne de 4, le ]eme de R est zéro : ¢; = O
pour i = j, = k,. De plus B étant sous sa forme échelonnée, tous les éléments dans la kM colonne de
B sont nuls sauf le premier : blk1 # 0, mais bz,k1 =0,..., bmk1 = 0. Donc
0 = ap = diby +d0 + o+ d0 = diby,
D’olt b,, # 0 et donc d; = 0. Ainsi R est une combinaison linéaire des R,, ... ,Rm et donc appar-

tient 4 ’espace hgne de B Pulsque R est une ligne quelconque de A’, I’espace ligne de 4’ est contenu dans
I’espace ligne de B'. De fagon analogue, I’espace ligne de B’ est contenu dans Pespace de A'. Donc A’ et B’
ont le méme espace ligne et le théoréme est démontré,

4.31. Démontrer le théoreme 4.7 : Soit A = (a¢;;) et B = (b;;) deux matrices échelonnées réduites
par les lignes (e.r.l.). A et B ont le méme espace ligne si et seulement si elles ont les mémes
lignes non nulles.

Evidemment, si 4 et B ont les mémes lignes non nulles, alors elles ont le mé&me espace ligne. Nous
n’avons ainsi plus qu’a démontrer la réciproque.

Supposons que A et B aient le méme espace ligne et supposons que R # 0 soit la i°™° ligne de 4.
Alors il existe des scalaires ¢, , ¢, ,..., ¢, de telle sorte que

R = c¢R; + ¢;Ry + -+ + ¢,R; (1)

ou les R; sont les lignes non nulles de B. Le théoréme est démontré si nous montrons que R = R;, ou
¢; = 1 mais ¢ = 0 pour k # i
Soit a;; I’élément distingué de R, c’est-a-dire le premier élément -non nul de R. D’aprés (1) et le pro-
i
bléme 4.29
’ @y, = erbyy Foebyy oo+ ey, (@

Mais d’aprés le probléme precedent b ; est un élément distingué de B et puisque B est réduite ligne, c’est

le seul élément non nul dans la j*™¢ colonne de B. Ainsi d’aprés (2) on obtient a, = cl-b,-]-i. Cependant

a; = = 1let bi]-_ = 1 puisque 4 et B sont réduites lignes ; d’ohr ¢; = 1.
fi i

Supposons maintenant k ¥ i et bkfk I’élément distingué de R,. D’aprés (I) et le probléme 4.29,

aijk clbljk + chij + .- + Csbs]'k (3)
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Puisque B est réduite ligne, bkjk est le seul élément non nul dans la j, éme colonne de B ; ainsi d’aprés
3) a4 = ¢y bkjk' De plus, d’aprés le précédent probleme . est un élément distingué de 4 et puisque
A est réduite ligne, a4, = 0. Donc ckbk]-k = 0 et puisque b"fk =1, ¢, = 0, on a donc R = R; et le théo-
réme est démontré.

4.32. Déterminer si les matrices suivantes ont le méme espace colonne:

1 3 5 1 2 3
A=11 4 38, B=-2-3-4
1 1 9 7 12 17

Observons que A et B ont le méme espace colonne si et seulement si les transposées A' et BY ont le
méme espace ligne. Réduisons 47 et B" 4 leurs formes e.r.l.:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 3
At = |8 4 1fdoul0 1 —2]dou|0 1 —2|dol|o 1 —2
5 3 9 0 —2 4 0 0 0 0 0 0
1 -2 1 1 -2 7 1 -2 7 1 0 3
Bt = |2 —3 12]dou|0 1 -2)dol|o 1 —2|doh|o 1 -2
3 —4 17 0 2 —4 0 0 0 0 0 o0

Puisque 47 et B’ ont le méme espace ligne, 4 et B ont le méme espace colonne.

4.33. Soit R un vecteur ligne et B une matrice pour laquelle RB est définie. Montrer que RB est
une combinaison linéaire des lignes de B. De plus, si A est une matrice pour laquelle AB
est définie, montrer que 1’espace ligne de AB est contenu dans l’espace ligne de B.

Supposons R = (a,, a,,...,2,,) et B = (bii,)- Soient B,,..., B,, les lignes de B et B!, B2, ..., B™
ses colonnes, Alors
RB = (R*BL,R-B? ...,R+*Bn"
= (@bt agboy + -0 T apbiyy, @1bp T aobos + @b, o, agb, T agboy o e by

= ay(byy, bigs - s bln) + aglbyy, byoy ooy bag) + o0+ oan(bny, b - -, brun)
= a4B; + ayBy + -+ + a,B,
‘Ainsi RB est une combinaison linéaire des lignes de B, comme nous ’avions affirmé.

D’aprés le probléme 3.27 les lignes de AB sont R;B ol R; est la iéme ligne de A. Donc d’aprés le ré-
sultat précédent chaque ligne de AB est dans l’espace ligne de B. Ainsi 1’espace ligne de AB est contenu
dans ’espace ligne de B.

SOMMES ET SOMMES DIRECTES
4.34. Soit U et W des sous-espaces de l’espace vectoriel V. Montrer que :
(i) U et W sont contenus dans U + W.

(ii) U + W est le plus petit sous-espace de V contenant U et W, c’est-a-dire U + W est en-
gendré par Uet W : U + W = L (U, W).

(i) Soit u € U. Par hypothése W est un sous-espace de V et ainsi 0 € W. Doncu =u + 0E U + W.
Donc U est contenu dans U + W. De fagon analogue W est contenu dans U + W.

(ii) Puisque U + W est un sous-espace de V (Théoréme 4.8) contenant a la fois U et W, il doit aussi
contenir ’espace engendré par U et W: L(U, W) C U + W,

Dautre part, sivE U + Walorsv=u+w=1lu+ lwotu € UetwEW ; d’oll v est une
combinaison linéaire des éléments de ¥ U w et ainsi appartient 4 L (U, W). Donc

U+ wCLU,W).

Les deux relations d’inclusion nous donnent le résultat demandé.
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4.35. Supposons que U et W soient des sous-espaces de I’espace vectoriel V et supposons que
{u;} engendrent U et les w; engendrent W. Montrer que {u, wl.} c’est-a-dire {u;} U{w,}
engendrent U + W.

Soit v EU + W. Alors v = u + w, o u € U et w € W, Puisque {u,-} engendrent U, u est une
combinaison linéaire des u; et puisque {w].} engendrent W, w est une combinaison linéaire des w;.

U= gyt oaguy, o g, a; €K
w = ble1 + b2wj2 + -+ bmwjm, b, € K
Ainsi v o= Ut w = aguy + Aoy, +oe b agyy, + b1wj1 + b2wj2 +oee + bmw]-m

et donc {uj, wj} engendrent U + W.

4.36. Démontrer le théoréme 4.9 : L’espace vectoriel V est la somme directe de ses sous-espaces
Uet W sietseulement si (i) V=U + Wet (i) UN W = {0}

Supposons ¥V = U @ W. Alors un vecteur quelconque v € V peut &tre écrit uniquement sous la forme
v=uwu+ wol u € Uetw& W, Ainsi en particulier ¥V = U + W. Supposons maintenant que v € U N W.
Alors

(Dv=v+0ouww€U 0EWEet(2)v=0+rvou0€U vEW.
Puisqu’une telle somme pour v doit &tre unique, v = 0. Dou U N W = {o0}.

D’autre part, supposons ¥V = U + W et U N W = {0}. Soit v € V. Puisque V = U + W il existe
u€ Uet w€&€ W de telle sorte que v = u + w. Il nous reste 4 démontrer qu’une telle somme est unique.
Supposons donc que v = 1’ + w' ol ¥ € U et w € W. Alors

wtw = u +w d’ol u—u = w—w
Mais u — ¥ € Uet w — w € W ; donc puisque U N W = {0},
u—u =0, w—w =0 d’ou u =u, w = w

Ainsi une telle somme pour v € V est unique et V=U o W.

4,37. Soit U et W deux sous-espaces de R> définis par
U= {(abec):a=b=c} et W = {(0, 0, ¢)}
(Remarquons que W est le plan yz). Montrer que R3 = U @ W.
Remarquons d’abord que U N W = {0}, pour v = (g, b, ¢) € U N W implique que
a=b=c e a=0 quiimplique ¢ =0,b=0,c = 0.
donc v = (0, 0, 0).

Nous pouvons donc affirmer que R3=U+ W Siv=1(q b, ¢c) € R3, alors v = (g, a, @) + €0, b —a, ¢ — a)
oi§3 (@ a,a) € Uet{0, b —a c— a) €W, Les deux conditions U N W = {o}etR3=U+w impliquent
R'=U®W.

4.38. Soit V l’espace vectoriel des n matrices carrées sur un corps R. Soient U et W les sous-
espaces des matrices symétriques et antisymétriques respectivement. Montrer que V = U & W.
(La matrice M est symétrique si et seulement si M = M’ et antisymétrique si et seulement
si M! = — M).

Montrons d’abord que V' = U + W, Soit 4 une matrice carrée n arbitraire. Remarquons que
A=2U+4aD+ @ - 4D
Nous affirmons que % (4 + 4% € U et que ;— (4 — A" € W. Car
(LA +AY)E = LA+AY = JAT+ AN = LA+ A1
c’est-a-dire que % (4 +A4") est symétrique. De plus
(HA~A9 = LA—AY = J(A—4) = —L(A—AY
c’est-a-dire que % (A4 — AY est antisymétrique.

Montrons ensuite que U N W = {0} Supposons M € U N W. Alors M = M et M' = — M qui im-
pligue M = —M ou M = 0, Donc UN W = {0}, dob V=U ®W.
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PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

ESPACES VECTORIELS

4,39, Soit V I’ensemble des suites infinies (‘11' ay. . .) sur un corps K avec une addition dans ¥V et une multi-
plication scalaire sur V définies par
(g, @5, ...) + (by, b5, ...) = (a;+by,ap+ by, ...)
klag, ag, ...) = (kag, kay, ...)
ol a,, b]-, k € K. Montrer que V est un espace vectoriel sur K.

4.40. Soit V I’ensemble des couples (¢ , ») de nombres réels avec une addition dans ¥ et une multiplication
scalaire sur V définies par
(@, ) +(¢;d) = (a+e,b+d) et k(a, b) = (ka, 0)

Montrer que ¥ satisfait tous les axiomes de I'espace vectoriel sauf [M,]: lu = u. Donc {M,] n’est pas une
conséquence des autres axiomes.

4.41. Soit ¥V I’ensemble des couples (¢ , b) de nombres réels, Montrer que ¥ n’est pas un espace vectoriel sur
R avec une addition dans V et une multiplication sur V définies par:
(i) (@, b +(c,d) = (e+d,b+e) et k(a, b) = (ka, kb);
(ii) (a,b) +(c,d) = (a+c,b+d) et k(a, b) = (a, b);
(iii) (@, b) + (¢, d) = (0,0) et k(a, b) = (ka, kb);
(iv) (@, b) + (¢, d) = (ac, bd) et k(a, b) = (ka, kb).

4.42., Soit ¥V ’ensemble des couples (zy 22) de nombres complexes. Montrer que ¥V est un espace vectoriel sur
le corps des réels R avec une addition dans ¥ et une multiplication scalaire sur ¥ définies par

(21, 22) + (wy, wy) = (z1+ wy, 25+ wy) and k(zy, 29) = (kzy, kzy)
ol z,, z,, w;, w, € Cet Kk ER.

4.43, Soit ¥V un espace vectoriel sur K, et soit F un sous-corps de K. Montrer que V est aussi un espace vecto-
riel sur F, ol Paddition vectorielle par rapport 4 F est la méme que celle par rapport 4 K, et ou la mul-
tiplication scalaire par un élément k € F est la méme que la multiplication par k élément de K,

4.44. Montrer que [4,], page 63, peut &tre obtenu a partir des autres axiomes de ’espace vectoriel,

4.45. Soient U et W des espaces vectoriels sur le corps K. Soit ¥ ’ensemble des couples (x, w) ol u appartient
AUetwaW, ;V={_( w): u€U w&E W}. Montrer que V est un espace vectoriel sur K avec 'addi-
tion dans V et la multiplication scalaire sur ¥ définies par

(u, w) + (W, w) = (u+u, w+w) et k(u, w) = (ku, kw)

ovu ¥ EU, w, w €W et k €K. (Cet espace V est appelé la somme directe extérieure de U et W).

SOUS-ESPACES

4.46. Considérons l'espace vectoriel ¥ du probléme 4.39, des suites infinies (e, a,, ...) sur un corps K. Montrer
que W est un sous-espace de ¥ si :

(i) W contient toutes les suites dont la premiére composante est nulle,
(ii) W contient toutes les suites avec seulement un nombre fini de composantes non nulles.

4.47. Déterminer si oui ou non W est sous-espace de R3 si W contient les vecteurs (g, b, ¢) € R? pour lesquels
(a=2b; () a<b<c;(i)ab=0;@{)a=0b=c;{ a=b%; (v kia + kb + kyc = 0 ol
k; € R.
l -~ R

4,48, Soit ¥V un espace vectoriel des matrices carrées n sur le corps K. Montrer que W est un sous-espace de
V si W est ensemble des matrices (i) antisymétriques A* = — A4 ; (ii) triangulaires supérieures ;
(iii) diagonales ; (iv) scalaires.
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4.49. Soit AX = B un systéme non homogéne d’équations linéaires & n inconnues sur un corps K. Montrer que
I’ensemble des solutions n’est pas un sous-espace de K.

4.50. Soit ¥ I’espace vectoriel de toutes les fonctions du corps réel R vers R. Montrer que W est un sous-espace
de V dans chacun des cas suivants :

(i) W est ’ensemble de toutes les fonctions bornées. (Ici f : R = R est bornée s’il existe un M € R
tel que |[f(x)| < M,V x € R).

(ii) W est ’ensemble de toutes les fonctions paires. (Ici : f : R = R est paire si f(— x) = f(x),V x € R).
(iii) W est I’ensemble de toutes les fonctions continues.

(iv) W est ’ensemble de toutes les fonctions différentiables.

(v) W est ’ensemble de toutes les fonctions intégrables, c’est-d-dire ici intégrables sur 0 <X x < 1.

(Les trois derniers cas demandent la connaissance d’un peu d’analyse)

4.51. Discuter si oui ou non R? est un sous-espace de R>,

4.52. Démontrer le théoréme 4.4 : L’intersection d’'un nombre quelconque de sous-espaces d’un espace vectoriel
V est un sous-espace de V.

4.53. Supposons U et W deux sous-espaces de I’espace vectoriel V, pour lesquels U U W est aussi un sous-espace.
Montrer que l'on a soit U C W soit W C U.

COMBINAISONS LINEAIRES
4.54. Considérons les vecteurs u = (1, — 3, 2) et v = (2, — 1, 1) de R?,
(i) Ecrire (1, 7, — 4) comme une combinaison linéaire de u et v.
(ii) Ecrire (2, — 5, 4) comme combinaison linéaire de u et de v,
(iii) Pour quelle valeur de k le vecteur (1, k, 5) est-il une combinaison linéaire de u et de v ?

(iv) Trouver une condition liant a, b, ¢ de telle sorte que (g, b, ¢) soit une combinaison linéaire de
u et de v.

4.55. Ecrire 1 comme une combinaison linéaire des polynémes v = 22 + 3r — 4 et w = 2 — 2t — 3 ol
() u=232+8 —5; () u= 4> -6t — 1.

] .. . 1 1 1 1 1 —1
4,56. Ecrire £ comme une combinaison linéaire de A = < >, B = <_1 > et C = < 0>

0 —1
o i (i) E = G :;) i) E = <_i _;)

GENERATEURS

4.57. Montrer que (1, 1, 1), (0, 1, 1) et (0, 1, — 1) engendrent R3, c’est-a-dire qu’un vecteur quelconque
(a, b, c) est une combinaison linéaire des vecteurs donnés.

4.58. Montrer que le plan yz W = {(0, b, ¢)} de R® est engendré par (i) (0, 1, 1) et (0, 2, — 1);(ii) (0, 1, 2),
0, 2, 3) et (0, 3, 1).

4.59. Montrer qur les nombres complexes w = 2 + 3i et z = 1 — 2i engendrent le corps complexe C considéré
comme un espace vectoriel sur le corps des réels R,

4,60. Montrer que les polyndmes (1 — H3,a - £)? , 1 —t et 1 engendrent ’espace des polyndomes de degré
< 3.

4.61. Trouver un vecteur de R3 qui engendre l'intersection de U et W out U est le plan xy : U = {(a, b, 0)}
et W est I’espace engendré par les vecteurs (1, 2, 3) et (1, — 1, 1).

4.62. Démontrer que L (S) est I'intersection de tous les sous-espaces de ¥V contenant S.
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4.63. Montrer que L(S) = L (S U {0}. Ce qui est équivalent & dire en adjoignant ou en supprimant d’un en-
semble le vecteur nul, nous ne changeons pas 'espace engendré par ensemble.

4.64. Montrer que si S C T, alors L(S) C L(T).
4.65. Montrer que L (L(S)) = L (S).

ESPACE LIGNE D’UNE MATRICE

4.66. Déterminer lesquelles parmi les matrices suivantes ont le méme espace ligne :

Ao (12 /112 0_2*13
_<3—4 5)° “<2 3 -1)’ R G
3 -5 1

4.67. Soient Uy = (ly 1, —1)) Uy = (21 3, —1)) U3 = (3’ 1, _5)
v = (1’ -1, _3)’ Vg = (3y -2, _8): vy = (27 1, _3)

Montrer que le sous-espace de R> engendré par les u; est le méme que le sous-espace engendré par les v,
i i

4.68. Montrer que si une ligne quelconque d’une matrice échelonnée (resp. e.r.l.) est supprimée, alors la matrice
obtenue est toujours du méme type.

4.69. Démontrer la réciproque du théoréme 4.6: Des matrices ayant le méme espace ligne (et les mémes dimen-
sions) sont équivalentes lignes.

4.70. Montrer que A et B ont le méme espace colonne si et seulement si A" et B? ont le méme espace ligne.

4.71. Soient 4 et B des matrices pour lesquelles le produit 4B est défini. Montrer que ’espace colonne de 4B
est contenu dans 1’espace colonne de 4.

SOMMES ET SOMMES DIRECTES

4.72. Etendons la notion de somme i des sous-ensembles arbitraires non vides (non nécessairement des sous-
espaces) S et T d’un espace vectoriel V en définissant S + T ={s+t:5€8, € 7). Montrer que cefte
opération vérifie les propriétés suivantes :

(i) la loi est commutative:S + T = T + S;

(ii) la loi est associative:(S; + §,) + S5 =8, + (S, + S3);
(ii) S +{0}={0}+S=3S5;

(iv) S+ V=v+8=V.

4.73. Montrer que pour un sous-espace quelconque W d’un espace vectoriel V, W + W = W

4.74. Donner un exemple d’un sous-ensemble S d’un espace vectoriel V, qui n’est pas un sous-espace de V, mais
pour lequel i) S + S =5, (i) § + S C§ (inclus strictement).

4.75. Etendons la notion de somme de deux sous-espaces i plus de deux sous-espaces comme il suit. Si
Wi, Wy, ..., W, sont des sous-espaces de V alors

Wi+ Wyt oo + W, = {wtwy+ - +w,: w, €W}
Montrer que :
D LWy, Wy ..., W) = W+ Wyt -+ + W, |
(ii) Si S, engendre W, i = 1,..., n,alors §; U S, U...US, engendre W+ W+, . .+ Wn.
4.76. Supposons que U, V et W soient des sous-espaces d’un espace vectoriel. Démontrer que
UnvVy + (Unw) < Un(V+W)

Trouver des sous-espaces de R%, pour lesquels I'égalité n’est pas vérifiée.
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Soient U, V et W les sous-espaces suivants de R3:
U = {(a,b,e): a+b+c=0}, V = {(a,b,¢): a=¢}, W = {(0,0,¢): ¢c €ER}
Montrer que (i) R3I=U+ 7V, () R®=U+ w, (i) R3i=7V +w. Quand la somme est-elle directe ?

Soit ¥ I’espace vectoriel de toutes les fonctions du corps réel R dans R. Soit U le sous-espace des fonc-
tions paires et W le sous-espace des fonctions impaires. Montrer que V = U & W. (Rappelons que f est

paire si et seulement si f(— x) = f(x) et f est impaire si et seulement si f(— x) = — f(x)).

Soient W,, W,,... des sous-espaces d’un espace vectoriel V pour lesquels W; C W, C ... . Soit

W= W, UW,U.,.. . Montrer que W est un sous-espace de V.

Dans le précédent probléme supposons que S; engendre W;, i = 1, 2 ... Montrer que S = S, U S, U..
engendre W,

Soit ¥V I’espace vectoriel des m-matrices carrées sur un corps K. Soit U un sous-espace de V formé des ma-
trices triangulaires supérieures et W le sous-espace des matrices triangulaires inférieures. Trouver
GUu+tw, @unw

Soit V la somme directe extérieure des espaces vectoriels U et W sur un corps K (voir probléme 4.45).
Soit

A

U = {(w,0): v € UY, W = {(0,w): w€E W)}
Montrer que (i) U et W sont des sous-espaces de V, (ii)) V = Ue w.

REPONSES DES PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

(i) Oui (iv) Oui.

(i) Non : exemple (1, 2, 3) € W mais (v) Non : exemple (9, 3, 0) € W
- 21,2, 3)& W mais 2(9, 3, 0) & W.

(iii) Non: exemple (1, 0, 0),(0, 1,0) € W (vi) Qui.

mais non leur somme.

(i) Soient f, g € W avec Mf et Mg bornées par f et g respectivement. Alors quels que soient les scalaires

a, b €R,

(af +bg)(@)| = |af(x) +bg(®)| = |af(z)| + |bg(x)| = la||f(=) + |bjlg(x)] = l|a|M;+ oM,
C’est-a-dire, |al Mf + |b] Mg est borné par la fonction af + bg.

(i) (af + bg)(—x) = af(—x) + bg(—z) = af(x) + bg(®) = (af + bg)(x)

Non. Bien qu’un seul permette d’identifier le vecteur (¢, b) € R?, par exemple (¢, b, 0) dans le plan xy
de R3, ce sont des éléments distincts appartenant a des ensembles disjoints.

(i) —3u+2v. (ii) Impossible. (iii) k= —8. (iv) a—3b—5¢c = 0.

(1) »=2v—w. (ii) Impossible.

(i) E = 24 — B+ 2C. (ii) Impossible.
(2: —5’ 0)-
A et C.

Former la matrice 4 dont les lignes sont les u; et la matrice B dont les lignes sont les v;, et montrer
alors que 4 et B ont les mémes formes canoniques lignes.

(i) Dans R?, soit § = {70, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3),...}.
(ii) Dans R2, soit § = {(0, 5) (0, 6), (0, 7) ...}.

La somme est directe dans ii) et iii).

F6) = L f(x) + f(= x)) + 2@ = f= %)), ob 7 (Fx) + f(= x)) estpaire et 5 (F(x) ~ f(= x)
est impaire.
QA V=U++ W () UN W est ’espace des matrices diagonales.



CHAPITRE 5

Base et dimension

INTRODUCTION
Quelques-uns des résultats fondamentaux établis dans ce chapitre sont :
(1) On peut définir une notion de “dimension” d’un espace vectoriel.
(2) Si V a pour dimension n sur K, alors V est “isomorphe” a K" (Théoréme 5.12).

(3) Un systéme d’équations linéaires a une solution si et seulement si la matrice du sys-
téme et la matrice augmentée ont le méme ‘‘rang” (Théoréme 5.10).

Ces concepts et ces résultats ne sont pas triviaux et répondent a certaines questions posées et étu-
diées par les mathématiciens de la fin du siécle dernier et du début de ce siécle.

Nous commencerons ce chapitre par la définition de la dépendance et de l’indépendance liné-
aires. Cette définition joue un role essentiel dans la théorie de l’algébre linéaire et en mathématiques
en général.

DEPENDANCE LINEAIRE

Définition : Soit V un espace vectoriel sur le corps K. Les vecteurs v,,...,v, € V sont dits
linéairement dépendants sur K, ou simplement dépendants s’il existe des scalaires
a ., a, € K non tous nuls, tels que :

aivy + Qe+ -+ AV = 0 (*)

19"

Sinon les vecteurs sont dits linéairement indépendants sur K, ou simplement indé-
pendants.

Remarquons que la relation (*) est toujours vérifiée si les a, sont tous nuls. Si cette relation
est vérifiée seulement dans ce cas, c’est-a-dire

awy + avs + -+ + @uvm = O seulement si @, =0, ..., an=20

les vecteurs sont linéairement indépendants. Par contre si la relation (*) est vérifiée lorsque 1’un
des a, n’est pas nul, alors les vecteurs sont linéairement dépendants.

Remarquons que si O est 'un des vecteuwrs v,, v,,.., v, , par exemple v, = 0, alors les vec-
teurs doivent étre dépendants car :

1’2)1+0?)z+"'+0?}m = 104+0+ ---4+0 = 0

le coefficient de v, n’étant pas nul. D’autre part un vecteur quelconque v non nul est par lui-
méme indépendant :

kv = 0, v # 0, implique %k = 0.
D’autres exemples de vecteurs dépendants et indépendants suivent :
Exemple 5.1 : Les vecteurs u = (1, — 1, 0), v = (1, 3, — 1) et w = (5, 3, — 2) sont dépendants
puisque 3u + 2v — w = 0,
31, —1,0) + 2(1,3,—-1) — (5,3,—-2) = (0,0,0)
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Exemple 5.2 : Montrons que les vecteurs u = (6, 2, 3, 4),v =(0,5, -3, ID)et w= (0,0, 7, — 2)
sont indépendants. Supposons que xu + yv + zw = 0 ou x, y et z sont des scalaires
inconnus. Alors

x(6, 2, 8, 4) + (0,5, —3,1) + 2(0,0,7, —2)
= (6x, 2x+ 5y, 3x — 3y + 72, 4z + y — 22)

1l

(0,0,0,0)

et ainsi en égalant les composantes correspondantes

6x =0
2x + 5y =0
3x—3y+ 7z = 0
dx + y— 2z = 0

La premiere équation donne x = 0 ; la seconde équation avec x = 0 donne y = 0 ; et
la troisiéme équation avec x = 0 et y = 0 donne z = 0. Ainsi

xu+yv+z2zw = 0 implique =0, y=0, 2=0
Les vecteurs u, v, w sont alors indépendants.

Remarquons que les vecteurs dans I’exemple précédent forme une matrice mise sous la forme
échelonnée.,

6 2 3 4
0 5-3 1
0 0 7 -2

Ainsi, nous avons montré que les lignes (non nulles) de la matrice précédente sous la forme éche-
lonnée sont indépendantes. Ce résultat reste vrai en général ; nous I’énoncons donc sous la forme
d’un théoréme a cause de son usage fréquent.

Théoréme 5.1 : Les lignes non nulles d’une matrice sous sa forme échelonnée sont linéairement
indépendantes.
On peut définir de la maniére suivante pour plus d’un vecteur la notion de dépendance
linéaire.

Les vecteurs v,, v,,..., v, sont linéairement dépendants si et seulement si I'un d’entre

eux est une combinaison linéaire des auires.

Supposons que v; soit une combinaison linéaire des autres vecteurs :
Vi = v + -+ Gi-1Vior + Qi1 Vier + 0 QpUnm

Ajoutons — v; aux deux membres, on obtient
avr + 2+ Ge1Vi-cr — Vi GVt F o QU = 0
ou le coefficient de v, n’est pas nul ; ainsi les vecteurs sont linéairement dépendants. Réciproque-
ment supposons que les vecteurs soient linéairement dépendants, c’est-a-dire
biwi+ - - +bwi+ - +bmom = 0 OU by = 0

- - -1 —1
Alors v; = —b; Ybvy — - — b; lbj—l'Ui—l — b bj+1vje1 — 0 — by bnvm

et ainsi v, est une combinaison linéaire des autres vecteurs.

Indiquons maintenant un lemme plus important que celui qui précede et qui a des consé-
quences multiples et importantes.

Lemme 5.2 : Les vecteurs non nuls v,,...,v, sont linéairement dépendants si et seulement
si I'un d’entre eux, v;, est une combinaison linéaire des vecteurs précédents :

vi = kwy + keve + -0+ kic1vi—1
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Remarque 1 : L’ensemble {v,, v,,...,v,} est dit un ensemble dépendant ou indépendant suivant
que les vecteurs v, v,, ..., v, sont dépendants ou indépendants. Nous définissons
aussi ’ensemble vide ) comme ensemble indépendant.

Remarque 2 : Si deux des vecteurs v,,...,v
sont dépendants. En effet
Vy = v2+0vs+ - +0vm = 0

et le coefficient de v, n’est pas nul.

., sont égaux, par exemple v, = v,, alors les vecteurs

Remarque 3 : Deux vecteurs v, et v, sont dépendants si et seulement si I’'un d’entre eux est un
multiple de ’autre.

Un ensemble contenant un sous-ensemble dépendant est lui-méme dépendant. Par
suite un sous-ensemble quelconque d’un ensemble indépendant est indépendant.

Remarque 4

Remarque 5 : Si Pensemble {v,, v,,...,v,} est indépendant, une permutation quelconque des

vecteurs {vil, Uiys e vim} est aussi indépendante.

Remarque 6 : Dans ’espace réel R3, la dépendance des vecteurs peut étre représentée géométri-
quement de la maniére suivante : deux vecteurs quelconques u et v sont dépen-
dants si et seulement §’ils appartiennent a la méme droite issue de D’origine ; trois
vecteurs quelconques u, v et w sont dépendants si et seulement s’ils appartiennent
au méme plan passant par l’origine.

u et v sont dépendants u, v, w sont dépendants,

BASE ET DIMENSION

Commencgons par la définition.

Définition : Un espace vectoriel V est dit de dimension finie n, ou a pour dimension n, on écrit
dim V = n, s’il existe n vecteurs linéairement indépendants e,, e,, e;, ..., e, qui
engendrent V. La suite {e,, €y, s e,} est appelée une base de V.

La définition précédente de la dimension d’un espace vectoriel a un sens par suite du théo-
réme suivant :

Théoréme 5.3 : Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Chaque base de V a alors le méme
nombre d’éléments.

L’espace vectoriel {0} a par définition la dimension 0. (Dans un certain sens ceci est en accord
avec la définition précédente, puisque par définition @ est indépendant et engendre {0}). Lorsqu’un
espace vectoriel n’est pas de dimension finie, on dit qu’il s’agit d’un espace vectoriel de dimension
infinie,

Exemple 5.3 : Soit X un corps queiconque. Considérons ’espace vectoriel K" qui contient tous les n-tuples
formés d’éléments de K. Les vecteurs
e, = (1,0,0,...,0,0)

en = (0,0,0,...,0,1)

forment une base, appelée la base usuelle ou base canonique de K”. Ainsi K" a pour di-
mension n,
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Exemple 5.4 : Soit U l'espace vectoriel de toutes les matrices 2 x 3 sur un corps K. Les matrices
1 0 0 0 1 0 0 0 1
00 0/7 \0 0 0>’ 00 o>’
0 0 ¢ 0 0 0 0 0 0
10 0/’ 01 0/ \o 01

forment une base de U. Ainsi dim U = 6. Plus généralement, soit ¥ 1’espace vectoriel
de toutes les matrices m x n sur K et soit F;; € ¥V la matrice dont le i élément est 1

et 0 partout ailleurs. Alors 1’ensemble {E }est une base, appelée base usuelle de V
(Probléme 5.32) ; en conséquence dim V’ = mn

Exemple 5.5 : Soit W I’espace vectoriel des polyndmes en r de degré < n. L’ensemble {1, 1, t%,..., "}
est linéairement indépendant et engendre W. Ainsi il s’agit d’une base de W et donc
dim W=n+ L.
L’espace vectoriel V' de tous les polyndmes n’est pas de dimension finie puisque
(probléme 4.26) aucun ensemble fini de polyndmes n’engendre V.

Le précédent théoréme fondamental sur la dimension est une conséquence de l'important
lemme suivant :

Lemme 5.4 : Supposons que Vensemble {v,, v,,...,v,} engendre un espace vectoriel V. Si
{w,,...,w,,} est linéairement indépendant, alors m < n et V est engendré par un
ensemble de la forme

(W1, ..o, W, Vi oo, Vi)

Ainsi, en particulier, n + 1 ou un nombre plus grand de vecteurs de V sont liné-
airement dépendants.

Remarquons que dans le lemme précédent nous avons remplacé m vecteurs dans ’ensemble
engendrant ’espace vectoriel par m vecteurs indépendants et que nous avons obtenu toujours un
ensemble engendrant 1’espace vectoriel.

Supposons maintenant que S soit un sous-ensemble d’un espace vectoriel V. On dit que
{v1 e ees vn} est un sous-ensemble indépendant maximal de S si :

(i) c’est un sous-ensemble indépendant de S et
(i) {v,,...,v,,, w} est dépendant pour tout w € S.
On a alors le théoreme suivant :
Théoréme 5.5 : Supposons que S engendre V et que {v,,...,0v,} soit un sous-ensemble indé-
pendant maximal de S. Alors {v,,...,V,} est une base de V.

La relation principale entre la dimension d’un espace vectoriel et ses sous-ensembles indé-
pendants, est contenue dans le théoréme suivant.

Théoréme 5.6 : Soit V un espace vectoriel de dimension finie n. Alors

(i) Un ensemble quelconque de n + 1 ou d’un nombre supérieur de vecteurs
est dépendant.

(ii) Un ensemble quelconque linéairement indépendant est une partie d’une
base, c’est-a-dire peut &tre prolongé a une base.

(ili) Un ensemble linéairement indépendant de n éléments est une base.

Exemple 5.6 : Les quatre vecteurs de K*
(1,1,1, 1), (0,1,1,1), (0,0,1,1), (0,6,0,1)

sont linéairement mdependants puisqu’ils forment une ma;crme sous forme échelonnée,
De plus puisque dim K4 = 4, ils forment une base d¢ K.

Exemple 5.7 : Les quatre vecteurs de R3
(257, —132, 58), (43,0, —17), (521, —317, 94), (328, —512, —731)
doivent &tre linéairement dépendants puisqu’ils sont extraits d’un espace vectoriel de di-
mension 3,
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DIMENSION ET SOUS-ESPACES

Les théorémes suivants établissent des relations de base importantes entre la dimension d’un
espace vectoriel et la dimension d’un sous-espace.

Théoréme 5.7 : Soit W un sous-espace d’un espace vectoriel V de dimension n. Alors dim W < n.
En particulier si dim W = n, alors W = V.
Exemple 5.8 : Soit W un sous-espace de ’espace réel R3. Donc dim R? = 3 ; d’ott d’aprés le théoréme
précédent la dimension de W peut &tre seulement 0, 1, 2 ou 3. Il s’ensuit les cas :
(i) dim W
(ii) dim W = 1, alors W est une droite issue de lorigine.

I

0, alors W = {0} est réduit au seul vecteur nul c’est-a-dire & l'origine.

(iii) dim W = 2, W est alors un plan passant par l’origine.
(iv) dim W

I

3, W est alors I’espace entier R3.

Théoréme 5.8 : Soient U et W des sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un espace vecto-
riel V. Alors U + W est de dimension finie et

dim (U + V) = dim U + dim W — dim (U N W)
Remarquons que si V est la somme directe de U et W, c’est-a-dire V= U @ W, on a
dim V = dim U + dim W (Probléme 5.48).

Exemple 5.9 : Supposons que U et W soient respectivement le plan xy et le plan yz de
R®: U={(a b, 0)}, W=1{(0, b, ¢)}. Puisque R3=U+ W, dim (U + W) =3. On a
aussi dim U = 2 et dim W = 2, D’apres le théoréme précédent,
3=2++ 2 —dim (U N W) c’est-a-dire (UN W) = 1,
Remarquons que ceci est en accord avec le fait que U M W est 1’axe des y.
UNn w={(, b, 0)} et donc a pour dimension 1.

RANG D’UNE MATRICE

Soit A une matrice m x n quelconque sur un corps K. Rappelons que l’espace ligne de A
est le sous-espace de K" engendré par les lignes de A, et l’espace colonne de A est le sous-
espace de K™ engendré par ses colonnes. Les dimensions de l’espace ligne et de l’espace colonne
de A sont appelées, respectivement, le rang ligne et le rang colonne de la matrice A.

Théoréme 5.9 : Le rang ligne et le rang colonne d’une matrice A sont égaux.

Définition : Le rang de la matrice A, que ’on écrit rang (A), est la valeur commune du rang ligne
et du rang colonne de A.

Ainsi le rang d’une matrice donne le nombre maximum de lignes indépendantes ainsi que le
nombre maximum de colonnes indépendantes. Nous pouvons obtenir le rang d’une matrice comme
suit :

1 2 0 -1
Supposons A4 = {2 6 —3 —3| . Réduisons A a sa forme échelonnée, en utilisant des
3 10 -6 —5

opérations élémentaires sur les lignes de la matrice.
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1 2 0-1 1 2 0-1
A dou{0 2 -3 -1]|dou |0 2 -3 -1
0 4 -6 -2 0 0 0 0

Rappelons que les matrices équivalentes lignes ont le méme espace ligne. Ainsi les lignes non nulles
d’une matrice échelonnée, qui sont indépendantes d’apres le théoréme 5.1, forment une base de
I’espace ligne de A. Donc le rang de A est 2.

APPLICATIONS AUX EQUATIONS LINEAIRES

Considérons un systeme de m équations linéaires a n inconnues x,, x,,...,x, sur un corps K :
A2y + Qs + -0+ QinZa = by
anT1 + A%z + -0+ Qe = Do
Q11 + Amele + -+« + Amaln = bm

ou I’équation matricielle équivalente
AX = B
ou A = (al.j) est la matrice des coefficients et X = (x;) et B = (b;) sont les vecteurs colonnes

représentant respectivement les inconnues et les constantes. Rappelons que la matrice compléte ou
augmentée de ce systéme est définie par la matrice

4581 A1z ... Qi by

Qa1 U222 ... Q2 b2
(4, B) = "

Am1 Am2 Amn bm

Remarque 1 : Les équations linéaires.précédentes sont dites dépendantes ou indépendantes suivant
I p
que les vecteurs correspondants, c’est-a-dire les lignes de la matrice complete, sont
dépendantes ou indépendantes.

Remarque 2 : Deux systémes d’équations linéaires sont équivalents si et seulement si leurs matrices
complétes correspondantes sont équivalentes lignes, c’est-a-dire ont le méme espace
ligne,

Remarque 3 : Nous pouvons toujours remplacer un systeme d’équations par un systéme d’équations
indépendantes, de telle maniére que ’on ait un systéme sous forme échelonnée. Le
nombre d’équations indépendantes sera toujours égal au rang de la matrice complete.

Remarquons que le systéme précédent est aussi équivalent a 1’équation vectorielle

a1 (43T) Qin b1

21 12 a b
x| )+ 22 + o & M =

Am1 am2/ Amn bm

Ainsi le systéme AX = B a une solution si et seulement si le vecteur colonne B est une combi-
naison linéaire des colonnes de la matrice A ; c’est-a-dire appartient a 1’espace colonne de A. Ceci
nous donne le théoreme d’existence fondamental suivant :

Théoréme 5.10 : Le systéme d’équations linéaires AX = B a une solution si et seulement si la
matrice des coefficients A et la matrice compléete (4 , B) ont le méme rang.
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Rappelons (théoréme 2.1) que si le systéme AX = B a une solution, par exemple v, alors sa
solution générale est de la forme v + W ={v + w : w € W} ou W est la solution générale du
systéme homogeéne associé AX = 0. Maintenant W est un sous-espace de K" et donc a une di-

. mension. Le théoréme suivant dont nous donnerons la démonstration dans le chapitre suivant
(page 127) s’applique.

Théoréme 5.11 : La dimension de l’espace solution W d’un systéme homogéne d’équations liné-
aires AX = 0 est n — r ou n est le nombre d’inconnues et r le rang de la ma-
trice des coefficients A.

Dans le cas ou le systéme AX = 0 est sous sa forme échelonnée, alors il a précisément

n — r variables libres (voir page 21), par exemple Ko XiysnoesXy Les solutions v,,...,v,_,

sont linéairement indépendantes (Probléme 5-43) et donc forment ﬁrie base de 1’espace solution.

Exemple 5.10 : Trouver la dimension et une base de I’espace solution W du systéme d’équations
linéaires.
x+2y —42+3r— s = 0
x+ 2y —22+2r+ s =0

22 +4y — 22+ 3r+4s = 0

Réduisons le systéme a sa forme échelonnée :
x+2y—4z2+3r— s =0
22— r+2s = 0 et alors
6z —3r+6s = 0

x+2y—4z2+3r— s = 0
2z — r+ 2s

Il
=

Il y a 5 inconnues et 2 équations (non nulles) dans la forme échelonnée ; donc
dim W = 5 — 2 = 3, Remarquons que les inconnues libres sont y, r et 5. Donc
(

) y=1,r=0,8=0, (ii) y=0,r=1,s=0, (i) y=0,r=0,s=1
qui permet d’obtenir les solutions suivantes :

vy = (—2; 10,0, 0)) Vg = (_1: 0, %y 1, 0)1 Vg = (—3’ 0,—-1,0, 1)

L’ensemble {Vp vy, v3} est une base de l’espace solution W,

COORDONNEES

Soit {e,, e,,...,e,} une base d’'un espace vectoriel V de dimension n sur un corps K, et
soit v un vecteur quelconque de V. Puisque {e;} engendre V, v est une combinaison linéaire des e; ;

’U:azlel+a2e2+"'+anen, a’iéK

Les e; étant indépendants, une telle représentation est unique (Probléme 5-7) c’est-a-dire que les n
scalaires a,, ..., a, sont complétement déterminés par le vecteur v et la base {e;}. Nous appelons
ces scalaires les coordonnées de v sur la base {e;}, et nous appelons le n-tuple (a,, a,,...,q,) le
vecteur-coordonnée de v relatif a la base {e;}; on note [v], ou plus simplement [v] lorsqu’il n’y a
pas d’ambiguité :

[v]e = (a1, @z, ..., an)

Exemple 5.11 : Soit V Pespace vectoriel des polyndmes de degré < 2:
V = {at2+bt+e¢: a,b,c €ER}
Les polyndmes
e =1, e =t—1 et ez = (t—1)2 = 2 —2t+1

forment une base de V. Soit v = 2t — 5¢ + 6. Trouver [ v ],, les coordonnées du vec-

e’
teur v relatives & la base {e,, €y, e3}.
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Ecrivons v comme une combinaison linéaire des e; en utilisant les inconnues x, y
etz:v=xe *ye t zes.

22— 5t + 6

it

(1) + y(t—1) + 2(t2— 2t + 1)
= os+yt—y+at?—22042

= 22+ (y—2)t+ (x—y+2)
Egalons les coefficients des mémes puissances de ¢ les uns aux autres :

r—y+ 2z = 6
y— 2z = -5
z = 2
La solution du systéme précédent est x = 3, y = — 1, z = 2, Ainsi

v = 3¢y — ey + 2e3, et donc  [v], = (8, —1,2)
Exemple 5.12: Considérons ’espace réel R3, Trouver les coordonnées du vecteur v = (3, 1, —4) relative-
ment & la base f; = (1, 1, 1), f; = (0, 1, 1), f3 = (0, O, 1).
Ecrivons v comme combinaison linéaire des f; en utilisant les inconnues x, y et z :
v = xf; +yf, + zf;.
(3,1, —4) x(1,1,1) + (0,1, 1) + 2(0, 0, 1)
(x, x, 2) + (0, , ) + (0, 0, 2)

(x, 24y, x+y+2)

il

I

En égalant les composantes correspondantes les unes aux autres on obtient le sys-
téme équivalent d’équations

x = 3
x+y = 1
ctyt+z = —4
Ve
/ ayant pour solution x = 3, y = — 2, z = - 5. Ainsi [v]f= (3, —2, —5).

Remarquons que relativement 4 la base usuelle e, = (1, 0, 0),e, = (0, 1, 0),
e; = (0,0, 1),les coordonnées du vecteur v sont identiques & v lui-méme,[v], = (3,1, —4)=».

Nous avons montré qu’a chaque vecteur v € V, il correspond relativement a une base donnée
{e,,...,e,} un n-tuple [v], de K". D’autre part, si (a;,a,,.., a,) € K", il existe un vecteur de
V de la forme a, e, + ...+ a, e, . Ainsi la base {e; } détermine une correspondance biunivoque
entre les vecteurs de V et les n-tuples de K". Remarquons aussi que si

~

v = e + -+ +a.e, correspond a (ai,...,0qn)

et w = biey+ - + bpen correspond a  (by,...,bn)

alors

v+w=(a +b)e + ..o+ (a
pour un scalaire quelconque k € K

+ b,)e, correspond a (a,,...,a,) +(b;,...,b,) et

n

kv = (ka)ey + - -+ + (kas)e, correspond a  k(ay, . ..,0n)
c’est-a-dire [v+wle = [v]e +[w]e et [kv]e = k[v]e

Ainsi la correspondance biunivoque précédente entre V et K" conserve les opérations de l’espace
vectoriel, addition vectorielle et multiplication par un scalaire ; on dit alors que V et K" sont iso-
morphes, on écrit V = K". On énonce formellement ce résultat par :

Théoréme 5.12 : Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps K. Alors V et K" sont
isomorphes.
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L’exemple suivant donne une application pratique du résultat.

Exemple 5.13 : Déterminer si les matrices suivantes sont dépendantes ou indépendantes

1 2 -3 —4 3 8 —11
4 = . B = 13 , _ >
4 0 1 6 5 4 16 10 9
Les coordonnées des vecteurs des matrices précédentes sont relativement a la base

de Pexemple 5.4 page 89 :
A} = (1,2,-3,4,0,1), [B] = (1,3,—4,6,5,4), [C] = (8,8,-11,16,10,9)

Formons la matrice M, dont les lignes sont les coordonnées des vecteurs précédents:

1 2 -3 4 0 1
M = 1 3 —4 6 5 4
3 8 —11 16 10 9

Réduisons M i sa forme échelonnée:

1 2 -3 4 0 1 /1 2 -3 4 0 1
M doufo 1 -1 2 5 3 d’olt |0 1 -1 2 5 3
0 2 -2 4 10 6 \o o o0 o0 o o

Puisque la matrice échelonnée a seulement deux lignes non nulles, les vecteurs coordon-

nées [A4], [B] et [C] engendrent un espace de dimension 2 et donc sont dépendants. Donc
les matrices initiales 4, B et C sont dépendantes.

PROBLEMES RESOLUS

DEPENDANCE LINEAIRE

5.1

5.2.

Déterminer si les vecteurs u et v sont ou non linéairement dépendants avec:

@) w=(34),v=(,-3) (i) » = (4,3,-2), v = (2,-6,7)

(i) »=(2,-3), v = (6-9) (iv) w = (—4,6,-2), v = (2,-3,1)

o) w=(172 A\ (24 B\ gy ol 278\, /65 4
3 0 —1>’ <6 0 -2> <6 -5 4>’ <1 2 —3>

(Vi) w = 2—5t+6t2— 3, v = 3 + 2t — 4t + 53

(viii) w = 1 — 3t + 2¢* — 3¢3, v = —3 + 9t — 6¢> + 9¢3

Deux vecteurs u et v sont dépendants si et seulement si 'un des vecteurs est un mulitple de ’autre.

IDnon 2)oui:carv=3u 3)non 4)oui:caru=—2v S5)oui:carv = 2u 6)non 7) non
8) oui: car v = — 3u.

Déterminer si oui ou non les vecteurs suivants de R>® sont linéairement dépendants.:
i) (1,-2,1),(2,1,-1),(7,-4,1) (iii) (1,2,-3),(1,-3,2), (2,—1,5)
(ii) (1,-3,7),(2,0,-6), (3, —1,—1), (2,4,-5) (iv) (2,-3,7),(0,0,0), (3,-1,—4)

1) Méthode 1. Ecrivons qu’une combinaison linéaire quelconque des vecteurs u, v, w est égale au vecteur
nul en utilisant les scalaires inconnus x, y, z:

x(1,—2, 1)+ (2,1, -1 +2(7,—4,1)= (0,0, 0



5.3.

2)
3)

4)

Chapitre 5/Base et dimension 95

Alors (¢, —22, x) + Qy,y, —y) + (T2, —4z,2) = (0,0,0)
ou (x+2y+ 72, 2x+y—4z,e—y+2) = (0,0,0)

En égalant les composantes correspondantes les unes aux autres on obtient le systéme homogéne équi-
valent que l’'on réduit 3 sa forme échelonnée :

z+2y+72 =0 x+2y+ Tz = 0
x+2y+T72 =0
—2x+ y—4z = 0 ou 5y + 10z = 0 ou
y+ 2z = 0
r— y+ z =0 ~3y — 62 = 0

Le systtme réduit a sa forme échelonnée n’a que deux équations non nulles & trois inconnues ;
d’olr le systéme admet une solution non nulle. Ainsi les vecteurs unitiaux sont linéairement dé-
pendants.

Méthode 2 : Formons la matrice dont les lignes sont les vecteurs donnés et réduisons-la 4 sa forme
échelonnée en utilisant les opérations élémentaires sur les lignes:

1 -2 1 1 -2 1 1 -2 1
2 1-1] dou|0 5 —3] dol {0 5 —3
7 —4 1 0 10 —6 0 0 0

Puisque la matrice échelonnée a une ligne nulle, les vecteurs sont dépendants. (Les trois vecteurs don-
nés engendrent un espace de dimension 2).

Oui, puisque quatre vecteurs quelconques (ou plus) de R3 sont dépendants.

Formons la matrice dont les lignes sont les vecteurs donnés et réduisons cette matrice a4 sa forme éche-
lonnée, grice & des opérations élémentaires sur les lignes:

1 2 -3 1 2 -3 1 2 -3
1 -8 2|dou [0 -5 5| dod {0 —5 5
2 -1 5 0 -5 11 0 0 6

Etant donné que la matrice échelonnée n’a pds de ligne nulle, les vecteurs sont indépendants.
(Les trois vecteurs donnés engendrent un espace de dimension 3).

Puisque 0 = (0, 0, 0) est 'un des vecteurs, les vecteurs sont dépendants.

Soit V l’espace vectoriel, des matrices 2 x 2 sur R.Déterminer si les matrices A, B, C € W
sont dépendantes ou :

(i)

) (2 ey

y 1 2 /3 -1 /1 -5
(")A:<3 1>’ B"(z 2)’ C"<—4 0>

1))

Ecrivons qu’une combinaison linéaire des matrices 4, B et C est égale i la matrice nulle en utilisant
les scalaires inconnus x, y et z, c’est-a-dire x4 + yB + zC = 0. Ainsi

()G G e) = Go)
o CDGG) = @)

zt+yt+z x+z> _ 0 0>
ou < x x+y 0 0
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2)

5.4. Soit V l’espace vectoriel des

Algébre linéaire

Egalons les composantes correspondantes les unes aux
équivalent

x+y+z
x + z =
%

®+y

autres, on obtient ainsi le systéme homogéne

0
0
0
0

En résolvant le systéme précédent, on obtient seulement la solution nulle, x = 0, y = 0, z = 0. On a

ainsi montré que x4 + yB + zC implique x =
ment indépendantes.

Soit une combinaison linéaire des matrices 4, B, C qu

D’oli
1 2 + 3 —1
x +
3 1> Y\2 2>

r 2 3y —y
ou + +
3x x 2y 2y
v+ 3y + =z
ou
3x + 2y — 4z
Egalons les composantes correspondantes les unes aux
géne que ’on réduit 4 sa forme échelonnée :
r+3y+ 2z =0
22 — y—5z = 0
3x + 2y — 42z = 0
x + 2y =0
ou finalement x + 3y
Yy

systéme dans sa forme échelonnée a une inconnue
-1,z 1. Nous avons ainsi montré que

Le
x
y

>

indépendants ou dépendants ou :

(@)

() u=1+42—-2t+3, v

1)

u=1t—-324+5t+1, B -t248t+2, w

462 —t+4, w

v =

Ecrivons une combinaison linéaire des polyndomes u, v
ment nul, en utilisant les scalaires inconnus x, y et z ;

a(t3 — 382+ 5t + 1) + y(t3 — 2 + 8t +
ou

ou (x+y+2)83 + (—3x —y —42)t2 + (b

0,y =

xt3 — 3wt + bat + x + yi3 — y2 + Syt + 2y + 2283 — 42t2 + 92t + 5z

0, z = 0 ; les matrices 4, B, C sont linéaire-

e nous égalons 4 zéro; on a x4 + yB + 20 =0,
1 -5 0 0
z =
-4 0 [V
z —bz 0 0
—4z 0> S \o o

2 —y — bz 0 0
x + 2y T \0 0

autres. On obtient ainsi le systéme équivalent homo-

x+3y+ 2z = 0

—Ty —T2 = 0
ou Ty — T2 = 0
—y— z =0
+z = 0
+z =10

libre, et donc une solution non nulle, par exemple
xA + yB + zC = 0 n’implique pas que x 0,

0, donc les matrices sont linéairement dépendantes.

polyndmes de degré < 3 sur R. Déterminer si u, v, w € V sont

203 — 442+ 9t + 5
3834+ 8t2 -8t + 7

et w que nous égalons au polyndme identique-

c’est-a-dire xu + yv + zw = 0. Ainsion a :

2) + 2213 — 42+ 9t +5) = 0
=0

+8y+0)t+ (x+2+52) = 0

Les coefficients des puissances de ¢ doivent étre chacun nuls.

x4+ ¥+ 2z

—3z — y— 4z

bx + 8y + 9z =

x + 2y + bz

|
==

En résolvant le systéme homogéne précédent, nous obtenons seulement la solution nulle x = 0, y = 0,

z = 0, ainsi 4, », w sont indépendants.
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Ecrivons qu’une combinaison linéaire des polyndmes u, v et w est égale au polyndme identiquement
nul, en utilisant les scalaires inconnus x, y et z ; c¢’est-d-dire xu+ yv + zw = 0. Donc
(B3 F 42— 26+ 3) + y(t3+ 62—t +4) + (3B + B2 —8t+7) = 0
ou 283 + 4ot — 2xt + 3x + ytd + 6yt2 — yt + 4y + 3263 + 8282 - 82t + Tz = 0

ou (x+y+3)3 + (de+6y+82)12 + (—2x—y—8)t + Bx+4y+72) = 0

En égalant a zéro chacun des coefficients des puissances de ¢ et en réduisant le systéme a la forme
échelonnée :

r+ y+32 =0 x+y+3z =0
4 + 6y +8 = 0 2y —4z = 0
ou
—2x—- y—8 =0 y—2z2 = 0
3x +4y+ Tz = 0 y—2z = 0
ou finalement ety+38 =0
y—2z = 0

Le systéme dans sa forme échelonnée a une inconnue libre et donc a une solution non nulle. Nous
avons montré que xu + yv + zw = 0 n’implique pas que x = 0, y = 0, z = 0 ; ainsi les polyndmes
sont Iinéairement dépendants.

5.5. BSoit V Pespace vectoriel des fonctions de R dans R. Montrer que f, g, h € V sont indépen-
dantes ou 1) f(t) = e2?, g(¢t) = 2, h(t) = ¢, 2) f(t) = sint, g(t) = cost, h(t) = t.

Dans chaque cas, écrivons qu’une combinaison linéaire des fonctions est égale a la fonction nulle 0, en

utilisant les scalaires inconnus x, y, z :xf + yg + zh = 0 ; et montrons donc que x = 0, y = 0, z = 0. On
peut affirmer que xf + yg + zh = 0, veut dire que, pour chaque valeur de £, xf(¢) + yg(t) + zh(t) = 0.

D

2)

Dans ’équation xe?? + yt2 + 2zt = 0, remplagons

t = 0 on obtient ze®+ 40+ 20 = 0 ou x = 0
t = 1 on obtient ze2+y +2 = 0
t = 2 on obtient wet+ 4y +2z = 0
x =0
Résolvons le systéme xe?2 + y + z = 0 on obtient seulement la solution x = 0,y =0,z =0

xe* +4y+2:2=0
Ainsi f, g % sont indépendants,
Méthode 1: Dans 'application xsinz + ycost + zt = 0, remplacons
t=0 pourobtenir x.0+y.1+2z2.0=0 ou y=20

t = 72 pourobtenir x,1 + y,0+zn/2 = 0 ou x +7z/2=0
t =m pourobtenir x.0 + y(-1)+z.7=0 ouv —y + 7z

i

]
=

i

y =0
Résolvons le systéme<{ x + 7z/2 = 0 on obtient seulement la solution x = 0, y = 0, z = 0. Donc

-y +az=0
f, g et h sont indépendants.

Méthode 2: Prenons les dérivées premiére, seconde et troisiéme de xsint + y cost + zt = O par
rapport a ¢,

zcost — ysint +z = 0 (1)
—xsint — ycost = 0 (2)
3

i
=

—xcost + ysint
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5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

Algebre linéaire

Additionnons (1) et (3) ;on obtient s = 0. Multiplions (2) par sin ¢ et (3) par cos?, et ajoutons:

sint X (2): —xsin?2t — ysinftcost = 0
cost X (8): —wcos?t + ysinfcost = O
—2x(sin%t + cos? t) = 0 ou 2z =20

Enfin, multiplions (2) par — cost et (3) par sin?, et additionnons ; on obtient :
ylcos2t + sin2t) = 0 oy y = 0

Puisque xsint+ycost+z2t = 0 implique 2=0, y=0, 2=0

on en déduit que f, g, # sont indépendants.

Soient u, v et w des vecteurs indépendants. Montrer que u + v, u —v et u — 2v+ w sont
aussi indépendants.

Supposons x(u + v) + y(u — v) + z(u — 2v + w) = 0 ol x, y et z sont des scalaires. Alors
xu +xv+yu—yv+zu — 2zv+zw=0o0u

+yt+tut+(x—y—220v+20 = 0
Mais u, v et w sont linéairement indépendants ; donc les coefficients dans la relation précédente sont égaux
chacun 4 0:
x+y+ =z

0
x—y— 22 0
0

z

La seule solution du systéme précédent est x = 0, y = 0, z = 0.Donc u + v, u — v, et u — 2v + w sont
indépendants.

Soient v, , v,, ..., v, des vecteurs indépendants, et supposons que u« soit une combinaison
linéaire des v;, c’est-a-dire u = a,v, + a,v, + ---+ @, v, ou les g; sont des scalaires. Mon-
trer que la décomposition précédente de u est unique.
Supposons u = b,v, + byv, +---+ b v, ol les b, sont des scalaires. En soustrayant,
0 = u—u = (a;—by)vy + (ag—b)va + -+ + (@, — b))V

Mais les v; sont linéairement indépendants ; donc les coefficients dans la relation précédente sont égaux cha-
cun 4 0:

a;—b; = 0, ay—by, = 0, ey @y — by, =0

Donc a; = by, a, = b,,..., a,, = b, etla décomposition précédente de u suivant une combinaison linéaire
des v; est unique.

Montrer que les vecteurs v = (1 + i, 2i) et w = (1, 1 + i) de C? sont linéairement dépen-
dants sur le corps complexe C, mais sont linéairement indépendants sur le corps réel R.

Rappelons que deux vecteurs sont dépendants si et seulement si I’'un d’entre eux est un multiple de
lautre. La premiére coordonnée de w étant 1, v peut étre un multiple de w ssi v = (1 + i)w. Mais1+i€R;
donc v et w sont indépendants sur R. Puisque

A+dw = A+, 144 = (1+4,2) = v
et 1 + i € C, ils sont dépendants sur C,

Supposons que S ={v, ,..., v, }contient un sous-ensemble dépendant, par exemple {v,v,,...,U,}.
Montrer que S est aussi dépendant. Donc chaque sous-ensemble d’un ensemble indépendant est
aussi indépendant.

Puisque{v,, ..., v, }est dépendant, il existe des scalaires ay, ..., @, non tous nuls, tels que

ayvy +agwy+ -0 + @, = 0
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Dong il existe des scalaires a,, a,,...,4q,, 0,0,...,0,non tous nuls, tels que

aw; + - +aw, + 0vpy + 000 + 00, =0

Donc S est dépendant.

5.10. Supposons que {v,, v,,..., v,;l} soit indépendant, mais que {v,, v,,...,v
dant. Montrer que w est une combinaison linéaire des v;.

. » W} soit dépen-

Méthode 1: Puisque le systéme{v,,v,,..., v, , w}est dépendant, il existe alors des scalaires ¢, , a,,...q,,,
b non tous nuls, de telle sorte que a;v; +a,v, +..-+aq, W + bw= 0. Si b= 0, alors 'un desa n’est pas nul
eta v, tayv, *+---+a_ v, = 0. Mais ceci est en contradlcnon avec I'hypothése que {», v, , v3,... s Vo oS
indépendant. Donc b # 0 et donc

w = b (~aw;— - —apvy,) = —b7lew, — - — b7l

C’est-2-dire que w est une combinaison linéaire des v,.

Méthode 2: Siw = 0, alors w = Ov; + ...+ 0y, . D’autre part, si.w # 0, alors d’aprés le lemme 5.2, I'un des
vecteurs de{v1 s Vaseees Vs w} est une comb1na1son linéaire des vecteurs précédents, Ce vecteur ne peut pas
étre 'un des v puisque{v1 s Vgseees Uy } est indépendant. Donc w est une combinaison linéaire des ;.

DEMONSTRATIONS DE THEOREMES

5.11. Démontrer le lemme 5.2. Les vecteurs non nuls v,, v, ,..., v, sont linéairement dépendants si
et seulement si 'un d’entre eux, par exemple v;, est une combinaison linéaire des vecteurs précédents :
v = a v tTau, tee-ta v,
Supposons v; = a;v; + -+ a;_,v;_;. Alors

vy + s ey v gy — v 00+ s F 00, = 0
et le coefficient de v; n’est pas 0. Donc les v; sont linéairement dépendants.

Réciproquement, supposons que les v; soient lmealrement dépendants. Il existe alors des scalaires ¢,,4,,.. .4
non tous nuls, de telle sorte que ¢, v, + .-+ + g, v, = 0. Soit k le plus grand entier tel que 4, # 0. Alors

1

1
awy + o b av F0v s 00, =0 ou et ey = 0

Supposons & = 1; alots a;v, = 0, ¢, # 0, donc v, = 0. Mais les »; ne sont pas des vecteurs nuls ; donc

k> 1et

Ve = —a 1

e hee g )
k 21?1 @y A1V —1

Donc v, est une combinaison linéaire des vecteurs précédents.

5.12. Démontrer le théoreme 5.1 : Les lignes non nulles R, ,R,,..., R, d’une matrice sous la
forme échelonnée, sont linéairement indépendantes.

Supposons {Rn R, ..., Rl} dépendant., Alors I'une des lignes, par exemples R, est une combi-
naison linéaire des lignes précédentes :

R, = am+1Rm+1 + am+2Rm+2 Tt aan (*)

Supposons maintenant que la kiémes composante de R, soit le premier élément non nul. Alors puisque la

matrlce est sous sa forme échelonnée, les kiémes composantes de R,,,¢,..., R, sont toutes nulles, et donc
la kiéme composante de (*)esta,,,.0+a,,,.0+---+a,,0= 0. Mais ceci est en contradiction avec
le fait que la kieme composante de R,, n’est pas nulle. Ainsi R,,R,,..., R, sont indépendantes.

5.13. Supposons que {v,, v, , ..., v,} engendre l’espace vectoriel V. Démontrer:

1) Siw € V, alors{w,v,,...,U,} est linéairement dépendant et engendre W.

2) Si v; est une combinaison linéaire des vecteurs précédents, alors {v,,..., V;_{, Uy 1,. .0, U, )
engendre V.
1) SiwE V¥, alors w est une combinaison linéaire des v; puisque {vi Yengendre V. Donc {w, Visewos vm}

est linéairement dépendant. Il est évident que w avec les v; engendrent ¥ puisque les v; eux-mémes
engendrent V. Donc {w, VisewosV } engendre V.
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(2) Supposons que v; = kv, + ...+ k;,_ v, ,. Soitu € V. Puisque{vi} engendre V, u est une combi-

naison linéaire des v;, c’est-3-dire v = ¢, v; + ... + ¢, v, . En remplacant v; par sa valeur, on obtient :

w = ay+ o Fa v ekt v ) TVt T apn

(ag+ak)vy + - +(a g tad v+ a; vy + o0 0y,

Ainsi {», ..., Vi s Viggr oo vm} engendre V. En d’autres termes, nous pouvons supprimer v; de

I’ensemble générateur et obtenir un ensemble générateur

5.14. Démontrer le lemme 5.4 : Supposons que {v,, v,,...,V,} engendre ’espace vectoriel V.
Si{w,, w,,...,w,} est linéairement indépendant, alors m < n et V est engendré par un

ensemble de la forme {w,,...,w,,, v . }. Ainsi en particulier n + 1 ou un

.. 2 Pd - n_m V'
nombre supérieur de vecteurs de V sont linéairement dépendants.

il,..

I suffit de démontrer le théoréme dans le cas ol les v, ne sont pas tous nuls. Puisque les {vi}engen-
drent V, nous savons d’aprés le probléme précédent que

{wyg, vy, -0, V) (1)

est linéairement dépendant et donc engendre V. D’aprés le lemme 5-2, I'un des vecteurs de (/) est une
combinaison linéaire des vecteurs précédents. Ce vecteur ne peut pas étre w, il doit donc &tre 'un des
v, par exemple v, Ainsi d’aprés le précédent probléme, nous pouvons supprimer v de I’ensemble géné-
rateur (1) et obtenir ’ensemble générateur

{wly Vs« ey vj~ly vj+ 1r == o) vn} (2)
Répétons le méme processus avec le vecteur w,. Donc puisque (2) engendre V, I’ensemble
{wy, Wo, Vi, ooty Vi1, Viggy ey V) 3

est linéairement indépendant et engendre aussi V. De nouveau a ’aide du lemme 5-2, 'un des vecteurs
de (3) est une combinaison linéaire des vecteurs précédents. Ce vecteur ne peut étre w , Ou w,, puisque
{W;, ..., w,} est indépendant ; donc ce vecteur doit &tre 1’un des vecteurs v, par exemple v,. Ainsi
d’aprés le probléme précédent, nous pouvons supprimer v, de I’ensemble générateur (3) et on obtient le
nouvel ensemble générateur

{Wi, Wa, Uy, o, Vg, Virry e Vel Vb ts - - ey V)

Répétons ce processus avec w, et ainsi de suite. A chaque étape nous pouvons ajouter 1’un des vec-
teurs w et supprimer 'un des vecteurs v dans I’ensemble générateur. Si m < n, on obtient finalement
un ensemble générateur de la forme demandée:

{wl,...,wm,vil,...,'vi 3}

Finalement, nous montrons que m > n n’est pas possible. D’autre part, aprés n des démarches ci-dessus,
nous obtenons ’ensemble générateur {wl, ..., W, Cela implique que W,,, est une combinaison liné-
aire de wy, ..., w,, ce qui est contraire 4 ’hypothése que {wl} est linéairement indépendant,

5.15. Démontrer le théoréeme 5.3 : Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Alors chaque
base de V a le méme nombre de vecteurs.

Supposons que {el, €y enns en} soit une base de V et supposons que{f;, f,,...,} soit une autre
base de V. Puisque{ ¢;} engendre V, la base{f,, f,, ...} doit contenir n ou un nombre inférieur de
vecteurs, ou sinon le systéme précédent est dépendant d’aprés le précédent probléme. D’autre part, si la
base {fl, a0 .} contient moins de n vecteurs, alors {el, cee en} est dépendant d’aprés le probléme pré-
cédent. Donc la base { fir Fas et .} contient exactement n vecteurs et alors le théoréme est vrai.

5.16. Démontrer le théoreme 5.5 : Supposons que {v,, ..., v,} soit un sous-ensemble indépen-
dant maximal d’un ensemble S qui engendre un espace vectoriel V. Alors {v, v,,...,v,}
est une base de V.

Supposons w € S, Puisque {vi} est le sous-ensemble maximum indépendant de S, {Vv Vosewns Vs w}
est linéairement dépendant. D’aprés le probléme 5.10, w est une combinaison linéaire des v;, c’est-a-dire
w € L(y,;). Donc § C L(v;). Ceci conduit 3 V' = L(S) C L(y;) C V. Donc, {v; } engendre V et, {vi} étant
indépendant, c’est une base de V.
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5.17. Supposons que V soit engendré par un ensemble fini S. Montrer que V est de dimension
finie et en particulier qu’un sous-ensemble de S est une base de V.

Méthode 1. Parmi tous les sous-ensembles indépendants de S et il y a un nombre fini d’entre eux puisque
S est fini, il y en a un au moins qui est maximal. D’aprés le précédent probléme ce sous-ensemble de S
est une base de V.,

Méthode 2. Si S est indépendant, c’est une base de V. Si S est dépendant, 'un des vecteurs est une combi-
naison linéaire des vecteurs précédents. Nous pouvons supprimer ce vecteur et obtenir encore un ensemble
générateur. Nous continuons ce processus jusqu’a obtenir un sous-ensemble qui est indépendant et engendre
V ¢’est-&-dire une base de V,

5.18. Démontrer le théoreme 5.6 : Soit V de dimension finie n. Alors

(i) Un ensemble quelconque de n + 1 ou d’un nombre supérieur de vecteurs est linéai-
rement dépendant.

(ii) Un ensemble quelconque linéairement indépendant est une partie de la base.

(iii) Un ensemble linéairement indépendant de n éléments est une base.

Supposons que {e;,...,e,} soit une base de V.
(i) Puisque {el, e en} engendre ¥V, n + 1 vecteurs ou un nombre supérieur de vecteurs sont dépen-
dants d’aprés le lemme 5.4,
(ii)  Supposons que {Vp ..., v} soit indépendant. D’aprés le lemme 5.4, V est engendré par un ensemble
de la forme
S ={vy..,vne,. ..,e 3}

D’aprés le précédent probléme, un sous-ensemble de S est une base. Mais S contient n éléments et
chaque base de V et contient n éléments. Donc § est une base de V' et contient comme sous-
ensemble {v,, v,,..., .}

(iii) D’aprés (ii) un ensemble indépendant 7 de n éléments est une partie d’une base, Mais chaque base
de ¥V contient n éléments, Donc T est une base.

5.19. Démontrer le théoreme 5.7 : Soit W un sous-espace d’un espace vectoriel V a n dimensions.
Alors dim W < n. En particulier si dim W = n alors W = V.

Puisque V est de dimension n, n + 1 vecteurs ou un nombre supérieur de vecteurs sont linéairement
dépendants. De plus, puisqu’une base de W contient uniquement des vecteurs indépendants, elle ne peut
pas contenir plus de n éléments. Donc dim W < n,

En ‘particulier, si {w,...,w,} est une base de W, puisque c’est un ensemble indépendant de n élé-
ments, c’est aussi une base de V. Donc W = ¥V lorsque dim W = n.

5.20. Démontrer le théoréme 5.8 : dim (U + W) = dim U + dim W — dim (UNW).

Remarquons que U N W est un sous-espace a la fois de U et W. Supposons que dim U = m, dim W = n
et que dim (U N W) = r. Supposons de plus que {v,, Vogse oo v,} soit une base de U N W, D’aprés
le théoréme 5.6: (i) nous pouvons étendre {v;} & une base de U et a une base de W ;par exemple :

{Vgy cvvs Vg Ugy ooy Uyt et {V1y v eay Vpy Wiy o v oy Wy p)

sont des bases de U et W respectivement. Soit
B = {vg, cey Uy Uy - oy Umey W1y - -, Wy r}

Remarquons que B 4 exactement m + n — r éléments. Ainsi le théoréme est démontré si nous pouvons
montrer que B est une base de U + W. Puisque {v,, ul-}engendre U et {v;, w,} engendre W, l'union

B = {vi, Uj wk} engendre U + W. 11 suffit alors de montrer que B est indépendant.

Supposons
av + o Fav, by + o by U, W T e w, = 0 )

b, ¢, sont des scalaires. Soit

0 a
o j

i

v o= awy + or F e, by oo+ bt 1))
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Daprés (I), nous avons aussi
VT Wy T T G Wy 3

Puisque {vi, u].} C U, v € U d’aprés (2) ; et puisque {w,} C W, v = W d’aprés (33 Donc v € U N W.
Maintenant {vi}est une base de U M W et donc il existe des scalaires dy, d,,...,d, pour lesquels
v=dv, +d,v, +...d,v,. Nous avons alors d’aprés (3)

dlvl i drvr + CWy + oot Cp—yWp—p = 0

Mais {vi, wk} est une base de W et donc est indépendante. Donc il s’ensuit les égalités principales

¢, =0,...,¢,_, = 0. Remplagons dans (/) on obtient :

avy+ o Faut byuy b by Uy, = 0

Mais {vi, uj}est une base de U et donc est indépendante. Il s’ensuit donc les égalités principales
ay=0,...,8,=0,b,=0,...,b = Q.

? T m—t

Puisque I’équation (1) implique que les a;, b; et ¢, sont tous nuls. B = {v

u;, Wit est indépendante
et le théoréme est démontré.

i

5.21. Démontrer le théoréme 5.9 : Le rang ligne et le rang colonne d’une quelconque matrice
sont égaux.

Soit 4 une matrice quelconque m x n

Qg1 Q2 Qin

Q. Aoy (22
A — 21 2. n

Am1 Amg - Tnn

Soient R, R,,...,R,, les différentes lignes de cette matrice :
Rl - (all’a12’ ey al‘n): reey Rm = (amli Amgs « - > amn)
Supposons que le rang ligne soit r et que les r vecteurs suivants forment une base de l’espace ligne:

S;= (011, baa, ooy by}, Sp = (bay, bag, oo boy), ooy Sy = by, bygy 1, By

Alors chacun des vecteurs lignes est une combinaison linéaire des S :
Ry = kyS; +keSe + 000+ kg S,
By = kySy + kpSy 4+ -o0 + kS,
R, = EpiSi+ kpeSe + -0+ kS,

ol les k;; sont des scalaires. En égalant les idmes composantes de chacune des équations vectorielles pré-
cédentes on obtient le systéme d’équations suivant, chacune étant valable pour i = 1,...,n

ay = Kby + Egby + e kb

Gy = Forby + kgoby + oo+ Kgyby

Ui = Kby b Kpobyy + 00 A+ Kby
Ainsi pouri = 1,...,n :
ay; Feyy kyy ky,
1.12.1 = by k21 + by k22 + 0+ by, k2,
Ty Fermy Kma Ky

En d’autres termes, chacune des colonnes de 4 est une combinaison linéaire des r vecteurs
>

kll klz klr
k21 k22 L k2r

o s oy
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Ainsi ’espace colonne de la matrice 4 a une dimension au plus égale 4 r, c’est-a-dire que le rang colonne
< r. Donc le rang colonne <X rang ligne.

De maniére semblable (ou en considérant la matrice transposée 4°) on obtient rang ligne < rang co-
lonne. Donc le rang ligne et le rang colonne sont égaux.

BASE ET DIMENSION

5.22. Déterminer si oui ou non les vecteurs suivants forment une base de I’espace vectoriel R3 :

() (1,1,1) et (1,-1,5) (iii) (1,1,1), (1,2,3) et (2,—1,1)
(i) (1,2, 8), (1,0, —1), (3, —1, 0) (v) (1,1,2), (1,2,5) et (5,3, 4)
et (2,1,-2)

(i) et (ii) non ; car une base de R> doit contenir exactement 3 éléments, puisque R3 est de dimension 3.

(iii) Les vecteurs forment une base si et seulement §’ils sont indépendants. Formons donc la matrice dont
les lignes sont les vecteurs donnés, et réduisons les lignes i une forme échelonnée :

11 1 1 1 1 1 1
1 2 38| dob o 1 2| doi g
2 -1 1 0 —3 —1 0 0 5

La matrice échelonnée n’a pas de ligne nulle ; ainsi les trois vecteurs sont indépendants et donc
forment une base de R3,

(iv) Formons la matrice dont les lignes sont les vecteurs donnés et réduisons la matrice a4 sa forme éche-
lonnée, par des opérations élémentaires sur les lignes :

1 1 2 1 1 2 1 1 2\
1 5 d’ou 0 1 3 dod [0 1 3
5 3 4 0 -2 —6 0 0 0

La matrice échelonnée a une ligne nulie ; ¢’est-a-dire seulement deux lignes non nulles ; donc les
trois vecteurs sont dépendants et donc ne forment pas une base de R”.

5.23. Soit W le sous-espace de R* engendré par les vecteur (1, — 2, 5, — 3), (2, 3, 1, — 4) et
(8, 8, — 3, — 5). (i) Trouver une base et la dimension de W. (ii) Etendre la base de W a
une base de ’espace complet R?.

(i) Formons la matrice dont les lignes sont les vecteurs donnés et réduisons-la 4 sa forme échelonnée
par des opérations élémentaires sur les lignes.

f1 =2 5 -8 1 -2 5 3 1 -2 5 -8
2 3 1 —4}) dob |0 7 -9 2| dou |o 7 -9 2
3 8 -3 —5 6 14 —18 4 0 0 0 0
Les lignes non nulles (1, — 2, 5, — 3) et (0, 7, — 9, 2) de la matrice échelonnée, forment une base

de D’espace ligne, c’est-a-dire de W. Donc en particulier dim W = 2,

(ii) Cherchons quatre vecteurs indépendants qui incluront les deux vecteurs précédents. Les vecteurs
(1, —2,5 —-3),(0,7,—-9,2), (0, 0,1, 0) et (0, 0, 0, 1) sont indépendants (puisqu’ils forment
une matrice échelonnée), et forment donc une base de R™ qui est une extension de la base de W.

5.24. Soit W un espace engendré par les polyndmes
v = =202+ 4t + 1 vy = t*+ 6t —5
vy = 288 — 382+ 9t -1 vy = 28— 52+ Tt+5
Trouver une base et la dimension de W,

2, t, 1) sont respectivement

Les coordonnées des vecteurs polyndmes relativement a la base (t3, t
[v)] = (1,-2,4,1) [vs] = (1,0,86, —5)

1,
[vy] = (2,—8,9,-1) [vg] = (2, —5,7,5)
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5.25.

5.26.

Algébre linéaire

~

Formons la matrice dont les lignes sont les coordonnées des vecteurs précédents et réduisons-laa sa forme
échelonnée, par des opérations élémentaires sur les lignes :

1 -2 4 1 1 -2 4 1 1 -2 4 1
2 —3 9 —1 d’od 0 1 1 -3 d’ott 0 1 1 -3
1 0 6 —5 0 2 2 —6 0 0 0 0
2 -5 7 b 0 -1 -1 3 0O 0 o0 o
Les lignes non nulles (1, — 2, 4, 1) et (0, 1, 1, — 3) de la matrice sous forme échelonnée forment une

base de 1’espace engendré par les vecteurs correspondants et donc forment les polyndmes
th— 2244t + 1 et 2+ ¢t —3

qui sont une base de W. Donc dim W = 2,

Trouver la dimension et une base de l’espace solution W du systéeme

r+2y+22—s5+3t =0

r+2y+32z+s+ t =0

e +6y+8:+s+5f =0

Réduisons le systéme i sa forme échelonnée.
x+2y+2z2— g+3t =0
x+2y+2z2— s+3t =0

v+ 25— 2t = 0 ou \ ,
2+ 2 —2t = 0 S oS 4

22 +4s — 4t = 0
Le systéme dans sa forme échelonnée a 2 équations non nulles & 5 inconnues ; donc la dimension de
I’espace solution W est S — 2 = 3. Les inconnues libres sont j-w€s.f. Donc ;. v
| ‘ s Doney ) g
i) y=1,8s=0,t=0, (i) y=0,s=1,t=0,

(i) y=0,s=0,t=1
ce qui permet d’obtenir les solutions respectives
vy = (_2y 1) O! 0, 0))

v, = (5,0,-2,1,0), w3 = (=7,0,20,1)

L’ensemble{vl, Vs, v3} est une base de l’espace solution W.

Trouver un systéme homogéne dont ’ensemble solution W est engendré par

{(11 _‘2; 0) 3)! (1; —_1: —11 4)1 (11 Oy —2: 5)}

Méthode 1. Soit v = (x, y, z, w). Formons la matrice M dont les premiéres lignes sont les vecteurs donnés
et dont la derniére ligne est v, et réduisons-la & sa forme échelonnée:

1 -2 0 8 1 —2 0 3 1 —2 0 3
1 0—-2 5 0 2 -2 2 0 0 20+y+2z —bx—y+w
\x y oz w 0 2¢+y z —3x+w 0 0 0 0

Les trois premiéres lignes montrent que W a pour dimension 2. Ainsi v € W si et seulement si la ligne
supplémentaire n’augmente pas la dimension de 1’espace ligne. Donc nous allons écrire que les deux der-
niers éléments de la troisiéme ligne sont nuls et nous obtenons ainsi le systéme demandé qui est homogéne :

20 +y + 2z =0

b +y —w = 0

Méthode 2. Nous savons que v = (x, », z, w) € W si et seulement si v est une combinaison linéaire des

générateurs de W:
(xr Y, 2, w) = ”'(1, _29 0, 3) + 8(1! —1) —17 4) + t(l) 0; ‘2; 5)

L’équation vectorielle précédente dont les inconnues sont r, s et ¢ est équivalente au systéme suivant:
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r+ s+ t = x r+s+ t = x r+s8+ t

= x
—2r— s =y s+ 20 = 20ty s+ 2t = 20ty
ou ou 1
—s — 2t = 2z —s — 2t = 2 0 = 2¢x+y + =z
3r +4s + 5t = w s+2t = w~— 3% 0 = baot+y—w

Ainsi ¥ € W si et seulement si le systéme précédent a une solution,c’est-d-dire si
22 +ty+z =0
Be+y—w = 0

Le systéme précédent est le systéme demandé,

Remarque : Observons que la matrice compléte du systéme () est la transposée de la matrice M utili-
sée dans la premiére méthode.

5.27. Soient U et W les sous-espaces suivants de R*:
U= {(a,b,¢,d): b+te+d=0}, W = {a,b,¢,d): a+b=0, c=2d}
Trouver la dimension et une base de (i) U, (ii) W, (iii)) U N W.
(i) Nous cherchons une base de ’ensemble des solutions (a, b, ¢, d) de P’équation

b+c+d =0 ou Ova+b+e+d =0

Les inconnues libres sont ¢, ¢ et d. Posons

1) a=1,¢=0,d=0, (2) a=0,¢c=1,d=0, 3) a=0,¢c=0,d=1
pour obtenir les solutions respectives

vy = (1,0,0,0), vy = (0, —1,1,0), vy = (0,—1,0,1)
L’ensemble{vl, Vy, v3} est une base de U, et dim U = 3.

(i) Nous cherchons une base de l’ensemble des solutions (a, b, ¢, d) du systéme
a+b =0 a+b = 0
ou
c = 2d c—2d = 0
Les inconnues libres sont b et d. Posons
dyb=1,d=0, (2)b=0,d=1
pour obtenir les solutions respectives
vy, =(-1,10,0), v,=1(00,21)
L’ensemble {»,, v,} est une base de W et dim W = 2.

(iii) U N W contient les vecteurs (¢, b, ¢, d) qui satisfont les conditions définies par U et celles définies
par W, c’est-a-dire les trois équations

b+ece+d =0 a+b =0
a+ b =0 ou b+ect+t d =0
c = 2d c—2d = 0

L’inconnue libre est d. Posons d = 1 ; on obtient la solution v = (3, — 3, 2, 1). Ainsi {v} est une
base de U M W est dim (U N W) = 1.

5.28. Trouver la dimension de l’espace vectoriel engendré par

G (1,-2,3 -1) et (1,1,-2,3) (v) <
(i) (3,-6,3,-9) et (—2,4,-2,6) (1 (-
i) 420 13641 et 2t a6tz 0\ 3 g 3 3
(iv) #—2t2+5 et +3t—4 (vii) 3
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5.29.

5.30.

5.31.

Deux vecteurs non nuls engendrent un espace W de dimension 2, s’ils sont indépendants, et de dimen-
sion 1 s’ils sont dépendants. Rappelons que deux vecteurs sont dépendants si et seulement si I'un d’entre
eux est un multiple de l'autre. D’oh (i) 2 ; (i) 1 ; (i) 1; (v) 2 ; (v) 2 ; (vi) 1 ; (vii) 1.

Soit V I’espace vectoriel des 2 x 2 matrices symétriques sur K. Montrer que dim V = 3. Rappe-

lons que A = (g;;) est symétrique si et seulement si A = A’ ou q; = a;).

Une matrice quelconque 2 x 2 symétrique est de la forme A4 = (Z b ) ou a4, b, ¢ € K. Remarquons
qu’il y a 3 variables). Posons ¢

() a=1,b=0,¢=0, (ii)a=0,b=1¢=0, (i) a=0,b=0,c=1

Nous obtenons les matrices respectives

1 0 0 1 0 0
E, = E, = y E, =
! <0 0> ' : <1 0> ’ -(0 1)
Nous avons montré que {£,, £,, E,} est une base de V, c’est-d-dire qu’il engendre V (1) et qu’il est

indépendant (2).

(1) Pour la matrice A précédente dans V, nous avons

A = <‘Z b> = 4B, + bE, + cE,
[

Donc {E£,, £,, E,} engendre V.

(2) Supposons xE; + yE, + zE; = 0, o x, », z sont des scalaires inconnus, c’est-3-dire supposons

que
10 01 00\ _ /0 0 x y\ _ /0 9
“<o 0>+y<1 0> +z<o 1> - <0 0> ou <y z> B <0 o>
En égalant les éléments correspondants les uns aux autres, on obtient x = 0, y = 0, z = 0. En d’autres
termes,

zEy + yEy,+ 2E; = 0 implique =0, y=0, 2=10
En conséquence {El, E,, E3} est indépendant.

Donc {E,, E,, E;} est une base de V et donc la dimension de V est 3.

Soit V l’espace vectoriel des polyndmes en ¢ de degré <X n. Montrer que chacun des en-
sembles suivants constitue une base de V :

(i) (L, ¢, ¢ ..., ), (H) {L,1—¢ (123 ..., (1=, (1)

Donc dim V =n + 1.

(i) N est clair que chacun des polynomes de V est une combinaison linéaire de 1, ¢,..., 71 et £
Deplus 1, 1¢..., =1 et ' sont indépendants puisqu’aucun de ces polyndmes n’est une combi-
naison linéaire des polyndmes précédents. Ainsi {1, #, 2, ..., "} est une base de V,

(ii) (Remarquons que d’aprés (i) dim V = n + 1 ; et donc un ensemble quelconque de n + 1 poly-
ndmes indépendants forme une base de ¥). Chaque polyndme de la suite 1, 1 — £, ..., (1 — )"
est d’un degré supérieur au précédent et donc ne peut &tre une combinaison linéaire des précé-
dents. Donc les n + 1 polynémes 1, 1 — ¢,...,(1 — )" sont indépendants et forment une base
de V.

Soit V D’espace vectoriel des couples de nombres complexes sur le corps réel R (voir pro-
bléme 4.42). Montrer que V est de dimension 4.

Nous affirmons que I’ensemble suivant est une base de V:
B = {(1,0), (4 0), (0, 1), (0, )}

Supposons v € V., Alors v = (z, w) ol z, w sont des nombres complexes et donc de la forme
v={a + bi, ¢c +di) ol g b, ¢, d sont des nombres réels. Donc

v = a(l,0) + b(,0) + ¢(0,1) + d(0,1)

Ainsi B engendre V.
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La démonstration est compléte si nous montrons que B est indépendant. Supposons
€1(1, 0) + @5(i, 0) + 25(0,1) + 20,7 = 0

ou x;, Xx,,x3, X, € R. Alors

o

. . Xyt wet =
(24 + 298, 23+ 248) = (0,0) et donc

<

23+ x4t =

Donc x; = 0, x, = 0, x3 =0, x4, = 0 et donc B est indépendant

5.32. Soit V T'espace vectoriel des matrices m X n sur un corps K. Soit E;; € V la matrice qui
contient 1 comme ij-élément et 0 partout ailleurs. Montrer que {E;; } est une base de V.
Donc dimV = m x n.

Il nous faut donc démontrer que {Ei]-} engendre V et est indépendant.
Soit 4 = (ai].) une matrice quelconque de V, Dot A4 = E' a;; Eij' Donc {Eij}engendre V.

il!

Supposons maintenant que 2 Xy El.]. = 0, ol les x;; sont les scalaires. Le ij-élément de X2 xl-]-El-]- est
A i,j i,j
x; et le j®m®¢&lément de O est 0. Donc x;; = 0, i = 1,...,m,j = 1,..., n. Les matrices sont en consé-

Yy
quence indépendantes.
D’otr {Eif} est une base de V.

Remarque : En considérant un vecteur de K comme une 1 x » matrice, nous avons montré par le précé-
dent résultat que la base habituelle définie dans I’exemple 5.3 page 88 est une base de K* et donc dim K" =n.

SOMMES ET INTERSECTIONS

5.33. Supposons que U et W soient deux sous-espaces distincts de dimension 4 d’un espace vectoriel
V de dimension 6. Trouver les dimensions possibles de U N W,

Puisque U et W sont distincts, U + W contient donc U et W ; donc dim (U + W) > 4, Mais dim(U+ W)
ne peut pas &tre supérieure 4 6, puisque dim ¥ = 6. Nous avons donc deux possibilités : 1) dim (U + W)= 35,
ou 2) dim(U + W) = 6. En utilisant le théoréme 5.8 :dim (U + W) = dim U + dim W — dim (U N W), on
obtient
D5=4+4 —dimUN W) ou dim(UN W)= 3
2)6 =4 + 4 —dim(UN W) ou dim{IU N W)= 2,

Donc la dimension de U M W doit étre soit 2 soit 3.

5.34. Soient U et W deux sous-espaces de R* engendrés par
{1,1,0,-1),(1,2,3,0), (23,3, -1)} et {(1,22,-2),(2,3,2,-3),(1,3,4, -3))
respectivement, Trouver 1) dim(U + W), 2) dim(U N W),

1) U + W est lespace engendré par les six vecteurs. Donc formons la matrice dont les lignes sont les six
vecteurs donnés et réduisons-la a sa forme échelonnée.

1 1 0 -1 1Lo1o0 -1y 1 1 01 11 0=

1 2 3 0 0 1 3 1 0 1 3 1 0 1 3 1

2 3 3 -1 fo 1 3 1 S0 1 21 0 0 -1 -2
d’on d’ott d’ou

1 2 2 —% 0o 1 2 -1 6 0 0 0 0 0 00

\2 3 2 -8 0 1 2-1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 3 4 -3 0 2 4 —2 0 0 0 O 0 0 0 O

Puisque la matrice échelonnée a trois lignes non nulles, dim (I + W) = 3.
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2) Trouvons d’abord la dimension de U et la dimension de W. Formons les deux matrices dont les lignes
sont les générateurs de U et de W respectivement et réduisons-1a 4 sa forme échelonnée par des opérations

élémentaires sur les lignes:

1 1 0 -1 11 0 -1 1 1 0 —1

1 g ojdou [0 1 8 1f(dou [0 1 38 1

2 3 3 -1 0 3 0 0 0 0
et

1 2 2 -2 1 2 2 -2 1 2 2 -2

2 3 2 —g|dot g -1 -2 1)doh [0 -1 -2 1

1 3 4 -3 0 1 2 -1 0 0 0 0

Puisque chacune des matrices échelonnées a deux lignes non nulles, dim U = 2 et dim W = 2. En utili-
sant le théoréme 5.8, on a dim(U + W) = dim U + dim W — dim (U N W),ce qui donne

3 =24+2~dim(UnW) ou dim((UnW) =1
5.35. Soit U un sous-espace de R5 engendré par
{(1,3,-2,23), (1,4, -3,4,2), (23,1, -2,9)}
et soit W le sous-espace de R® engendré par
{(1,8,0,2,1},(1,5,-6,6,3), (2,5,3,2,1)}
Trouver une base et la dimension de 1) U + W, 2) U N W,

1) U + W est ’espace engendré par ’ensemble des six vecteurs. Formons la matrice dont les lignes sont
les six vecteurs et réduisons-la i sa forme échelonnée par des opérations élémentaires sur les lignes :

1 3-2 2 3 1 3-2 2 3

1 4 -8 4 2 0 1 -1 2 -1

2 3-1-2 4|, . [0-3 36 3
103 0 2 1% o 0 2 o0 -2

1 5-6 6 3 0 2 -4 4 0

2 5 3 2 1 0 -1 7 -2 -5

1 3-2 2 3 1 3-2 2 3

0 1 -1 2 -1 0 1 -1 2 -1

.. {0 0o 0 0o o) [0 0o 2 o0-2
doui o 5 2 o2 /9U 1o o 0 0 o
0 0-2 0 ¢ 0 0 0 0 0

0 0 6 0 —6 0 0 0 0 0

L’ensemble des lignes non nulles de la matrice échelonnée
{(lv 37 —2, 2’ 3): (0; 1; —1: 2, _‘1), (0, 0, 2, 0, “2)}
constitue une base de U + W ; donc dim(U + W) = 3.

2) Trouvons d’abord les systémes homogénes dont les ensembles solutions sont U et W respectivement.
Formons la matrice dont les premiéres lignes sont les générateurs de U et dont la derniére ligne est
(x, », z, 5, ) et reduisons-la 4 sa forme échelonnée.

1 3 -2 3 1 -2 2 3
— -1 2 -1
1 4-3 4 2) pon |0 1
2 3 -1 -2 9 0 -3 3 —6 3
x Yy z s t 0 —8x+y 2¢0+z —2x+s —3x-+t
1 3 —2 2 3
don [0 1 -1 2 -1
0 0 —-x+y+z 4dc—2y+s —G6r+y+t
0 0 0 0 0
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Ecrivons que les éléments de la troisiéme ligne sont égaux i 0 de maniére A obtenir le systéme homo-
géne dont I’ensemble solution est U :
—x+y+z =0, dx — 2y +s = 0, —6x+y+t =0

Formons maintenant la matrice dont les premiéres lignes sont les générateurs de W et dont la der
niére ligne est (x, y, z, 5, t) et réduisons-la 4 sa forme échelonnée:

1 0 2 1 1 3 0 2 1
1 5 -6 6 3 d’ob 0 2 —6 4 2
2 2 1 0 -1 3 —2 -1
x y z s t 0 —3¢x+y z —2xr+s8 —x+t
!

1 3 1o 2 1

0 1 -3 2 1

0 0 —-9%+3y+2z 4e—2y+s 20—~y+1i

0 0 0 0 0

Ecrivons que la troisiéme ligne est composée d’éléments que nous égalerons 4 0 pour obtenir le systéme
homogeéne dont I’ensemble solution est W:

-9 +3y+2 = 0, dx — 2y +s = 0, 20 —y+t =0

En combinant les deux systémes, nous obtenons le systéme homogéne dont I’ensemble solution est UN W:

—x+ y+z =0 —x+ y+ 2 =0
4x — 2y +'s = 0 2y + 4z + 8 =0
—6x + ¥y +t =0 —by — 62 +t =0
—9% + 8y + 2 =0 U —6y — 82 =0
4z — 2y + s =0 2y + 4z + s =0
22— y +t =0 y + 2z +t =0
ety + oz =0 —x+y+ z =0
2y + 4z + s =0 % + 4z + s -0
82 +bs+2t =0 ou 8z +B5s+2t = 0
4z + 3s =0 s—2t = 0

s—2t = 0

Il y a une inconnue libre, qui est ¢ ; donc dim(U N W) = 1. Posons ¢ = 2, on obtient Ia solution x=1,
y=4,z=~—3,s5=4, t= 2 Donc {(l, 4, — 3, 4, 2)} est une base de U N W,

VECTEURS COORDONNES

5.36. Trouver les coordonnées de v relativement a la base {1, 1, 1) ; (1, 1, 0) ; (1, 0, 0)} de R3
oul)v=1(4,—3,2), 2)v=1(a b, ¢
Dans chaque cas écrivons que v est une combinaison linéaire des vecteurs de la base en utilisant les sca-
laires inconnus x, y et z:
v = (1,1 1) + y(1,1,0) + 2(1, 0, 0)
et résolvons en x, y, z pour obtenir les vecteurs (la solution est unique puisque les vecteurs de la base sont
linéairement indépendants).
1) 4,-38,2) = 2(1,1,1) + »(1, 1, 0) + 2(1, 0, 0)
(z, z, z) + (¥, ¥, 0) + (2, 0, 0)
(x+y+z xzt+y, x)

En égalant les composantes correspondantes les unes aux autres, on obtient le systéme

z+y+z = A4, x+y = —3, x = 2
Remplagons x par 2 dans la seconde équation ;on obtient y = — 5 ; remplagons ensuite x par 2 et y,par —5
dans la premiére équation ;on obtient z = 7. Amnsi x = 2, y = — 5, z = 7 est la solution unique du systéme

et les coordonnées du vecteur v relativement 4 la base donnée sont [v] = (2, — 5, 7).
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2) (@, b,0) = w(1,1,1) +9y(1,1,0) +2(1,0,0) = wty+z ety )
Alors xt+yt+z =a x+y =10 x=c¢

dolx=c¢,y=b—c,z=a — b. Ainsi [v] = (¢, b — ¢, a — ¢) c’est-a-dire [(a, b, )] = (¢, b — ¢, a — D).

5.37. Soit V P’espace vectoriel des matrices 2 x 2 sur R. Trouver le vecteur coordonné de la matrice
A € V relativement a la base

G G o) o) o a=(i)

Posons 4 comme une combinaison linéaire des matrices de la base en utilisant les scalaires inconnus x, y, z, w:
2 3 1 1 0 -1 1 ~1 1 0
4 = <4 —7> = x<1 1>+ y<1 0> * z<o o>+w<o 0>
x x 0 —y z —z w 0
= +
GGG o)

<x+z+w x—y—z>
x+y z
Ecrivons que les éléments correspondants sont égaux les uns aux autres. On obtient le systdéme
x+et+tw =2, x—y—z = 8, x+y =4, x = T
duquelon tire x = — 7,y = 11, z = — 21, w = 30. Ainsi [4]= (— 7, 11, — 21, 30). (Remarquons que le vec-

teur coordonné de 4 doit &tre un vecteur de R4 puisque dim ¥V = 4),
5.38. Soit W ’espace vectoriel des matrices symétriques 2 x 2 sur R (voir probléeme 5.29). Trouver

— 11 . . 1 —2
) relativement a la base ( ),
— 717 —2 1

(5 (1 2ot |

Ecrivons A sous forme de combinaison linéaire des matrices de la base en utilisant les scalaires inconnus

x, y et z:
4 —11 1 -2 2 1 4 —1 x+2y+4z 2x+y—z
A = + + =
<—11 —7> x<—2 1> y<1 3) z<—1 —5> <~2x+y—z x+3y—5z>

Egalons les éléments correspondants entre eux; on obtient le systéme équivalent d’équations lindaires, et ré-
duisons-le 4 sa forme échelonnée:

4
le vecteur coordonné de la matrice A = (__ 11

x+ 2y + 4z = 4
x+ 2y + 4z = 4 x+ 2y +4z = 4
2+ y— z = —11
ou 5y + Tz = -3 ou by + Tz = —3
—2r+ y— z = —11
y— 92 = —11 52z = b2
x4+ 3y —bz = -7
On obtient z = 1 d’aprés la troisiéme équation, puis y = — 2 de la seconde équation et enfin x = 4 de la
premiére équation. Donc la solution du systéme est x = 4, y = — 2, z = 1. Dot [A] = (4, — 2, 1). (Puisque

dim W = 3 d’aprés le probléme 5.29 le vecteur coordonné de 4 doit étre un vecteur de R3).
5.39. Soit {e,; , e, ,e;} et {f;,f,,f;} des bases d’un espace vectoriel (de dimension 3). Supposons
er = aif1 + asf: + asfs

€y = blfl + b2f2 + b3f3 (1)
_lel + cof s + csf3

f

€3

Soit P la matrice dont les lignes sont les coordonnées des vecteurs e, , e, , e; respectivement
relativement a la base {f;}.
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a; a2 as
P = b1 by bs
C1 Ca C3

Montrer que, pour un vecteur quelconque v € V, [v], P = [v]f. C’est-a-dire qu’en multipliant
le vecteur coordonné de v relativement a la base {e,} par la matrice P, on obtient le vecteur
coordonné de v relativement a la base {f;}. (La matrice P appelée la matrice de changement

de base).

Supposons que v = re; + se, + tes ; alors [v], = (r, 5, ¢ ). En utilisant (1), nous avons

v =

wlayfy+ aofs + asfs) + s(byfy + bofo + bsfs) + teify + cofs + e3fs)
(ray+sby + te))fy + (rag+ sby + teg)fy + (rag+ sby+ teg)fs

D’oi [v]; = (raq+sby -+ tey, ray + sby + tey, rag + sby + tes)
D’autre part
a; @y ag
WP = (r,s,8){ b by by
¢ ¢y Cg

= (ra;+sb; + tey, rag + sby + tey, rag 4 sby -+ tes)

En conséquence {v], P = [v]f.

Remarque : Dans le chapitre 8, nous écrirons les vecteurs coordonnés comme des vecteurs colonnes,
plutdt que de les écrire sous forme de vecteurs lignes, Alors d’aprés ce qui précéde

a; by cl\ r ra; + 8b; + te;
R}, = as by ¢yl s = rdy + sby + teo = [
\@3 b3 cg/ \t rag + sbg + teg

ol Q est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs coordonnés de e, e, et e; respectivement, relative-
ment a la base {fi}. Remarquons que @ est la-transposée de P et que Q est multipliée & droite par le vecteur
[v]., tandis que P est multipliée & gauche par le vecteur [»],.

RANG D’UNE MATRICE

5.40. Trouver le rang de la

matrice A ou

1 3 1-2-3 1 2 -3 1 3
. 1 4 3 -1 -4 .. —
i)y A= (i) 4 = 2 1.0 (iii) 4 = 0 -2
2 3 -4 -7 -3 -2 -1 3 5 —1
3 8 1 —-_‘7 —8 -1 4 -2 -2 8
1) Réduisons par des opérations élémentaires sur les lignes a la forme échelonnée :
1 3 1 -2 -3 1 3 1 -2 -3 1 3 1 -2 -3
1 4 3 -1 —4 d’od 0 1 2 1 -1 d’ott o 1 2 1 -1
2 3 —4 -7 =38 0 -3 6 -3 3 ¢ 0 0 0 ¢
3 8 1 -7 -8 0 —-1 -2 -1 1 o 0o 0 0 O
Puisque la matrice échelonnée a deux lignes non nulles,rang (4)= 2.
2) Puisque le rang ligne est égal au rang colonne, il est facile de former la transposée de A et de réduire
ligne 4 une forme échelonnée:
1 2 -2 -1 1 2 -2 -1 1 2 -2 -1
2 1 -1 4;dot o -3 3 6|dol {0 -3 3 6
-3 0 3 -2 0 6 -3 -5 o 0 3 7

Donc rang (4) = 3.
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3) Les deux colonnes sont linéairement indépendantes, car 'une n’est pas un multiple de 'autre. Donc
rang (4} = 2.

Soient A et B des matrices quelconques pour lesquelles le produit AB est défini. Montrer
que rang (AB) < rang (B) et rang (AB) < rang (4).
D’aprés le probléme 4.33 page 80, ’espace ligne de AB est contenu dans ’espace ligne de B ; d’ou

rang (4B) < rang (B). De plus, d’aprés le probléme 4.71 page 84, l'espace colonne de AB est contenu dans
Pespace colonne de A4 ; d’oll rang (AB) < rang(4).

Soit A une n-matrice carrée. Montrer que A est inversible si et seulement si rang (4) = n.

Remarquons que les lignes de la n-matrice identité I, sont linéairement indépendantes puisque 7, est
sous sa forme échelonnée ; donc rang (I,)) = n. Maintenant si A est inversible, alors d’aprés le probleme
3.36 page 57, A est équivalente ligne 4 J, ; donc rang(4) = n. Mais si 4 n’est pas inversible, alors A est
équivalente ligne & une matrice avec une ligne nulle ; donc rang (4) < n. Donc 4 est inversible si et seu-
lement si rang (4) = n.

; ;. les inconnues libres d’un systéeme homogéne d’équations linéaires
a n inconnues. Soit v, la solution pour laquelle x;, = 1 et toutes les autres inconnues libres
= 0. Montrer que les solutions v, , v,,..., v, sont linéairement indépendantes.

Soient xi1 I o

Soit 4 la matrice dont les lignes sont les v; respectivement. Echangeons la colonne 1 et la colonne i,

puis la colonne 2 et la colonne i,,..., et enfin la colonne k et la colonne i ; on obtient la matrice kxn
0 0 0 Cik+1 Cin
B — (I, C) — 0 1 0 Ce 0 0 Cok+1 N Coy
00 0 ... 01 Cr.k+1 -+ Ckn

La matrice précédente B est sous forme échelonnée, et donc ses lignes sont indépendantes, donc rang(B)= k.
Puisque 4 et B sont équivalentes colonne, elles ont le méme rang, c’est-d-dire rang (4) = k. Mais 4 a k lignes;
d’ol ces lignes, c’est-a-dire les v, sont linéairement indépendantes, comme nous ’affirmions,

PROBLEMES DIVERS

5.44.

Le concept de dépendance linéaire peut étre étendu a n’importe quel ensemble de vecteurs,
fini ou infini,comme suit : I’ensemble des vecteurs A = {v,}, est linéairement dépendant ssi,

il existe des vecteurs Uiy s Uiy e oo U € A et des scalaires ¢, ,a,,...,a, € K non tous
n

nuls, tels que :
a3, + 20, + e+ anvi, = 0
Sinon A est dit linéairement indépendant. Supposons que A, , 4,,. .., soient des ensembles

de vecteurs linéairement indépendants et que A, C A, C ... Montrons que 'union A =
A, U A, U.,.. est aussi linéairement indépendante.

Supposons 4 linéairement dépendant. Il existe alors des vecteurs v 10 Va0,V €A et des scalaires
a,,a,,...,a, €K, non tous nuls, tels que

av; + awy + o Fav, = 0 (1)
Puisque 4 = U 4, et v; € 4, il existe des ensembles Ail’ ..., A; tels que
n
V€A, 1€ A,~2, e U €Ay

Soit k I'indice maximum des ensembles A,-j ; k= max (i, iy,..., i) I sensuit, puisque 4, C 4, C...,

i
*'n
que chaque A;; est contenu dans 4,. Donc Vi Vareeas ¥y € A, et donc d’aprés (J), 4, est linéairement
dépendant,ce qui est en contradiction avec ’hypothése. Ainsi 4 est linéairement indépendant.
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Considérons une suite finie de vecteurs S = {v,, v,,...,v,}. Soit T la suite de vecteurs
obtenue a partir de S par une ‘“des opérations élémentaires” suivantes : (i) Echange de
deux vecteurs, (ii) Multiplication d’un vecteur par un scalaire non nul, (iii) Addition d’un
multiple d’un vecteur a un autre vecteur. Montrer que S et T engendrent le méme espace W.
Montrer aussi que 7 est indépendant si et seulement si S est indépendant.

Remarquons que, pour chacune des opérations, les vecteurs de T sont des combinaisons linéaires des
vecteurs de S. D’autre part chacune des opérations a une inverse du méme type (4 démontrer) ; donc les

vecteurs de § sont des combinaisons linéaires de vecteurs de 7. D’oli § et T engendrent le méme espace W.
Ainsi T est indépendant si et seulement si dim W = n, ce qui est vérifié ssi S est aussi indépendant.

Soient A = (a,.].) et B = (bi].) deux matrices m x n équivalentes ligne sur un corps K, et

soient v, v,,..., v, des vecteurs quelconques d’'un espace vectoriel V sur K. Soit
U1 = Q11v1 + A2 + -+ QiaVn wr = b11’l)1 + blZUz + -+ bln’l)n
Uz = Ag1V1 F A2aV2 + -+ + Goaln We = baw1 + bagvs + ¢+ + bon¥n
Um = Am1V1 + Amal2 + - + AmnUn Wm = bmlvl + bm2v2 + -+ bmnvn

Montrer que { u; et {w,;} engendrent le méme espace.

Appliquer une “opération élémentaire” du probléme précédent é{ui} est équivalent & appliquer une
opération élémentaire sur les lignes de la matrice A. Puisque A et B sont équivalentes ligne, B peut étre
obtenue a partir de 4 par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes ; donc {wi} peut étre obtenu
a partir de {«,} par la suite correspondante d’opérations. Donc {u; }et {w;} engendrent le méme espace.

Soient v,, v,, ..., v, appartenant a un espace vectoriel V sur un corps K. Soit
Wi = @11V F Q22 + - -+ Qialn
We = AV1 + QaoV2 + - -+ + Qop¥n
Wn = Ani¥V1 + Qua¥2 + + + + + ApalVn

ou a; € K. Soit P la matrice carrée d’ordre n des coefficients, c’est-a-dire P = (a,-]-).

(i) Supposons P inversible. Montrer que {w;} et {v;} engendrent le méme espace ; donc
{w;} est indépendant si et seulement si {v,} est indépendant.

(ii) Supposons P non inversible. Montrer que {w,} est dépendant.
(iii) Supposons {w;} indépendant. Montrer que P est inversible.
(i) Puisque P est inversible, P est équivalente ligne a la matrice identité I. Donc d’aprés le probléme

précédent {w;} et {»;} engendrent le méme espace, Ainsi I'un de ces ensembles est indépendant si et
seulement si l'autre D’est.

(ii) Puisque P n’est pas inversible, elle est équivalente ligne 3 une matrice ayant une ligne nulle. Ce qui veut
dire que {wi}engendre un espace dont un ensemble générateur a moins de n éléments. Ainsi {w,- est
dépendant.

(iii) 1l s’agit de la réciproque du théoréme (ii), et donc elle découle de (ii).

Supposons que V soit la somme directe de ses sous-espaces U et W, c’est-a-dire V= U & W.
Montrer que : (i) si{u,,...,u,} CUet{w,...,w,} C W sont indépendants, alors
{u; , w;} est aussi indépendant. (ii) dim V = dim U + dim W.

(i) Supposons ayu; + .-+ + apu, + bywy + .-+ b,w, = 0, out g;, b; sont des scalaires. Alors

0 = (ayuy+ -+ +apuy) + bywy+ - +bw,) = 0+0
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ou 0, ayu, +.-+ +a,u, €Ue0 byw + ...+ b,w, €W, Puisqu'une telle somme pour 0 est
unique, ceci conduit i

au, +---+a,u, =0 bw +.--+bw =0

L’indépendance des u; 1mp11que que les a; sont tous nuls, et P'indépendance des w; implique que les
b sont tous nuls. En conséquence {u w; }est indépendant.

(ii) Méthode 1. Puisque ¥ = U © W, nous avons ¥ = U + W et U N W = {0}. Ainsi, d’aprés le théo-
réme 5.8 page 90,

dimV = dimU + dimW — dim(UnW) = dimU + dimW — 0 = dimU + dimW

Méthode 2. Supposons que {”1, v, U }et {wl, cee, W }s01ent les bases de U et W respectlvement
Puisqu’ils engendrent U et W respectlvement }engendre V = U + W. D’autre part d’aprés
(i) {u;, w; }est indépendant. Donc {u,, w; }est une {)ase de V ; d’ol dim ¥V = dim U + dim W.

5.49. Soit U un sous-espace de l’espace vectoriel V de dimension finie. Montrer qu’il existe un
sous-espace W de V tel que V= U o W.

Soit {u,, u,, ..., u,} une base de U. Puisque {u;} est linéairement indépendant, on peut I’étendre & une
base de ¥V, par exemple {ul, ce u,, Wi,.. ws} Soit W 1’espace engendré par {Wp ceey W } Puisque
{u; w;} engendre ¥, V = U + W. Diautre part, U 0 W = {0}. (Probléme 5-62). Donc V = U o W.

5.50. Rappelons (page 65) que si K est un sous-corps d’un corps E (ol E est une extension de
K), alors E peut étre considéré comme un espace vectoriel sur K. (i) Montrer que le corps
des complexes C est un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps des réels R. (ii) Montrer
que le corps des réels R est un espace vectoriel de dimension infinie sur le corps des
rationnels Q.

(i) Nous affirmons que {1,i} est une base de Csur R. Carsiv €E Calorsv=a + bi=a-1+ b+ i
ol ¢, b € R ; c’est-a-dire que {1, i} engendre C sur R, De plus, six + 1 +y « i=0oux +yi =0,
ol x, y ER, alors x = 0 et y = 0 ; c’est-a-dire, {1, i } est lindairement indépendant sur R. Ainsi
{1, i} est une base de C sur R, et donc C est de dimension 2 sur R.

(ii) Nous affirmons que, quel que soit n, {1, m, Tr2 7'} est linéairement indépendant sur Q. En
effet supposons que @51 + a;m + ay7° + - a, 1r" =0, oli lesaq; € Qet ne sont pas tous nuls,
7 est alors une racine du polyndme non nul su1vant sur Q : qy + q, x + a2x +..- +a, x™. Mais
l'on peut montrer que 7 est un nombre transcendant ; c’est- a-d1re que T ne peut etre la racme d’un
quelconque polyndme non nul sur Q. En conséquence les n + 1 nombres réels 1, m, n2,..., 7"
sont linéairement indépendants sur Q. Ainsi quel que soit n fini) R ne peut étre de dimension n sur
Q, c’est-a-dire R est de dimension infinie sur Q.

5.51. Soit K un sous-corps d’un corps L et L étant lui-méme un sous-corps d’un corps
E : K CL CE: Supposons que E soit de dimension n sur L et L soit de dimension m
sur K. Montrer que E est de dimension mn sur K.

Supposons que {v,, ,V } soit une base de £ sur L et que{al, N4 } soit une base de L sur K,
Nous affirmons que {a; v] i = l,...,m, j=1,...,n} est une base de E sur K. Remarquons que {a Vi }
contient mn éléments,

Soit w un élément quelconque de E. Puisque{v,,...,v,} engendre E sur L, W est une combinaison

linéaire des v; dont les coefficients appartiennent & L:

w = by, + by, + -+ +bw, b EL ()

Puisque {a,, ..., a,,} engendre L sur K, chaque b; € L est une combinaison linéaire des a; dont les coeffi-
cients appartiennent d K :

by = kpay + kpay + o0 + ke,

o
™
I

kgjay + kogag + ¢+ + kgpay
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ou ki]- € K. En remplacant dans (1), on obtient
w = (kyayt oo Rpp@p)vy T+ (Rggaq + o F o)V o By o0 F Rppl)v,
kpawy +oo0 F kipagvy F kgjavy + o+ kopanve + 00+ ko, + 000 ke,
= § kjlaw;)
ol k; € K. w est donc une combinaison linéaire des av; dont les coefficients appartiennent a X ; donc
a;, vj} engendre £ sur XK.
La démonstration sera compléte si nous montrons que {al-v]-} est linéairement indépendant sur K.

I

Supposons que, pour les scalaires Xy €K,z Xji (aiv]-) = 0 ; c’est-d-dire

3,

(#110101 T B190901 T 200 F Byp@0y) F o (%1000, + Bpo@aVy + 0 F Eppavy,) = 0
ou (T110q + X000 + ++ 0+ Byl )vy + o0+ (X0 F Xy + o F e )y, = 0
Puisque {vl, RN vn}est linéairement indépendant sur L, et puisque les coefficients des v; appartiennent
a L, chaque coefficient doit &tre nul:
2110y F et + 0 Xyl = 0, .., X4 + Tpets bt F Xppa, = 0
Mais {al, cees am} est linéairement indépendant sur X ; ainsi puisque Xji €K,
211=0, 25=0, ..., £, =0, ..., ;3 =0, v,0=0, ..., ., =0

Donc {q;, v]-} est linéairement indépendant sur K, et le théoréme est démontré.

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

DEPENDANCE LINEAIRE

5.52. Déterminer si u et v sont linéairement dépendants ol

i «w=(Q1,2,38,4),v=1(4,3,21) (iif) »=(0,1), » = (0, —8)
(i) w= (1,6, —12), v = (}, -3, 6) Gv) w=(,0,0), v=/0,0, —3)
I i R I IR O R A
0 ~1 0 % 0 1 -1 0
(vil) u=—88+ 11216, v = 13— 182+ 8 (viil) u =3 +3t+4, v=1t34+4t+3
5.53. Déterminer si les vecteurs suivants de R® sont linéairement dépendants ou indépendants : (i) (1, 3, — 1, 4),

(3, 8; - 59 7), (2) 9) 4> 23) ,(ll) (1) - 2; 4: 1): (2’ 19 03 - 3), (3: - 6) 1: 4)-

5.54. Soit V l’espace vectoriel des matrices 2 x 3 sur R. Déterminer si les matrices 4, B, C € V sont linéairement
dépendantes ou indépendantes ol1 :

(i)A:1—23 g (11 4 0:3_87
2 4 —1)’ 4 5 -2/’ 2 10 —1

2 1 — -3 —
1>’B: 1 1 > 0:412>

3 —2 4 -2 0 5 1 —2 -3

5.55. Soit ¥V I’espace vectoriel des polyndmes de degré < 3 sur R. Déterminer si u, v, w € W sont linéairement
dépendants ou indépendants avec :

() u=8—-42+2t+3, v =8B+22+4t—1, w = 23— 2—3t+5

Gi) A

() u = 3—52—2t4+3, v = 3 —42—3t+4, w = 2B -T2 —TE+ 9
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5.56. Soit V Vespace vectoriel des fonctions de R dans R. Montrer que f, g, & € V sont linéairement indépen-
dantes avec (i) f(t) =et, g(t) =sint, h(t) =2 (i) f(¢) = e, g(t) = e2t, h(t) =t (iii) f(t) =¢t,
g(t) = sin t, h(t) = cost.

5.57. Montrer que (i) les vecteurs (1 — i, i) et (2, — 1 + {) dans C? sont linéairement dépendants sur le corps
complexe C, mais sont hnealrement indépendants sur le corps des réels R ;(ii) les vecteurs (3 + \/5_ 1+ \/—
et (7, 1 + 2\/—) dans R? sont linéairement dépendants sur le corps des reels R mais sont linéairement indé-
pendants sur le corps des rationnels Q.

5.58. Supposons u, v et w vecteurs linéairement indépendants. Montrer que :
i u+tv-—-2w,u—v— wetu+t wsont linéairement indépendants.
() wu+v—3w, u-+ 3y - wet v+ w sont linairement dépendants.

5.59. Démontrer ou trouver un contre-exemple : Si les vecteurs non nuls u, v et w sont linéairement dépendants,
alors w est une combinaison linéaire de u et v,

5.60. Supposons v,, v,,..., v, n vecteurs linéairement indépendants. Démontrer que
(i) {alvl, a,V5,. .., a,v,} est linéairement indépendant ol chaque a; # 0.
@) {v{y...,v%—4 W, Vixy, ...,V }est lindairement indépendant ob w = by, + .- + by, 00+ by,
et b, # 0.
5.61. Soient v = (g, b) et w = (c, d) appartenant i K2. Montrer que {y, w} est linéairement dépendant si et
seulement si ad — bc = 0.
5.62. Supposons que {u1 e W, }s01t un sous-ensemble linéairement indépendant d’un espace vectoriel. ¥. Mon

trer que L (x;) N L(w ) = {0} (Rappelons que L (u;) est Pespace linéaire engendré par les u;).

5.63. Supposons que (@yq,-.-,81,) -+ (@, -, 8,,) soient des vecteurs linéairement indépendants de K",

et supposons que vy, ..., v, soient des vecteurs linéairement indépendants d’un espace vectoriel V sur K.

Montrer que les vecteurs
Wy = AWyt o T G ey Wiy T GV h T Qs

sont aussi linéairement indépendants.

BASE ET DIMENSION

5.64. Déterminer si oui ou non chacune des formes suivantes est une base de R>:
@H 1,1 et 3,1 (iii) (0,1) et (0,—3)
(i) (2,1), (1,-1) et (0,2) (iv) (2,1) et (-3,87)

5.65. Déterminer si oui ou non les formes suivantes constituent des bases de R3:
(1) (1’ 27 _1) et (07 3y 1)
(ii) (2’ 4y —3); (0) 1! 1) et (01 17 —1)
(111) (1; 5’ —6)» (2’ 1; 8): (3; _13 4) et (2, 1, 1)
(iV) (1r 3’ —4), (1) 4, —-3) et (2r 3, _11)

5.66. Trouver une base et la dimension du sous-espace W de R* engendré par
(1) (1; 47 _1; 3)7 (2» 1! '_3v _1) et (Or 2: 1’ —5)
(i) (1,-4,-2,1), (1, -3,-1,2) et (3, —8,-2,7)

5.67. Soit V ’espace des matrices 2 x 2 sur R et soit W le sous-espace engendré par :

1 —5> 1 1 2 —4 ot 1 -7
-4 2/’ \-1 5>’ <~5 7 <—5 1
Trouver une base et la dimension de W.
5.68. Soit W l’espace engendré par les polyndmes
u = $3+22—-2t+1, » = 3432 -t +4 et w = 28 + 2 - Tt -7

Trouver une base et la dimension de W,



5.69.

5.70.

5.71.

5.72.

5.73.

Chapitre 5/Base et dimension

Trouver une base et la dimension de Pespace solution W de chacun des systémes homogénes suivants :

x+3y+2z = 0 x — 2y + Tz
x+by+ z = 2x + 3y — 2z
3x + 5y +8 = 0 20— y+ =z

@) (ii) (iii)

Il

x + 4y + 2z
20+ y+5z = 0

il

[=1

i

Trouver une base et la dimension de ’espace solution W de chacun des systémes homogénes :
x+2y—22+2s— t = 0 x+ 2y — z-+ 8s — 4t
x+2y— 2+83—2t = 0 22 4y — 22— s+ 5t = 0
2 +4y— T2+ s+ t = 0 20 +4y — 22+ 4s— 2t = 0
(i) (i)

Trouver un systéme homogéne dont ’ensembie solution W est engendré par

{(1) —2, 0) 3) _1)) (2! —31 2’ 5; _3)) (1) _2) 1: 2! _—2)}
Soient ¥ et W les sous-espaces suivants de R? .
V = {{a,b,e,d): b—2¢+d =10}, W = {{a,b,¢,d): a=d, b = 2¢}

Trouver une base et la dimension de 1) V, 2) W, 3) V N W.
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Soit ¥V l’espace vectoriel des polyndmes en t de degré < n. Déterminer si oui ou non chacun des systémes

suivants est une base de V:
iy {1, 1+¢ 14422, 1+t4+82443, ..., 1+¢t+824 - Ftnm14 0}
() {1+¢ t412 243, .., =24 fn-1 gn—if guy,

SOMMES ET INTERSECTIONS

5.74.

5.75.

5.76.

5.77.

5.78.

5.79.

Supposons que U et W soient des sous-espaces de dimension 2 de R3. Montrer que U N W # {0}

Supposons que U et W soient des sous-espaces de V et que dim U = 4, dim W = 5 et dim V = 7. Trouver

les dimensions possibles de U M W,

Soient U et W des sous-espaces de R3 pour lesquels dimU = 1, dimW = 2 et U ¢ W. Montrer que

RE=UoW.

Soit U le sous-espace de RS engendré par
{(1, 3, -3, -1, —4), (1, 4, —1, -2, —2), (2, 9, 0, —5, —2)}
et soit W le sous-espace engendré par
{1, 6,2, -2, 8), (2, 8, —1, —6, —b), (1, 8, —1, —5, —6)}
Trouver 1) dim (U + W), 2) dim(U N W).

Soit ¥ P’espace vectoriel des polyndmes sur R. Soient U et W les sous-espaces engendrés par
{3+ 42—t +3, 34+ 562+5,3t3+ 1012~ 5t +5} et {B+412+6,t3+212—¢t-+5, 268+ 2¢2—~3t+ 9}

respectivement, Trouver 1) dim(U + W), 2) dim (U N W).

Soit U le sous-espace de RS engendré par
{1, -1, -1, -2, 0), (1, —2, —2, 0, —3), (1, -1, —2, ~2, 1)}
et soit W le sous-espace engendré par
{1, -2, -3, 0, -2), (1, -1, -3, 2, —4), (1, -1, —2, 2, —5)}
1) Trouver deux systémes homogénes dont les espaces solutions sont U et W respectivement.
2) Trouver une base et la dimension de U M W,
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VECTEURS COORDONNES

5.80. Considérons la base suivante de R3 : {(2, 1), (1, — 1)}. Trouver le vecteur coordonné de v € R? relativement
4 la base précédente oh 1) v=(2,3); 2)v=(4,—1);3) (3,—3);4)v=(a, b).

5.81. Dans U'espace vectoriel V des polynémes en ¢ de degré < 3, considérons la base suivante:{l,1—¢, (1 -2,
(1 — )3}, Trouver le vecteur coordonné de v € V relativement i la base précédente si 1) v=2 —3r+ 12+ 23
Nv=3-—=2t—12;3)y=a+ bt + ct? +dt3.

5.82. Dans l’espace vectoriel W des matrices symétriques 2 x 2 sur R, considérons la base suivante :

GG D)

Trouver le vecteur coordonné de la matrice A € W relativement a4 la base précédente si

. /1 -5 . /12
@ A"<—5 5> (i) A‘<2 4>

5.83. Considérons les deux bases suivantes de R>:
{e; = (1,1,1), e; = (0,2,3), ¢5 = (0,2,-1)} et {f;=(1,10), f,=(1,-1,0), f3=(0,0,1)}

1) Trouver le vecteur coordonné de v = (3, 5, —2) relativement 4 chaque base : [v], et [v]f.
2) Trouver la matrice P dont les lignes sont respectivement les vecteurs coordonnés des e; relativement i la
base {f1, f,,f3}
3)  Vérifier que [v], P = [v],
5.84. Supposons que {e,,...,e,} et {f},...,f,} soient des bases de I'espace vectoriel ¥ (de dimension n). Soit P
la matrice dont les lignes sont respectivement les vecteurs coordonnés des e relativement a la base {fl} Démon-

trer que pour un vecteur quelconque v € ¥ [v], P = [v]f. (Ce résultat est démontré dans le probléme 5.39 dans
le cas n = 3).

5.85. Montrer que le vecteur coordonné de 0 € V¥ relativement a4 une base quelconque de V est toujours le n-tuple nul
0,0,0,...,0).

RANG D’UNE MATRICE

5.86. Trouver le rang de chacune des matrices :

1 3 -2 b5 4 1 2 -3 -2 -3 1 1 2 2 1
1 4 1 3 5 1 3 -2 0 —4 4 5 b 3 -1
1 4 2 4 3 3 8 -7 -2 -1 5 8 1 -6 1
2 7-3 6 13 2 1 -9 —-10 -3/ -1 -2 2 5 -8

(1) (if) (iii) (iv)
5.87. Soient 4 et B deux matrices arbitraires m x n. Montrer que rang (4 + B) < rang(4) + rang(B).

5.88. Donner des exemples de matrices 2 x 2 4 et B telles que :
(i) rang (A + B) < rang(4), rang (B) (i) rang (A + B) = rang(4) =rang (B)

(iif) rang(4 + B) > rang (A),1ang (B)
PROBLEMES DIVERS

5.89. Soit W I'espace vectoriel des matrices symétriques 3 x 3 sur K. Montrer que dim W = 6 en donnant une
base de W (Rappelons que 4 = (“ij) est symétrique ssi ay; = a]-,-).

5.90. Soit W I’espace vectoriel des matrices antisymétriques 3 x 3 sur K. Montrer que dim W = 3 en donnant
une base de W. (Rappelons que A = (aij) est antisymétrique ssi a; = — a]-i).

5.91. Supposons dim ¥ = n. Montrer qu'un ensemble générateur de n éléments est une base. (Comparer avec le
théoréme 5.6 (3) page 89).



5.92.

5.93.

5.94.

5.95.

5.52.
5.53.

5.54.
5.55.

5.57.
5.59.

5.64.
5.65.
5.66.
5.67.
5.68.

5.69.
5.70.
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Soient t,, ¢;,..., t, des symboles et soit K un corps quelconque. Soit V I’ensemble des expressions
ayt; tayt, .. + a,t, oh ¢; € K. Définissons une addition dans V par
(agty+ aglo + + - +a,t,) + (byty +boty+ -+ + byty)
= (a;+b)t; + (ag+by)ty + -+ + (a, +b,)t,
Définissons une multiplication scalaire dans V par
klayty + agty + - - - +ayt)) = katy + kasty + -+ + kayt,

Montrer que V est un espace vectoriel sur K avec les opérations précédentes. Montrer aussi que{#,,...,1,}
est une base de V ol, pouri= 1,...,n,
= Oty + -+ 4+ 0t;_y -+ 1t; + Oty + -+ + O

n

Soit ¥V un espace vectoriel de dimension n sur un corps K, et supposons que K soit un espace vectoriel de di-

mension m sur un sous-corps F. (Dol V peut étre aussi regardé comme un espace vectoriel sur le sous-corps F).

Démontrer que la dimension de ¥V sur F est mn.

Soient U et W deux espaces vectoriels sur le méme corps K, et soit ¥ la somme directe extérieure de U et W

(voir pr}obleme 4.45). Soient U et W les sous-espaces de V définis par U= {(u,0): uE Ulet W={(0,w) :
wew

1) Montrer que U est isomorphe & U par la correspondance biunivoque u > (1, 0) et que W est isomorphe
a W par la correspondance biunivoque w ¢ (0, w).

2) Montrer que dim V = dim U + dim W.

Supposons ¥V = U & W, Soit Vle produit direct extérieur de U et W. Montrer que V est isomorphe a v par
la correspondance biunivoque v = u + w © (u, w).

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES
1) non 2) oui 3)oui 4) non 5)oui 6) non 7) oui 8) non.
1) dépendant 2) indépendant.
1) dépendant 2) indépendant.
1) indépendant 2) dépendant,

G) 2,—14+4¢=01+dHA—1,49; (D) (7,1+2V2)=3—-V2)3+V2, 1+V2).

L’énoncé est faux. Contre-exemple : u = (1, 0),v = (2, 0) et w = (1, 1) dans R2. Le lemme 5.2 suppose
qu’un des vecteurs non nuls u, v, w est une combinaison linéaire des vecteurs précédents. Dans ce cas v = 2u.

1) oui 2) non 3) non 4) oui.
1) non 2) oui 3) non 4) non.

1) dim W = 3, 2)dim W = 2.

dim W = 2,
dim W = 2.
1) base {(7, — 1, — 2)} ; dim W = 1; 2) dim W = 0; 3) base {(18, — 1, — 7)} ; dim W = 1.

(1) base {(2y —1; 01 0; 0)7 (47 0; 1, _1, 0), (3,0, 1, O, 1)}, dimW =3
@) base {(2,—1,0,0,0),(1,0,1,0,0)}; dim W = 2.
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be+y—2—s = 0
571, {
x+y—z—-%t =0
5.72. @) base {(1,0,0,0),(0,2,1,0),(0,—1,0,1)}; dimV = 8.
(i) base {(1,0,0,1),(0,2,1,0)}; dim W = 2.
(ui} base {(0,2,1,0)}; dim(VnW)=1. Rép. VNW doit satisfaire les trois conditions sur
a b, cetd
5.73. 1) oui 2) non. Car dim ¥V = n + 1, mais ’ensemble contient seulement »n éléments.
5.75. dim(UnWw) = 2, 3 ou 4,
5.77. dm U+ W) =3, dimUnW) = 2.
5.78. dim(U+ W) =3, dim(UnW) = 1.
. 3 + 4y — 2z —t =0 4x + 2y — 8 0
579 @ {4x+2y +s =0 {9x+2y+z +t =0
() {@, —2, —5,0,0), (0, 0,1, 0, —1)}. dim (UnW) = 2,
5.80. () [v] = (5/8, —4/3), (il) [v] =(1,2), (i) [v] = (0, 8), (iv) [v] = ((a+b)/3, (a—2b)/3).
5.81. () [v] =(2,—5,7,-2), (ii) [v] =(0,4,—1,0), (iii) [v] =(@+b+ec+d, —b~2¢— 3d, ¢+ 3d, —d).
5.82, () [A] =(2,-1,1), (i) [4] = (5,1, —2).
1 0 1
5.83. @) [v].=(,-1,2), [v=(4,—-1,—-2); (i) P=1{1 -1 3
1 -1 -1
5.86. (i) 3, (i) 2, (iii) 3, (iv) 2.
] 1 1 -1 -1 1 0 0 0
= B = A = , B =
5.88. () 4 <O O>, ( . 0) (i) <0 0) <0 1>
.. /10 /0 2
w4 = <0 0>’ B = <0 0>
1 0 0 0 1 O 0o 0 1 0O o0 0o 0 0 0o 0 0
589 <0 o of, [t o of, {0 0o of, |0 1 of, |0 0 1], |0 0 0
0O 0 0 0 0 0 1 0 0/ 0 0 o 0 1 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 0
590. (-1 o o], { 0 o o¢f, [0 0 1
0 0 0 -1 0 0 0 -1 0
5.93. La démonstration est identique & celle donnée dans le probléme 5.48 page 113 pour un cas particulier (lorsque

v est une extension du corps K).



CHAPITRE 6

Applications linéaires

FONCTIONS

Soient A et B deux ensembles quelconques. Supposons qu’a chaque ¢ € A on associe un élé-
ment unique de B ; ’ensemble de ces correspondances est appelé une fonction ou application de
A dans B et on 1’écrit

f:A—>B ou ALB

On écrit f(a), lu “f de a”, pour ’élément de B associé a a € A par [ ; c’est la valeur donnée par

f a a, ou 'image de a par f. Si A’ est un sous-ensemble quelconque de A, alors f(A') est ’ensemble
des images des éléments de A’ ; et si B’ est un sous-ensemble de B, alors f~!(B’) est I’ensemble
des éléments de A dont les images appartiennent a B':

f4) = {fla): a € A"} et F"YB) = {a € A: f(a) € B}

Nous appelons f(A') I'image de A" et f~!(B’) ’image réciproque ou la préimage de B’. En parti-
culier I’ensemble de toutes les images, c’est-a-dire f(A), est appelé 'image de f. De plus A est
appelé le domaine de 'application f : A — B et B est appelé son co-domaine.

A chaque fonction f : A = B, il correspond le sous-ensemble de A x B défini par
{a, f(a) : a € A}. Nous appelons cet ensemble le graphe de f. Deux fonctions f : A - B et
g : A = B sont dites égales par définition si f(a) = g(a) pour chaque ¢ € A et on écrit f = g,
c’est-a-dire qu’elles ont le méme graphe. Ainsi nous ne distinguerons pas une fonction de son
graphe. La négation de la propriété f = g est écrite f # g et signifie qu’il existe un a de A tel que
f(a) # g(a).

Exemple 6.1 : Soient 4 ={a, b, ¢, d} et B ={x, y, z, w}. Le diagramme suivant définit une application
f de 4 dans B:

Ici fla) =y, f(b) =1x, f(c)=1z et f(d)=y. Aussi
f{a, b, d}) = {f(a), f(b), f(d)} = {,2, ¥} = {2, ¥}
L’image de f est ’ensemble {x, y, z} : f(4) ={x, », z}.

Exemple 6.2 : Soit f : R = R I’application qui associe 4 chaque nombre réel x son carré x2:

x> a2 ou [flz) = «?

Ici I'image de — 3 est 9 et nous pouvons écrire f(— 3) = 9.
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Nous utilisons la fléeche = pour indiquer I'image d’un élément arbitraire x € A par la fonc-
tion f : A > B et on écrit x> ()

comme dans Pexemple précédent.

1 -3 5
Exemple 6.3 : Considérons la 2 x 3 matrice 4 = <2 4 _1> . Si nous écrivons les vecteurs dans R
et R? comme des vecteurs colonnes, alors A détermine l’application T : R3 > R? définie
par

v Ay Clest-d-dire T(») = 4v, v € R3

3 1 -3 5\/ 3 ~10
Donc si v = ; ,alors T(v) = Av ={, 1 ; = < 12>-

Remarque : Chaque matrice m x n A sur un corps K détermine l'application T : K" - K™ dé-
finie par v Av

ou les vecteurs dans K" et K™ sont écrits comme des vecteurs colonnes. Pour la
commodité nous noterons habituellement l’application précédente par A, qui est le
méme symbole utilisé pour la matrice.

Exemple 6.4 : Soit ¥V l’espace vectoriel des polyndomes de la variable ¢ sur le corps des réels R. Alors la
dérivation définit une application D : ¥V = V, ol 4 chaque polyndme f € V on associe
D(f) = df/dt. Par exemple D(3t> — 5t + 2) = 61 — 5.

Exemple 6.5 : Soit ¥ l’espace vectoriel des polyndmes en ¢ sur R (comme dans ’exemple précédent).
Alors I'intégrale de 0 2 1 définit une application J:V - R, oll 4 chaque polynéme fE V

1
on associe  g(f) = f f(t)dt. Par exemple
0

1
JBt2—5t+2) = f(3t2—5t+2)dt = 1
0

Remarquons que cette application est une application de I’espace vectoriel V dans le corps
des scalaires R, tandis que ’application dans I’exemple précédent est une application de V
dans lui-méme.

Exemple 6.6 : Considérons les deux applications f : 4 - B et g : B = C représentées ci-dessous :

@— —(©
Soit @ € 4 : donc f(a) € B, le domaine de g. Donc, nous pouvons obtenir I'image de f(a)
par lapplication g, qui est g(f(a)). Cette application

al=> g(f(a))

de A dans C est appelée l'application composée ou produit de f et de g et est notée g o f.
En d’autres termes (g o ) : A = C est 'application définie par

(9o Ma) = g(f(a))
Notre premier théoreme montrera que la composition des applications est associative.
Théoréme 6.1 : Soit f: A>B,g:B—~>C e h:C—>D. Alorsho (gof)=(hog)of
Démontrons maintenant ce théoréme. Si ¢ € A, alors
(ho(gofl@) = R((gof)la)) = R(g(f(a)))
et ((hog)of)la) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a))
D’ou (Ro(gof))(a) = ((Rog)of)(a) quel que soit a € A et donc h o (§o f)=(hog)of

Il

Remarque : Soit F : A — B. Certains auteurs écrivent aF a la place de F(a) pour 'image de a
par F. Avec cette notation la composition de fonctions F : A > Bet G : B~ C
est notée par F o G et non par G o F comme on [’utilisera par la suite dans le
texte.
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Nous introduirons maintenant des types spéciaux d’applications.

Définition : Une application f : A — B est dite injective si des éléments distincts de A ont des
images distinctes ; c’est-a-dire
si @ #* d implique f(a) # f(a')

ou ce qui est équivalent si f(a) # f(a') implique @ = a'

Définition : Une application f : A = B est dite surjective si chaque b € B est I'image d’au moins
un g < A,

Une application qui est a la fois injective et surjective est dite bijective.

Exemple 6.7 : Soient f: R~ R, g : R-> R et k : R > R définies par f(x) = 2%, g(x) = x3 -~ x et
h(x) = x2, dont les graphes sont les suivants :

/

_—

flx) = 2= glx) = 23—z hix) = «2

L’application f est injective ; géométriquement ceci veut dire que toute droite horizon-
tale ne contient pas plus d’un point de f. L’application g est surjective : géométrique-
ment ceci veut dire que toute droite horizontale contient au moins un point de g.
L’application 2 est ni injective, ni surjective, par exemple 2 et — 2 ont la méme image 4,
et — 16 n’est pas I'image d’un élément quelconque de R.

Exemple 6.8 : Soit 4 un ensemble quelconque. L’application f : A > A définie par f(a) = a, C’est-2-

dire qui associe 4 chaque élément de 4 lui-méme, est appelée l’application identique de
A et est notée par 1, ou 1 ou L

Exemple 6.9 : Soit f: A > B, Nous appelons g : B > A l'inverse de f, écrite f_l, si
foy:lB et gof: lA

Nous affirmons que f admet un inverse si et seulement si f est & la fois injective et sur-
jective (Probléme 6.9). Ainsi si b € B alors f_l(b) = g, ol ¢ est ’élément unique de A
pour lequel f(a) = b.

APPLICATIONS LINEAIRES

Soient U et V deux espaces vectoriels sur le méme corps K. Une application F : V = U est
appelée une application linéaire (ou transformation linéaire ou homomorphisme d’espace vectoriel )
si elle satisfait aux deux conditions suivantes :

(1) Quels que soient v, w < V, F(v + w) = F(v) + F(w).

(2) Quel que soit B < K et quel que soit v & V, F(kv) = kF(v).
En d’autres termes F : V = U est linéaire si elle conserve les deux opérations de base d’un espace
vectoriel, c’est-d-dire I’addition vectorielle et la multiplication par un scalaire.

En remplacant & par O dans (2) on obtient F(0) = 0. En conséquence, chaque application li-
néaire donne du vecteur nul une image qui est le vecteur nul.
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Maintenant quels que soient les scalaires a, b € K et quels que soient les vecteurs v, w € W,
nous obtenons en appliquant les deux conditions de linéarité a la fois.

F(av + bw) = F(av) + F(bw) = aF(v) + bF(w)

Plus généralement, quels que soient les scalaires a; € K et quels que soient les vecteurs v; € V,
nous obtenons la propriété de base des applications linéaires:

Fawi+aavz + - -+ + @avn) = aF (1) + @2F(v2) + - 4 auF(va)

Remarquons que la condition F(av + bw) = aF(v) + bF(w) caractérise completement les
applications linéaires et peut étre utilisée comme la définition des applications linéaires.

Exemple 6.10 :

Soit A une matrice quelconque m x n sur le corps K, Comme on I’a dit précédemment,
A détermine une application T : K - K™ par la correspondance v & A4, (Ici les vec-
teurs de K™ et K™ sont écrits sous forme de vecteurs colonnes). Nous affirmons que T
est une application linéaire. Car, d’aprés les propriétés des matrices,

Tw+w) = Av+w) = Av+ Aw = T@) + T(w)
et T(kv) = A(kv) = kAv = EkT(v)
ol v, w E K" et kK €K.

Dans le chapitre suivant, nous montrerons que toute application linéaire d’un espace vectoriel
fini dans un autre, peut &tre représentée par une application linéaire’du type précédent.

Exemple 6.11 :

Exemple 6.12 :

Exemple 6.13 :

Exemple 6.14 :

Exemple 6.15 :

Soit FF : R3® » R3 Papplication “projection” dans le plan xy : F(x,y, z) = (x, », 0).
Montrons que F est linéaire. Soient v = (a, b, ¢) et w = (a', b', ¢). Alors

Fo+w) = Fla+a,b+b,c+¢) = (at+a,b+b,0)
i = (a, b,0)+ (¢, b, 0) = F(v) + F(w)
et quel que soit £ € R,
F(kv) = F(ka, kb, ke) = (ka, kb, 0) = k(a, b, 0) = kF(v)
Donc F est linéaire
Soit F : R? > R? l'application “translation” définie par F(x, y) = (x + 1, y + 2).

Remarquons que F(0) = F(0,0) = (1, 2) # 0. En d’autres termes le vecteur nul
n’est pas transformé en vecteur nul. Donc F n’est pas linéaire.

Soit F : V = U l’application qui associe 0 € U a4 chaque v € V. Alors quels que soient
v, w € V et quel que soit ¥ € K nous avons

Fv+w) = 0 = 04+0 = F@)+ Fw) et F(kv) = 0 = k0 = kF(v)
Ainsi F est linéaire. Nous appelons F I’application nulle et on la notera habituellement
par 0.

Considérons I’application identité I : V — V qui transforme v € V en luiméme. Quels
que soient v, w € V et quels que soient ¢, b € K nous avons

IHav +bw) = av + dbw = al(v) + bl{w)
Donc I est linéaire.

Soit ¥V I’espace vectoriel des polyndmes de la variable ¢ sur le corps des réeis R. L’appli-
cation différentielle D : ¥ = V et l'application intégrale g : ¥ > R définies dans les
exemples 6.4 et 6.5 sont linéaires. On démontre en effet en analyse que quels que soient
u, vEVetk&R,

du+v) _ du | dv ot dfbw) _ pdu
dt Todt dt dt dt

c’est-d-dire D(u + v) = D(u) + D(v) et D(ku) = kD(u) ; et aussi

1 1 1
(w(t) + v(t) dt = u(t) dt + v(t) dt
flunes = [ |

1 1
ku®ydt = k (t) dt
[~ e f

c’est-d-dire  J(u+v) = Jw) + J) et g(ku) = k J(u).
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Exemple 6.16 : Soit F : ¥V = U une apPlication linéaire qui est a la fois injective et surjective. Alors
Iapplication inverse F~* : U = V existe. Nous montrerons (Probléme 6.17) que I’appli-

cation inverse est aussi linéaire.

Lorsque nous avons discuté des coordonnées d’un vecteur relativement a une base donnée
nous avons aussi introduit la notion de deux espaces isomorphes. Donnons maintenant une défi-

nition formelle.

Définition : Une application linéaire F : V - U est appelée un isomorphisme si elle est injec-
tive. Les espaces vectoriels V, U sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme
surjectif de V sur U.

Exemple 6.17 : Soit V un espace vectoriel sur K de dimension n et soit {el, €y,...,€,}une base de
V. Alors comme on I’a dit précédemment P’application v ¥ [v],, c’est-d-dire I’applica-
tion qui 4 tout v € V associe son vecteur coordonné relativement a la base {ei },est un
isomorphe surjectif de ¥ sur K.

Le théoréme suivant nous donne une foule d’exemples d’applications linéaires ; en particulier
il nous apprend qu’une application linéaire est complétement déterminée par les images des élé-

ments d’une base.

Théoréme 6.2 : Soient V et U deux espaces vectoriels sur un corps K.Soit{v,, v,,...,v,} une
base de V et soit u,, u,,...,u, des vecteurs quelconques de U. 1l existe alors

une application linéaire unique ¥ : V = U telle que
F)=u;, F(vy) =u,,...,F(v,) = u,.
11 faut bien remarquer que les vecteurs u,, ..., u, du précédent théoréme sont arbitraires ; ils
peuvent étre linéairement dépendants, ou égaux les uns aux autres.

NOYAU ET IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE
Nous commencons par les deux propriétés suivantes :

Définition : Soit F : V = U une application linéaire, L’image de F, que 'on note Im F, est I'en-
semble des éléments-images de U.:
Im F={u €U : F(v) = u pour un certain v € V}
Le noyau de F, noté Ker F, est ’ensemble des éléments de V dont ’image est
oeU:
Ker F ={v€&€V; Fv)=0}

Le théoréme suivant se démontre facilement (Probléme 6.22).

Théoréme 6.3 : Soit F : V = U une application linéaire. L’image de F est un sous-espace de U
et le noyau de F est un sous-espace de V.

Exemple 6.18 : Soit F : R3 > R3 I’application projection
dans le plan xy : F(x, », z) = (x, y, 0).
Il est clair que I’image de F est le plan xy
entier:

v =(a,b,e)

ImF = {(a,b,0): a,b ER}
Remarquons que le noyau de F est 1’axe des z:
Ker F' = {(0,0,¢): ¢ €R}

puisque ces points et seulement ces points
ont pour image le vecteur nul 0 = (0, 0, 0). x
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Supposons maintenant que les vecteurs v,,..., v, engendrent Vet que F : V= U soit linéaire.
Nous allons montrer que les vecteurs F(v,), ..., F(v,) € U engendrent ImF. Supposons en effet
u € ImF ; alors F(v) = u pour un certain vecteur v € V. Puisque les v; engendrent V et puisque
v €V, il existe des scalaires a, , ..., a, pour lesquels v =a, v, +a,v, + .-+ a,v,. En conséquence

u = F(w) = Flawi+azve+ -+ +aqvn) = @1 F(v1) + a2 F(v2) + -+ 4+ ax F(v))

et donc les vecteurs F(v,), ..., F(v,) engendrent ImF.

Exemple 6.19 : Considérons une matrice arbitraire 4 x 3 4 sur un corps K :

a; ay ag
by by b3
¢, €3 C3
dy dy dy

que nous considérons comme une application linéaire 4 : K3 — K?. La base usuelle {el,e2,e3}
de K engendre K3 et donc les images des éléments de cette base Ae,, Aey, Aey par A
engendrent 'image de 4. Mais les vecteurs 4e, Ae,, Ae; sont les colonnes de A4:

ay @y Qa3 1 &y a; Qy d3 0 ay
Ae by by by ol = by Ao — by by by 1] = by
T 7 e ey e 0 ¢ |’ 27 e e oy o ey
dy dy dy d \d; dy dg dy

ap @y as 0 as

b, b, b b

Aoy = vo%2 O3 o) 3

€1 €3 ¢C3 1 C3

dy dy ds dy

donc P'image de A est précisément 1’espace colonne de 4.

Il est a remarquer que si A est une matrice quelconque m x n sur K, qui peut &tre considérée
comme une application linéaire A : K® — K™, I'image de A est précisément ’espace colonne de A.

Nous n’avons cependant pas parlé de la notion de dimension attachée a une application li-
néaire F : V = U, Dans le cas ou V est de dimension finie, nous avons le théoréme fondamental
suivant :

Théoréme 6.4 : Soit V de dimension finie et soit ¥ : V = U une application linéaire. Alors :
dimV = dim (Ker F) + dim (Im F)

C’est-a-dire, la somme des dimensions de 'image et du noyau d’une application linéaire est
égale a la dimension de son domaine de définition. Cette formule est visiblement vérifiée pour I’ap-
plication projection F dans ’exemple 6.18. Alors I'image (plan xy) et le noyau (axe des z) de F
ont pour dimensions respectives 2 et 1, tandis que le domaine de F qui est R® a pour dimension
3.

Remarque : Soit F : V = U une application linéaire. Le rang de F est défini comme étant la di-
mension de son image, et la nullité de F est définie comme étant la dimension de
son noyau:

rang (F) = dim(ImF) et nullité (F) = dim (Ker F).
Ainsi le théoréme précédent vérifie la formule suivante pour F lorsque V est de dimension finie:
rang (F) + nullité (F) = dim V.

Rappelons qu’habituellement le rang d’une matrice A est défini comme la dimension de son
espace colonne et de son espace lignhe. Remarquons que si nous considérons maintenant A comme
une application linéaire, les deux définitions se correspondent puisque 'image de A est précisément
son espace colonne.
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APPLICATIONS SINGULIERES ET NON SINGULIERES

Une application linéaire F : V = U est dite singuliére s’il existe un vecteur non nul dont P'image
par F est O ; c’est-a-dire §’il existe v € V avec v # 0 et pour lequel F(v) = 0. De méme F : V> U
est non singuliére si seul le vecteur 0 € V se transforme en 0 € U, ou ce qui est équivalent, si le noyau
de F se réduit au seul vecteur nul : Ker F = {0}.

Exemple 6.20: Soit F : R3 > R? une application linéaire qui fait tourner un vecteur autour de ’axe des
z de Vangle 6:

F(x,y,2) = (xcosé —ysing, xsine + y coss, 2)

Remarquons que seul le vecteur nul est transformé en le vecteur nul: donc F est non sin-
guliére.

Si I’application linéaire F : V = U est injective, alors seul 0 € V peut étre transformé en 0 € U
et donc F est non singuliere. La réciproque est aussi vraie. En effet supposons que F soit non singu-
liére et que F(v) = F(w) ;alors F(v—w) = F(v) —F(w) = 0douv—w = 0 ouv=w. Ainsi
F(v) = F(w) implique v = w ; c’est-a-dire que F est injective. D’apres la définition (page 125) une
application linéaire injective est appelée un isomorphisme. Nous avons ainsi démontré

Théoréme 6.5 : Une application linéaire F : V = U est un isomorphisme si et seulement si elle
est non singuliere

Nous remarquons que les applications non singuliéres peuvent aussi étre caractérisées comme
étant des applications qui transforment des ensembles indépendants en des ensembles indépendants
(Probléeme 6.26).

APPLICATIONS LINEAIRES ET SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

Considérons un systéme de m équations linéaires a n inconnues sur un corps K.

A + dpXs + -0 + Qs = b1
211 + OooXs + + -+ + Qonn = b2
Un1%1 + Omake + + -+ - + Qunn = bm

qui est équivalent a ’équation matricielle
Ax = b

ou A = (a;;) est la matrice des coefficients et x = (x;) et b = (b;) sont les vecteurs colonnes des
inconnues et des constantes respectivement. La matrice A peut étre aussi considérée comme une
application linéaire

A K" > K™
En conséquence la solution de I’équation Ax = b peut étre considérée comme 'image réciproque ou

préimage de b € K™ par l'application linéaire A : K" - K™ . De plus la solution du systéme homo-
géne associé Ax = 0 peut étre considérée comme le noyau de I’application linéaire 4 : K" - K™ .

D’aprés le théoréme 6.4,
dim(Ker A) = dim K* — dim(ImA) = 7n —rang A
Mais n est exactement le nombre d’inconnues dans le systéme homogeéne Ax = 0. Nous avons ainsi le
théoréme suivant sur les équations linéaires que 'on a rencontré dans le chapitre 5.



128  Algébre linéaire

Théoréme 5.11 : La dimension de ’espace solution W d’un systéme homogéne d’équations linéaires
AX = 0 est n —r, ou n est le nombre d’inconnues et r le rang de la matrice coef-
ficient A.

OPERATIONS SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES

Nous pouvons combiner entre elles des applications linéaires de différentes maniéres, de facon
a obtenir de nouvelles applications linéaires. Ces opérations sont trés importantes et seront utilisées
dans toute la suite.

Supposons F : V > Uet G : V = U deux applications linéaires d’espaces vectoriels sur un
corps K. Nous définissons la somme F + G qui est ’application linéaire de V dans U qui associe
Fv)y + Gv)av E V:

(F'+G)(v) = F(v) + G(v)

De plus, pour tout scalaire k € K, nous définissons le produit kKF comme étant l'application de V
dans U qui associe kF(v) av € V:
(kF)(v) = kF(v)

Montrons que si F et G sont linéaires, alors F + G- et kF sont aussi linéaires. Nous avons, quels
que soient v, w € V et quels que soient les scalaires a, b € K,
(F+G)(av+bw) = F(av+bdbw) + Glav+dw)
= aF(v) + bF(w) + aG(v) + bG(w)
a(F(v) + G(v)) + b(F(w) + G(w))
= aF+G)v) + b(F+GHw)

Il

et (kF)(av +bw) = EkF(av+bw) = «k(aF(v)+DF(w))
—  akF(v) + bkF(w) = a(kF)(v) + b(kF)(w)
Donc F + G et kRF sont linéaires

On a alors le théoreme suivant :

Théoréme 6.6 : Soient V et U deux espaces vectoriels sur le corps K. L’ensemble de toutes les
applications linéaires de V dans U avec les opérations précédentes d’addition et
de multiplication par un scalaire forme un espace vectoriel sur K.

L’espace dans le théoréme précédent est habituellement noté par

Hom (V, U)

Ici Hom provient du mot homomorphisme. Dans le cas ou V et U sont de dimension finie, nous
avons le théoréme suivant

Théoréme 6.7 : Supposons dim V = m et dim U = n. Alors dim Hom (V, U) = mn.

Supposons maintenant que V, U et W soient des espaces vectoriels sur un méme corps K,
etque F: V> Uet G: U —~ W soient des applications linéaires:

Rappelons que la fonction composé G o F est I'application de V dans W définie par (G ° F)(v) =
G(F(v)). Montrons que G o F est linéaire si F et G sont linéaires. Nous avons,quels que soient les
vecteurs v, w € V et quels que soient les scalaires a, b € K|

(GoF)(av+bw) = G(F(av+bw)) = G(aF(v)+bF(w))
= aG(F(v)) + bG(Fw)) = a(GeF)(v) + b(GoF)(w)

Donc G o F est linéaire.
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Les propriétés de la composition d’applications linéaires,de I’addition et de la multiplication
par un scalaire sont résumées ci-dessous :

Théoréme 6.8 : Soient V, U et W des espaces vectoriels sur K. Soient F et F' des applications li-
néaires de V dans U et G, G' des applications linéaires de U dans W et soit k € K.
Alors

(i) Go(F+F) = GoF + GoF"
(il) (G+G)oF = GoF + G'oF
(iii) K(GoF) = (kG)oF = Go(kF).

ALGEBRE DES OPERATEURS LINEAIRES

Soit V un espace vectoriel sur un corps K. Considérons le cas particulier d’applications linéaires
T:V —> V cest-a-dire de V dans lui-méme. Elles sont aussi appelées opérateurs linéaires ou trans-
formations linéaires sur V. Nous écrirons A (V), au lieu de Hom (V, V), pour ’espace déterminé par
toutes ces applications particuliéres.

D’aprés le théoréme 6.6, A (V) est un espace vectoriel sur K ; sa dimension est n?, si V a pour
dimension n. Si T, § € A(V) alors la composée Seo T existe et est aussi une application linéaire
de V dans lui-méme, c’est-a-dire S o T € A(V). Nous avons ainsi une “multiplication” définie dans
A (V). (Nous écrirons ST au lieu de S T dans l’espace (A(V)).

Remarquons qu’une algébre A sur un corps K est un espace vectoriel sur K dans lequel 'opé-
ration de multiplication est définie et satisfait, pour chaque F, G, H € A et pour chaque & € K,

1) F(G + H) = FG + FH.
2) (G + HYF = GF + HF
3) k(GF) = (RG)F = G(kF).
Si l’associativité reste aussi vraie pour la multiplication, c’est-a-dire si pour tout F, G, H € A,
4) (FG)H = F(GH)
alors V'algebre A est dite associative. Ainsi d’aprés les théorémes 6.8 et 6.1 A(V) est une al-

gebre associative sur K par rapport a la composition des applications ; on ’appelle souvent 1’algébre
des opérateurs linéaires sur V.

Remarquons que I’application identique I : V — V appartient a A(V). Quel que soit T€ A (V)

nous avons TI = IT = T. Nous pouvons aussi former des puissances de T en utilisant la notation
T? = To T ; T®> = ToT oT. De plus, quel que soit le polynome
pX) = a0+ aix + axx® + -+ + a.an, v €K

on peut former 'opérateur p(7) défini par
p(T) = aod + aiT + axT? + - -+ + a,T"

(Pour un scalaire 2 € K, Vopérateur kI est fréquemment noté simplement k). En particulier, si
p(T) = 0, Papplication nulle, on dit que T est un zéro du polyndme p(x).

Exemple 6.21 : Soit T : R® - R3 définie par T(x,y, z) = (0, x, ¥). Si (g, b, ¢) est na élément quel-
conque de R3 alors

(T+D(@,b,c) = (0,a,b) + (a,b,¢) = (a,a+b,b6+¢)

et T3a, b,c¢) = T%0,a,b) = T(0,0,a) = (0,0, 0)

Donc 72 = 0 est Papplication nulle de V dans lui-méme. En d’autres termes, T est
un zéro du polyndme p(x) = x3.
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OPERATEURS INVERSIBLES

Un opérateur linéaire T : V = V est dit inversible §’il a un inverse, c’est-a-dire s’il existe
T7! € A(V)tel que TT"! = T7'T = 1.

Or T est inversible si et seulement si T est bijectif. Ainsi, en particulier, si T' est inversible,
alors seulement 0 € V peut étre transformé en lui-méme ; c’est-a-dire T est non singulier. D’autre

part, supposons T non singulier c’est-a-dire Ker T' = {0}. Rappelons (page 127) que T est aussi
injectif. De plus en supposant V de dimension finie, nous avons, d’aprés le théoréme 6.4,

dimV = dim(Im7) + dim(Ker7) = dim(Im7T) + dim({0})
= dim(Im7) + 0 = dim(ImT7T)
Donc Im T = V, c’est-a-dire que I'image de T est V ; donc T est surjectif. 7 est donc a la fois

injectif et surjectif et donc est inversible. Nous avons démontré le

Théoréme 6.9 : Un opérateur linéaire T : V = V sur un espace vectoriel de dimension finie est
inversible si et seulement s’il est non singulier.

Exemple 6.22 : Soit T l'opérateur de R? défini par T(x, ¥) = (¥, 2x — y). Le noyau de T est {(0,0)};
donc T est non singulier et, d’aprés le théoréme précédent,il est inversible. Il s’agit de
trouver ’expression de T—1. Supposons que (s, t) soit 'image de (x, y) par T ; donc
(x, y) est I'image de (s, ) par T~1 : T(x,y) = (s, t) et T-1 (s, £) = (x, y), Nous avons

T, y) = (y, 26 —4) = (s,f) ectdonc w=s, 20—y=t

, . 1 1 - ,
En résolvant en x et ¥, on obtient x = - s+ = ¢, y = 5, Donc T 1 est donné par la

] i 2 2
1 ={ Z ¢+ — )
formule T7° (s, t) <2s 2t,s .
La dimension de V doit étre finie dans le théoréme précédent, comme on peut le voir dans
P’exemple suivant.

Exemple 6.23 : Soit V I’espace vectoriel des polyndmes sur K et soit T I'opérateur de V défini par
Tlag+at+ - +a,tr) = apt + a2+ -+ + a tnt!

c’est-da-dire que T augmente la puissance de chaque terme de 1. 7 est une application li-
néaire non singuliére. Toutefois, T n’est pas surjectif et donc non inversible
Donnons maintenant une application importante du théoréme précédent aux systemes d’équa-
tions linéaires sur le corps K. Considérons un systéme qui a le méme nombre d’équations que d’in-
connues, c’est-a-dire n. Nous pouvons représenter ce systéme par ’équation matricielle

Ax=b (*)

ou A est une matrice carrée d’ordre n sur K que nous pouvons considérer comme un opérateur linéaire
de K". Supposons que la matrice A soit non singuliére ; c’est-a-dire que ’équation matricielle Ax = 0
admette seulement la solution nulle. Alors. d’apres le théoréme 6.9, I’application linéaire A est injec-
tive et surjective. Ceci veut dire que le systéme (*) a une solution unique quel que soit & € K" .D’autre
part, supposons que la matrice A soit singuliére, c’est-a-dire que I’équation matricielle Ax = 0 admette
une solution non nulle ; Papplication linéaire A n’est alors pas surjective. Ce qui veut dire qu’il existe
b € K" pour lequel (*) n’a pas de solution. De plus, si une solution existe, elle n’est pas unique.
Nous avons ainsi démontré le résultat fondamental suivant :

Théoréme 6.10 : Considérons le systéme suivant d’équations linéaires:

A11%1 + Qs + -+ - + Qakn = by

A21%1 + A2 + - -+ + Qonn = be

An1Z1 + An2Xe + - ¢ + Qunln = bn
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(i) Si le systéme homogéne associé admet seulement la solution nulle, le systéme
précédent a une solution unique quelles que soient les valeurs de b;.

(ii) Si le systéme homogeéne associé admet une solution non nulle alors (i) il y a
des valeurs de b, pour lesquelles le systeme précédent n’a pas de solution ;
(ii) cependant s’il existe une solution du systéme précédent, cette solution
n’est pas unique.

PROBLEMES RESOLUS

APPLICATIONS

6.1.

6.2.

Rechercher si oui ou non chacun des diagrammes suivants définit une application de
A ={a, b, ¢c}dans B = {x, y, z}.

ey ‘ (ii) (iti)
(i) Non : L’élément b € 4 n’a pas d’image.
(ii) Non : Deux éléments x et z ayant le méme antécédent ¢ € A.
(iii) Oui

Utiliser une formule pour définir chacune des fonctions suivantes de R dans R.
(i) A chaque nombre f associe son cube,
(ii) A chaque nombre g associe le nombre 5.

(ili) A chaque nombre positif & associe son carré, et a chaque nombre non positif 2 associe
le nombre 6.

Trouver aussi les valeurs prises par chaque fonction pour 4, — 2 et 0.

(i) Puisque f associe & un nombre quelconque x, son cube x3, nous pouvons définir f par f(x) = x3.
Ainsi
f4) = 4 =64, f(=2) = (=28 = =8, f(0) = 03 =0
(ii) Puisque g associe 5 & tout nombre x, nous pouvons définir g par g(x) = 5. Ainsi les valeurs prises
‘par g pour chacun des nombres 4, — 2 et 0 sont égales a 5:

g4y =5, g(=2) =5 g0 =35
(iii) On utilise deux formules distinctes pour définir A comme suit :
x2 si x>0
h(x) =
6 si x<O

Puisque 4 > 0, h(4) = 4% = 16. D’autre part, — 2, 0 < 0 et donc h(— 2) = 6, h(0) = 6.
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6.3. Soit A = {1, 2, 3, 4, b} et soit f : A - A P’application
définie par le diagramme de droite. (i) Trouver l'image
de f. (ii) Trouver le graphe de f.

(i) L’image f(A4) de 'application f contient toutes les images
des éléments de A. Or seulement 2, 3 et 5 sont les images d
d’éléments de A, d’on f(4) = {2, 3, 5}

&/

\/
X

(ii) Le graphe de f contient tous les couples (g, f(2)) ol a € 4.
Or f(1) = 3, f(2) = 5, f(3) = 5, f(4) = 2, f(5) = 3, d’ou
le graphe de

f=1{1,3),(25),(3,5), (4,2), (5,3)}

6.4. Tracer le graphe de (i) f(x) = x2 + x — 6, (ii) g(x) = x3 — 3x? — x + 3.

Remarquons qu’il s’agit de “fonctions polyndmes”. Dans chaque cas dressons une table de valeurs qui
3 x fait correspondre f(x). Placons les points dans un repére cartésien, et joignons ces différents points ob-
tenus par une courbe continue réguliére.

A f B g C

(i) Trouver 'application composée (g o f) : A = C. (ii) Trouver I'image de chacune des
applications f, g et g o f.

(i) Utilisons pour calculer la définition de la composition des applications :
(gof@) = g(fla)) = g(y) = ¢
(goNd) = g(f(h)) = g(x)
(g°Nle) 9(fle)) = g(y)

Remarquons que nous arrivons a la méme réponse que celle obtenue a I'aide des fléches dans le dia-
gramme :

8
t

il

a->y—t, b-ox—s, coy—>t
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(ii) D’aprés le diagramme les images par ’application f sont x et y et les images par g sont r, s et ¢, donc
image de f = {x, y} et image de g ={7, s, t}.

D’aprés (i) les images par P’application g o f sont t et s ; donc Iimage de g o f = {s, 7}. Remarquons
que les images de g et g o f sont différentes.

Soient les applications f et g définies par f(x) = 2x + 1 et g(x) = x? — 2. (i) Trouver
(g o ) (4) et (f o g)(4). (ii) Trouver les formules définissant la composition des applications
g o f et f o &.
(i) f(4)=12.4+1=9.Donc(ge f)(4)=g(f4) =g =g@) =9 ~2=179
g4)=4> — 2= 14. Donc (fo g) (4) = f@@4) = f14) = 2. 14+ 1 =29,
(ii) Calculons la formule donnant g o f comme suit :
EofNX)=g(fx) =gQx+ 1)=(2x + 1)? -2 =4x* +4x — L.

Remarquons que la méme réponse peut &tre trouvée en écrivant y = f(x) = 2x + l et z = g(y) = y2 - 2,
et en éliminant y : z = y? — 2= (2x + 1) — 2 = 4x* + 4x — 1.

(feg)x)= f(gx) = f(x2 - 2)= 2(x2 — 2+ 1 =2x% — 3, Remarquons que fo g ¥ g o f.

Soient les applications f : A > B, g : B> C et h : C = D définies par le diagramme

Déterminer si chacune de ces applications (i) est injective, (ii) surjective, (iii) a un inverse.

(i) L’application f : A = B est injective puisque chaque élément de 4 a une image distincte. L’application
g: B~ C n’est pas injective puisque x et z ont tous deux pour images le m&me élément 4. L’application
h 1 C > D est injective,

(ii) L’application f : A = B n’est pas surjective puisque z € B n’est pas I'image d’un élément quelconque
de A. L’application g : B ~ C est surjective puisque chaque élément de C est I'image d’un élément
de B. L’application 2 : C = D est aussi surjective.

(iii) Une application admet une application inverse si et seulement si elle est 4 la fois injective et surjec-
tive. Ainsi seulement 2 a un inverse.

Supposons f : A > B et g : B~ C ; donc l'application composée (g o f) : A = C existe.
Démontrer que : (i) Si f et g sont injectives, alors g o f est injective. (ii) si f et g sont
surjectives alors g o f est surjective, (ili} Si g o f est injective alors f est injective. (iv) Si
g o [ est surjective alors g est surjective.

(i) Supposons (g o fY(x) = (g o fY(¥). Alors g(f(x)) = g(f(»)). Puisque g est injective
f(x) = f(»). Puisque f est injective x = y. Nous avons démontré que (g o /)(x) = (g o ) (¥) implique
x =y ; donc g o f est injective,

(ii) Supposons ¢ € C. Puisque g est surjective, il existe b € B pour lequel g(b) = c. Puisque f est sur-
jective, il existe @ € 4 pour lequel f(a@) = b. Donc (g o f) (@) = g(f(a)) = g(b) = ¢, donc g o f est
surjective.

(iii) Supposons f non injective. Il existe alors des éléments distincts x, y € 4 pour lesquels f(x) = f(¥).
Ainsi (g o ) (x) = g(f(x) = g(f(3)) = (g o f)(y) donc g o f n’est pas injective. En conséquence
si g o f est injective alors f doit étre aussi injective, :

(iv) Sia € A4, alors (g o f) (@) = g(f(a)) € g(B) ; donc (g o f)(4) C g(B). Supposons g non surjective.
Alors g(B) est contenu dans C et ainsi (g o f)(4) est contenu dans C ; donc g o f n’est pas surjec-
tive. En conséquence si g o f est surjective, alors g doit étre surjective.
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6.9. Démontrer qu'une application f : A = B admet une inverse si et seulement si elle est in-
jective et surjective.

Supposons que f admette une inverse ; c’est-a-dire qu’il existe une fonction f ~1.B->4 pour laquelle

fflof=1,etfof™! 5. Puisque 1 4 ©st injective, f est injective d’aprés le probléme 6.8 (iii) et
puisque 1p est surjective, f est surjective d’aprés le probléme 6.8 (iv). Donc f est a la fois injective et
surjective,

Supposons maintenant que f soit a la fois injective et surJectlve Alors chaque b € B est I'image d’un
élément unique de A4, appele B. Ainsi si f(@) = b alors a = b ; donc () = b. Soit g ’application de
B dans 4 définie par b = 5. Nous avons

(1) (g o f)(a) = g(f(@) = g(b) = b = a, pour chaque ¢ €4 ;donc g o f = 1,
(2) (fog)d) = flgb)= f(3)= b, pour chaque b € B ; donc fo g = lp.

En conséquence, f a une inverse. Son inverse est ’application g,

6.10. Soit f: R > R définie par f(x) = 2x — 3. f est injective et surjective ; donc f a une
application inverse f ~!. Trouver la formule définissant f~

Soit y I'image de x par P’application f: y = f(x) = 2x — 3. En conséquence x sera I’image de y
par l’apphcatlon inverse 1 Résolvons Péquation précédente en expnmant x en fonction de
y . x = (y + 3)/2. Cette formule définit la fonction inverse qui est f~ (y) = (y + 3)/2.

APPLICATIONS LINEAIRES
6.11. Montrer que les applications F suivantes sont linéaires :
(i) F: R? - R'définie par F(x,y) = (x + ¥, x).
(ii) F : R® = R définie par F(x, v, 2) = 2x — 3y + 4z
(i) Soitv=1{(a, b)etw= (a »') ; donc
v+w = (a+a,b+b) et kv = (ka, kb), kER
Nous avons F(») = (¢ + b, @) et F(w) = (d' + b', d'). Ainsi
Fo+w) = Fla+d,b+b) = (a+a’'+b+b,a+4a)
= (@a+b,a) + (@ +0b,ad) = Fv) + Flw)
et Fkv) = F(ka, kb) = (ka+ kb, ka) = kia+d,a) = kF(v)
Puisque v, w et k étaient arbitraires, F est linéaire.
(ii) Soient v = (g, b, ¢) et w = (a', p', ¢ ; done
v+w = (ata,b+b,c+¢) et kv = (ka, kb, ke), kER
Nous avons F(v) = 2a — 3b + 4c et F(w) = 24" — 3b" + 4. Ainsi
Fov+w) = Flat+a,b+b,c+¢) = 2(a+a’) —30+b)+ 4(c+¢")
= (2a —3b+4¢) + (2a' — 8V +4¢") = F(v) + F(w)
et Fkv) = F(ka, kb, k¢) = 2ka — 3kb + 4kc = k(2a—3b+ 4¢) = kF(v)

En conséquence, F est linéaire.

6.12. Montrer que les applications suivantes F' ne sont pas linéaires :
(i) F : R?* - R définie par F(x, y) = xy.
(i) F : R* = R® définie par F(x, y) = (x + 1, 2y, x + y).
(iii) F : R3 = R? définie par F(x, y, z) = (Ix|,0).
(i) Soientv=(1, 2)etw = (3, 4) ;alors v + w = (4, 6).
Nous avons F(») =1 . 2= 2¢et F(w) =3 . 4 = 12, Donc
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Flo+w) = F(4,6) = 4+6 = 24 # F(v) + F(w)
En conséquence, F n’est pas linéaire.
(ii) Puisque F(0,0) = (1, 0, 0) # (0, 0, 0), F ne peut étre linéaire.
(iii) Soit v = (1, 2, 3) et k = — 3, donc kv = (— 3, — 6, — 9).
Nous avons F(¥) = (1, 0) et donc aussi kF(¥) = — 3 (1, 0) = (— 3, 0). Alors
Flkv) = F(—3, —6,—9) = (3,0) # kF(v)

et donc F n’est pas linéaire,

Soit V D’espace vectoriel des matrices carrées n sur K. Soit M une matrice arbitraire de V.
Soit T : V = V définie par T(A) = AM + MA ou A € V. Montrer que T est linéaire.

Quels que soient A, B € V et quel que soit k € K, nous avons
TA+B) = (A+-BM+ MA+B) = AM + BM + MA + MB
— (AM+MA) + (BM+MB) = T(A) + T(B)
et T(kA) = (KAYM + M(kA) = KAM) + k(MA) = k(AM+MA) = kT(A)
Donc, T est linéaire.

Démontrer le théoréme 6.2 : Soient V et U deux espaces vectoriels sur le corps K. Soit
{v,, v,,...,v,} une base de V et soit u,,...,u, des vecteurs quelconques de U. Il existe
alors une application linéaire unique F : V — U, telle que

Fw,)=u,, Flvy,) = uy,...,F(v,) = u,.

Il y a trois étapes dans la démonstration de ce théoréme : (1) Définir une application F : V' = U
telle que F(v;) = u;, i = 1,...,n. (2) Montrer que F est linéaire. (3) Montrer que F est unique.

Premiére étape. Soit v € V. Puisque {vl, Vasenns vn}est une base de V, il existe des scalaires uniques.
a,...,4a, €K pour lesquels v = a,v, + a,v, +--- +a,v,. Nous définissons F : V > U par
F(v) = aju; + aju, +--- +a,u,. (Puisque les g; sont uniques, l'application F est bien définie). Mainte-
nant, pour i = 1,...,n,

v, = 01)1+ +1vi+ +O'vn
Donc F(v) = Ouy + - + Tag + -0 + 0wy, = 2y
Ainsi la premiére étape de la démonstration est compléte.

Deuxiéme étape : Supposons v = a, v, * a,v, + -t ay, etw=>bv, + by, .-t by,
Alors

v+w = (ap+ b)vy + (gt bo)vy + 0+ (e +by)v,
et pour k quelconque k € K, kv = ka v, + kayv, + - + ka,v,. D’apres la définition de 'application F,
Fv) = auy + aguy + -+ + a,u, et F(w) = byuy + byvg + --+ + bu,
Donc Fv+w) = (ay+bjuy + (ag+ byJus + + -+ + (a, + b,)u,

= (aquy +ayuy + -+ - + auy) + (byuy + boug+ - -+ 4+ byuy)
= F(v) + F(w)

et F(kv) = klayu;+ago + -+ +a,u,) = kF(v)
D’ol1 F est bien linéaire.
Troisiéme étape  Supposons maintenant G : V = U linéaire et G(v)) = w;, i = 1,...,n. S8i
v=a,v, ta,v, *+---+av, alors
Glv) = Glayv; +agwws+ - +aw,) = 0,G(v) + a,Gwg) + -+ + a,Gw,)
= aguy + aguy + -0 + ayu, = F(v)

Puisque G(») = F(v) quel que soif v € ¥V, G = F. Ainsi F est unique et le théoréme est démontré.
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6.15. Soit T : R? — R I’application linéaire pour laquelle
T(1,1)=3 et T0,1)=—2 1)
(Puisque {(1,1),(0, 1)} est une base de R?, une telle application linéaire existe et est unique
d’aprés le théoréme 6.2). Trouver T(a, b).

Ecrivons d’abord (¢, b) comme une combinaison linéaire de (1, 1) et (0, 1) en utilisant les inconnues
scalaires x et y:

(@,b)=x(1,1) +y(0,1) (2)
Alors @, b)=(x,x)+0,»y)=(x,x+y) et doncx=a,x+y=25b
Résolvons en x et ¥ en fonction de ¢ et b, nous obtenons
x=a et y=b—-ua (3)
En utilisant maintenant (1) et (2)
T(a,b) = T(x(1,1) +y(0,1) = 2T(L 1) +yT(0,1) = 3¢ — 2y

Finalement en utilisant (3) nous avons
T(a,b) = 8z — 2y = 3(a) — 2(b—a) = 5a — 2b.

6.16. Soit T : V = U une application linéaire, et supposons ‘que v, ,v,,..., v, € V aient la pro-
priété que leurs images T'(v,),..., T(v,) soient linéairement indépendantes. Montrer que les
vecteurs v,,..., v, sont aussi linéairement indépendants.

Supposons que, pour les scalaires a, ..., q,, ¢; v, T ayvy +--- +a,v, = 0. Alors

0 = T(0) = T{ayv+taywy+ - +aw,) = aT(vy) + axT(vy) + -+ + a,T(v,)
Puisque les T'(v;) sont linéairement indépendants, tous les a; = 0. Ainsi les vecteurs v, ...,v, sont linéaire-
ment indépendants.
6.17. Supposons que ’application linéaire F : V — U soit injective et surjective. Montrer que ’ap-
plication inverse F~! : U = V est aussi linéaire,

Supposons u, u' € (,J Puis'que F est injective et surjective, il existe des vecteurs uniques v, v e V pour
lesquels F(v) = u et F(v') = u . Puisque F est linéaire, nous avons aussi

Fu+9v) = Fo)+ F@) = v+ et F(kv) = kF(v) = ku

Par définition de Papplication inverse Flw=v , F7 @ = Flu+d)y=v+et F~ Y kuw)=kv.
Alors
F-lu+w) = v+v = F-Yu) + F~(u) et F-Yku) = kv = kEF—Yu)

et donc F~! est linéaire.

IMAGE ET NOYAU D’APPLICATIONS LINEAIRES
6.18. Soit F : R* -~ R3? une application linéaire définie par
Flx,y,8t = (®—y+s+t,x+2s—t, 2 +y+3s—3¢)
Trouver une base et la dimension de 1) image U de F, 2) noyau W de F.
1) Les images des générateurs éuivants de R? engendrent l'image U de F:
F(1,0,0,00 = (1,1, 1) F(0,0,1,0) = (1,2, 3)
F(0,1,0,0) = (=1,0,1) F(0,0,0,1) = (1, -1, —3)

Formons la matrice dont les lignes sont les générateurs de U et réduisons-la par des opérations élémen-
taires sur les ligries & sa forme échelonnée:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 0 1 donne 0 1 2 donne o 1 2
1 2 3 0 1 2 0 0 O
1 -1 -3 0 -2 —4 0 0 0

Ainsi{(1,1,1),(0,1,2)} est une base de U ; donc dim U = 2,
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2) Cherchons Pensemble des (x, y,s,t) tel que F(x,y,z,t) = (0,0, 0) c’est-a-dire
Flx,y,8t = (r—y~+s+t,z+2s—t, z+y+3s—3t) = (0,0,0)

En égalant les unes aux autres les composantes correspondantes, on obtient le systéme homogéne sui-
vant dont Pespace solution est le noyau W de F:

x—y+ s+ t =0 x—y+ s+ ¢t =0

r—y+s+ t =0
x - +2s— t =0 ou y+ s—2¢t = 0 ou Y
. y+s—2t =0
rx+y+3s—3t =0 2y + 28 — 4t = 0

Les inconnues libres sont s et ¢ ; donc dim W = 2. Posons
a) s=—1,¢t =0 on obtient la solution (2, 1, — 1, 0)
b) s=0, ¢ = 1 on obtient la solution (i, 2,0, 1)

Ainsi {(2, 1, — 1, 0) et (1, 2, O, 1)} est une base de W, (Remarquons que dim U + dim W =2+ 2=4
qui est la d1mens1on du domaine R? de F).

6.19. Soit T : R3® = R3 I'application linéaire définie par
T(x,y,2) = (x+2y—2,y+z x+y—22)
Trouver une base et la dimension de 1) image U de T, 2) noyau W de T.
1) Les images des générateurs de R3 engendrent 'image U de T:
7(1,0,0) = (1,0,1), T(0,1,0)=(2,1,1), T(0,0,1) = (—1,1,—2)

Formons la matrice dont les lignes sont les générateurs de U et réduisons-la par des opérations élémen-
taires sur les lignes 4 sa forme échelonnée:

T 0 1 1 0 1 1 0 1
2 1 1 doit [0 1 -1 | do0t [0 1 -1
-1 1 -2 0 1 -1 0 0 0

Ainsi {(1, 0, 1), (0, 1, — 1)} est une base de U et donc dim U = 2.
2) Cherchons Pensemble des (x, y, z) tels que T(x,y,z) = (0, 0, 0) cest-d-dire
T(r,y,2) = (x+2y—2,y+z x}

En égalant les composantes correspondantes les unes aux autres, on forme le systéme homogéne dont
I'espace solution est le noyau W de T:

x+2y— 2z =0 x+2y—2 =0
x+2y—2z = 0
y+ z =0 ou y+z =0 ou
y+z =0
x+ y—2z = 0 —y—z = 0
La seule inconnue libre est z ; donc dim W = 1. Soit z =1 jalors y = — 1 et x = 3, Donc {(3, — 1, 1)}

est une base de W. (Remarquons que dim U + dim W = 2 + 1 = 3, qui est la dimension du domame
R3 de T).

6.20. Trouver une application linéaire F : R®> - R* dont ’image est engendrée par (1, 2, 0, — 4)
et (2, 0, — 1, — 3).

Méthode 1.

Considérons la base habituelle de R>: e; = (1,0, 0),e, = (0, 1, 0),e3 = (0, 0, 1). Soient F(e,;) =
(1, 2,0, —4), F(e;) = (2, 0, — 1, —3) et F(ez) = (0, 0, 0, 0). D’aprés le théoréme 6.2, une telle appli-
cation linéaire F existe et est unique. De plus, llmage de F est engendrée par les F(e;) ; donc F a la pro-
priété requlse Nous trouvons la formule générale pour F(x, y, z) :

F(x,y,2) = Flxe,+yey+2zé3) = xF(ey) + yF(ey) + 2F(eq)
x(1, 2,0, —4) + y(2, 0, —~1, —3) + 2(0, 0, 0, 0)
= (x+ 2y, 22, —y, —4x — 3y)
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Méthode 2.
Formons une matrice 4 x 3 dont les colonnes sont uniquement les vecteurs donnés ; c’est-d-dire
1 2 2
A = 2 0 0
0 -1 —1
—4 -3 -3

Rappelons que A détermine une application linéaire 4 : R? > R* dont I'image est engendrée par les colonnes
A, Ainsi A satisfait 4 la condition requise.

1 2
6.21. Soit V P’espace vectoriel des matrices 2 x 2 sur R et soit M =( 9 3 ) Soit F : V = V lappli-

cation linéaire définie par F(A) = AM — MA. Trouver une base et la dimension du noyau W de
F. '

x ¥y x y 0 0
Nous cherchons I’ensemble des ( ) tels que F( )= ( )
s t s t 0 0
P Y x y\/1 2y /1 2\/x vy
<s t> <s t><0 3> <0 3><s t

_ x 2x+3y\ [x+2s y+2t
- <s 28+3t> 3s 3t

/=28 2x;+2y—2t\ <0 0>
T\ —2s 2s N0 0
Ainsi 20+ 2y — 2t = 0 r+ty—1¢t =0
ou
2s = 0 s =0

Les inconnues libres sont y et 1 ; donc dim W = 2. Pour obtenir une base de W posons
a) y= —1, t= 0, on obtient la solution x = 1, y= —~ 1, s= 0, ¢t = Q.
b) y= 0, t= 1, on obtient la solution x = 1,y =0, s=0,t= 1.

1 —1 1, 0
Donc : ( ) ; ( ) est une base de W.
0 0 0 1

6.22. Démontrer le théoreme 6.3 : Soit F : V — U une application linéaire. Alors 1) 'image de
F est un sous-espace de U et 2) le noyau de F est un sous-espace de V.

1) Puisque E(O) = 0, 0 € Im F. Supposons maintenant u,u € ImF et a, b € K. Puisque u et u appar-
tiennent & 'image de F, il existe des vecteurs v, v € V tels que F(v) = u et F(') = «'. Dou

Flav+bv") = aF{v) + bF(v') = au+buw € ImF
Ainsi I'image de F est un sous-espace de U.

2)  Puisque F(0) = 0, 0 € Ker f. Supposons maintenant v, w € Ker F et ¢, b € K. Puisque v et w appar-
tiennent au noyau de F, F(y) = 0 et F(w) = 0. Donc

Flav+bw) = aF@) + bF(w) = a0+ b0 = 0 et donc av+ dbw € KerF

Donc le noyau de F est un sous-espace de V,

6.23. Démontrer le théoréme 6.4 : Soit V un espace vectoriel de dimension finie et soit F: V—=>U
une application linéaire d’image U’ et de noyau W. Alors dim U' + dim W = dim V.

Supposons dim ¥V = n. Puisque W est un sous-espace de V, sa dimension est finie, ¢’est-a~-dire dim W= r < n.
Nous avons maintenant besoin de démontrer que dim U = n — r,



Chapitre 6/Applications linéaires 139

Soit {wl s W, Yune base de W. Etendons-la 4 une base de V.
{7'01) ceey Wy Vyy ovey 'Un—r}
Soit B = {F(vy, Flvy), ..., F(v,_,)}

Le théoréme est démontré si nous montrons que B est une base de Iimage U’ de F.

Démontrons que B engendre U'. Soit u € U'. Alors il existe v € V tel que F(v) = u. Puisque’{w,-, vt.}
engendre V et puisque v € V,

v = aqwy+ - Faw, byt by v,
ol les a;, b; sont des scalaires. Remarquons que F(w;) = 0, puisque w; appartient au noyau de F. D’ol
w = F@) = Flagw+ - +aw,+bvi+ - +b_,vy )
= aiF(w)) + -+ + ¢, F(w,) + 01 F(wy) + - + by 1 F(vy,)
= a0+ o+ a0+ bF@) + 0+ by Flo,_,)
= b F@) F o+ by F(v,-,)

En conséquence les F(v;) engendrent I'image de F.

Démontrons que B est linéairement indépendant. Supposons
a’lF(vl) + aOF('UO) + -0+ an”TF(vn-r) =0

Alors Flayvy tagv, +«v-+ta,_ v, )= 0 etdonc a1 v, +.--+a,_, v, , appartient au noyau W de

F. Puisque {w; }engendre W, il existe des sealaires b, ..., b, tels que
a vy Fagws o ey v, = blwl + bowy + -+ + bw,
ou ayvy Rl ol ¢ S blwl - brw'r =0 (*)

Puisque {wi, vi}est une base de V, il s’agit d’un systéme linéairement indépendant ; donc les coefficients
des w; et v; dans (*) sont tous nuls. En particulier ¢; = 0,..,q = 0. En conséquence les F(v;) sont
linéairement indépendants.

Ainsi B est une base de U’ et donc dim ' = n — r et le théoréme est démontré

n—r

6.24. Supposons que f: V = U soit une application linéaire de noyau W et que f(v) = u. Montrer que
la “classe” v + W = {v + w ; w € W} est la préimage ou l'image réciproque de u, c’est-a-dire
que f~1(u) = v + W.
Nous devons demontrer que 1) I l(u) Cy + W et 2) v + W - f_l (u). Prouvons premiérement 1).

Supposons ' Ef‘ gu) Alors f(v) u et donc f(v —y) = f(v) — f(v) = u — u = 0, c’est-a-dire
Y —veEw Ainsiv =v+ ~—v)Ev—i—Wetdoncfl(u)Cv-I—W

Démontrons maintenant 2). Supposons ' €v+ W. Alors v = v + w olt w € W. Puisque W est le
noyau de f,fw) = 0. En consequence &Y = fo + w) = f(v) + f(w) = F(¥) + 0 = f(v) = u. Ainsi
= f- L) et donc v + W C f_ (u).

APPLICATIONS SINGULIERES ET NON SINGULIERES

6.25. Supposons F : V = U une application linéaire, et V de dimension finie. Montrer que V et
I'image de F ont la méme dimension si et seulement si F est non singuliere. Déterminer
toutes les applications non singuliéres T : R* -~ R3,

D’aprés le théoréme 6.4 dim V = dim (Im F) + dim (Ker 7). Donc ¥V et Im F ont la méme dimension
si et seulement si dim (Ker F) = 0 ou Ker F = {0 }c’est-a-dire si et seulement si F est non singuliére.

Puisque la dimension de R® est inférieure 4 la dimension de R*, elle est donc la dimension de P'image
de T. En conséquence, aucune application linéaire T : R? - R3 ne peut étre non singuliére.

6.26. Démontrer qu’une application linéaire F : V — U est non singuliére si et seulement si I'image
d’un ensemble indépendant est un ensemble indépendant.

Supposons F non singuliére et supposons que {Vu- L,V }est un sous-ensemble mdependant de V. Nous
affirmons que les vecteurs F(v ), . , F(v,) sont 1ndependants Supposons ¢, F(v,) + a, F(v,) +---a,F(v))=0
ou a; € K. Puisque F est lmeaue F(a1 12 + ay vy, t - +a,v,)=0, donc

1% + agvg + -+ + a,v, € Ker F
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Mais F est non singuliére c’est-d-dire Ker F = {0} ; donc a, vy ta,vy *+---+a,v, = 0.Puisque les v;

sont linéairement indépendants, tous les a; sont nuls. En conséquence, les F (v;) sont linéairement indépen-

dants, En d’autres termes, 'image d’un ensemble indépendant {v, ,v,,..., vn} est indépendant.

D’autre part, supposons que 'image d’un ensemble quelconque indépendant soit indépendant. Alors
{F (v)} est indépendant et donc F(v) # 0. En conséquence, F est non singuliére.

OPERATIONS SUR DES APPLICATIONS LINEAIRES

6.27. Soit F : R® - R? et G : R® = R? définies par F(x,y,2) = 2x,y+ 2) et G(x,y,2) =
(x — z,y). Trouver les formules définissant les applications F + G, 3F et 2F — 5G.

(F+G)z,y,2) = Fl,y,2) + G, y,2)
= @Qx,y+z2+@—2y = Br—z 2y+z)
(8F)(x, y, 2) = 3F(x,y,2) = 3(2x,y+2) = (6x,3y+32)

(2F —5G)(x, ¥, 2) = 2F(x,y,2) — bG(x, y,2) = 2(2x,y +2) — ble — =z, y)
= (4x, 2y + 22) + (—5x + 5z, —5y) = (—=x + 52, =3y + 22)

6.28. Soit F : R® - R%et G : R* - R? définies par F(x,y,2) = (2x,y + 2) et G(x,y) = (v,%).
En déduire les formules définissant les applications Go F et Fo G.
(GoF)x y,2) = GF(x,y,2) = G2x,y+2) = (y+z 2x)

L’application F o G n’est pas définie puisque I'image de G n’est pas contenue dans le domaine de F.

6.29. Montrer 1) l'application nulle 0, définie par 0(v) = 0 pour tout v € V est I'élément nul de
Hom (V, U). 2) La symétrique ou opposée de F € Hom (V, U) est I’application (—1)F,
c’est-a-dire —F = (— 1) F.

1) Soit F € Hom (V, U). Alors pour chaque v € V
(F+0® = F)+0r) = Fv) +0 = F(v)
Puisque (F + 0) (v) = F(») pour tout v€E  F + 0 = F,

2) Pour tout v € V,
(F+(-DF)(v) = F@) + (-DF(v) = F) —F@®) = 0 = 0(v)

Puisque (F + (— 1)F) () = 0(v) pour tout v € V, F + (—1)F = 0. Ainsi (— 1)F est Popposée de F.

6.30. Montrer que pour F,,...,F, € Hom(V, U) et a,,...,a, € K et pour v € V quelconque,

(F 1+ aeFo + - +anF)(v) = @y (v) + aFa(v) + - + k" (V)
Par définition de l'application a, F , (¢,F,) (v) = ¢ F,;(v) = a,F,(v) ; donc le théoréme reste vrai pour
n = 1. Ainsi par récurrence,
(@1 F)(0) + (azFs+ -+ + a,F)(v)
= @ (v) + axFo(v) + o0 o+ 0, F, (v)

il

(a1Fy+apFg+ - - + a,F ) (v)

6.31. Soit F : R®> > R?, G : R® > R? et H : R® > R? définies par F(x,y,2)=(x+y+z x+y),
Gx,y,z) = (2x + 2, x + y) et Hx,y,z) = (2y, x). Montrer que F, G, H € Hom (R3,R?)

sont linéairement indépendantes.

Supposons pour les scalaires q, b, ¢, € K

aF + bG + cH=0
(Ici O est I’application nulle). Pour e; =(1,0,0) € R3, nous avons

(aF +bG + cH)(e;) = aF(1,0,0) + bG(1, 0, 0) + cH(1, 0, 0)
= e, ) +05E, D+ e0,1) = (¢+2b,a+b+¢)
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et 0(e;) = (0, 0). Donc d’'aprés (1), (@ + 2b,a + b + ¢) = (0,0) et ainsi
a-+-2b =0 et at+b+ec =0 2)
De fagon analogue pour e, = (0, 1, 0) € R3, nous avons
(aF + bG + cH)(ey) = aF(0, 1, 0) + bG(, 1, 0) + cH(0, 1, 0)
= {1, 1)+ b(0,1) +¢(2,0) = (a+2¢,a+b) = 0(e;) = (0,0)
Ainsi a+2 =0 et a+b =0 (3
En utilisant (2) et (3) nous obtenons a=0, b=0 ¢=0 (4)

Puisque (I) implique (4), les applications F, G et H sont linéairement indépendantes.

6.32. Démontrer le théoréme 6.7 : Supposons dim V=m et dim U = r. Alorsdim Hom (V, U) =mn.

Supposons que {v,,..., Vo } soit une base de V et{u;,...,u Yune base de U. D’aprés le théoréme 6.2
une application linéaire dans Hom (¥, U) est uniquement déterminee en désignant arbitrairement des éléments
de ¥V qui sont les images d’éléments de la base de V. On définit

Fy;eHom(V,U), i=1,...,m, j=1,...,n

comme V’application linéaire pour laquelle F;(v;) = u; et Fi].(vk) = 0 pour k # i, c’est-d-dire F;; transforme v;
en u; et les autres v en 0. Remarquons que {jFi‘}contient exactement mn éléments, donc le theoréme est dé-
montré si nous montrons qu’il s’agit d’une base de Hom (V, U).

Démontrons que {F,,} engendre Hom (V, U) : Soit F € Hom (V, U). Supposons F(vl)/= Wi, F(vz) =

1
Wy seooy Fy, )= w, . f’uisque w, € U c’est une combinaison linéaire des u, c’est-a-dire
W, = Gty F oty F o g, kE=1,...,m, ;€K n
m n
Considérons Vapplication linéaire G = 21 '21 a;; ;. Puisque G est une combinaison linéaire des Fy;, la preuve
i=1j=

que {Fij} engendre Hom (V, U) est compléte si nous démontrons que F = G.

Calculons maintenant G (v, ),k = 1,..., m. Puisque Fij(vk) = 0pour k#i et Fy,(vp) = uy,

|
Mz

n n n
G(vy) '21 ayFy; (ve) = .21 ag; Fri(v) = .El A Uj
i= j= j=

1

i

= Gty T Ggets ottt aguy,

Ainsi d’aprés (1) G(vk) = w, pour tout k. Mais F (v, )} = w, pour tout k. En conséquence, d’aprés le théoréme
6.2, F = G ; donc {Fii}engendre Hom (V, U).

Démontrons que {Fi]- Yest linéairement indépendant : Supposons que pour les scalaires ;i €K,

m n
2 SagFy = 0
i=1 5=1
Pour v, = ©....,m,
m n n n
0 = 0wy = I 3 a;Fy00) = 3 ayFg) = 2 agy
i=1 j=1 i=1 i=1
= QU Tt Qo b T Gy,
Mais les u; sont linéairement indépendants ; donc pour k = 1,...,m nous avons ¢, = 0 a,, = 0,...,

l.j} est linéairement indépendant.

Ainsi{Fii}est une base de Hom (¥, U) ; donc dim (V, U) = mn.

a,,, = 0. En d’autres termes, tous les a; = 0 et donc{F

6.33. Démontrer le théoréme 6.8: Soient V, U et W des espaces vectoriels sur K. Soient F, F'
des applications linéaires de V dans U et soient G, G' des applications linéaires de U dans W ; et
soit k € K. Alors 1) Go(F + F')= GoF + GoF' ;2) (G + G )oF=GoF + G'oF;
3) BK(GeoF)= Go(kF)

1) Quel que soit v € ¥,
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(Go(F+F)v)

GF + F')(v)) = G(F(v)+ F'(v))
= GF@W)+GF'W) = (GoF)w) + (GoF')(v) = (GoF + GoF')(v)

Puisque (Go(F + F')) () = (GoF + GoF')(») quel que soit v E V, Go (F + F) = G cF+GoF
2) Quel que soit v € V,

G+ &) o F)(v) (G+@YF(v) = GFW) + G'(F(v))

= (GoFYv) + (G'oF)(v) = (GoF + G'°F)(v)
Puisque ((G + G o F) @) = (Ge F+ GoF') (v) quel que soit v € ¥V, (G + GYaF=GoF+G oF.

3) QuelquesoitveV,

(F(GoF))(w) = KGeoF)v) = EGEFW)) = (kG)(F(v)) = (kGoF)(v)

et (K(GoF)w) = E(GoF)(v) = KGF®)) = GEF() = G(kF)(v)) = (GokF)(v)

En conséquence k(G o F) = (kG) o F = G o (kF).(Nous pouvons affirmer que deux applications sont
égales en montrant qu’elles associent la méme image a4 chaque point du domaine de définition).

6.34. Soit F : V> Uet G : U~ W deux applications linéaires. Donc (G o F) : V = W est linéaire.
Montrer que 1) rang (G o F) < rang G, 2) rang (G o F) < rang F.
1)  Puisque F(V)C U, nous avons aussi G(F(V)) C G(U) et donc dim G (F(V)) < dim G(U). Alors
rang (GoF) = dim ((GoF)V)) = dim (GFDV))) = dim G(U) = rang G
2) D’aprés le théoréme 6.4 : dim (G (F(V))) < dim F(V). Donc

rang (GoF) = dim ((GeF)(V)) = dim (GF(V))) = dim F(V) = rang F

ALGEBRE DES OPERATEURS LINEAIRES

6.35 Soient S et T des opérateurs linéaires sur R? définis par S(x, y) = (y, x) et T(x, y) = (0, x).
Trouver les formules définissant les opérateurs S + T, 2S5 — 3T, ST, TS, S? et T?

S+ T)x,y) = Sz, v) + Tz, y) = (y,% + (0,x) = (y,2x).

2S —3T)(x,y) = 28(x,y) — 8T(x,y) = 2(y,x) — 3(0,x) = (2y,—x).

(STYx,y) = S(T(z,y)) = S(0,x) = («,0).

(TS)z,y) = T(S(x,y) = Tly,z) = (0,9).

S2(z,y) = S(S(x,) = S(y,») = (x,y). Remarquons que S? = 1, application identique
T%(x,y) = T(T(x,y)) = T(0,x) = (0,0). Remarquons que 7% = 0,application nulle.

6.36. Soit T un opérateur linéaire de R? défini par
T3,1)=(2,—4) et T(1,1) = (0, 2) (1)

(D’apres le théoréme 6.2 un tel opérateur linéaire existe et est unique). Trouver T(a, b). En
particulier trouver T'(7,4)

Ecrivons d’abord (e, b) comme combinaison linéaire de (3, 1) et (1, 1) en utilisant les inconnues sca-
laires x et y:

(@, b) = (3,1) + y(1, 1) (2)
3x ty=a
Donc @, p) = Bx,x)+ (y,y) = Bx + y,x + ¥y} et donc
x+y =b
Résolvons en x et y en fonction de a et b,

b et y=—%a+%b (3)

SR

a —

B ==

x =
Utilisons maintenant (2), (1) et (3),
T(a, b) xT(3,1) +yT(1,1) x(2, —4) + y(0, 2)

= (2x, —4x) + (0, 2y) = {2z, ~4x+2y) = (a— b, 5b — 3a)
Ainsi T(7,4) = (7 — 4, 20 — 21) = (3, — 1).

il
I
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6.37. Scit T un opérateur de R> défini par T(x,y,2) = (2x, 4x —y,2x + 3y — z). 1) Mon-
trer que T est inversible. 2) Trouver une formule donnant 77!,

6.38.

6.39.

6.40.

1)

2)

Le noyau W de T est ’ensemble de tous les (x ,y, z) tels que T(x,y,z) = (0,0, 0) c’est-d-dire :
T(x, y,2) = (2x,4e—y,2x+3y—=2) = (0,0,0)
W est 'espace solution du systéme homogéne
22 = 0, dx —y = 0, 20+ 3y —z =0

qui admet seulement la solution triviale (0,0 ,0). Donc W = {0} et T est non singuliére et donc
d’aprés le théoréme 6.9 inversible,

Soit (r, s, t) 'image de (x,y,z) par T ; alors (x, y, z) est 'image de (r,s,t)par T™': T(x,y,2)=
r,s,Det T 0,5, 0= (x , ¥, z). Nous trouverons les valeurs de x, ¥, z en fonction de r, s, ¢, et en
remplagant dans la formule précédente 77!. Formons

T(x,y,2) = @Cw,de—y,20+3y—2) = (r,s,t)

. o—1 .
nous trouvons x = =—r, y = 2r —s5, z=T7r —3s5s — t. Ainsi T~ est donné par

| =

Tﬁl(,ry s, t) - (T}’r; 27'_3, 77'_38'_t)

Soit V de dimension finie et soit T un opérateur linéaire sur V. Rappelons que T est inver-
sible si et seulement si T est non singuliére ou injective. Montrer que T est inversible si et
seulement si T est surjective.

D’aprés le théoréme 6.4 dim ¥V = dim (Im T) + dim (Ker 7). Donc les résultats suivants sont équiva-

lents: 1) T est surjective; 2} Im 7 = V; 3) dim (Im T) = dim ¥; 4) dim (Ker7) = 0; 5) Ker T = {0};
6) T est non singuliére;7) T est inversible

Soit V de dimension finie et soit 7 un opérateur linéaire sur V pour lequel TS = I, quel que
soit Vopérateur S de V. (Nous appelons S l'inverse a droite de T). 1) Montrer que T est inver-
sible 2) Montrer que S = T~'. 3) Donner un exemple montrant que le résultat précédent ne
reste plus valable si V est de dimension infinie.

1)

2)
3)

Soit dim ¥V = n. D’aprés le probléme précédent, T est inversible si et seulement si T est surjective ; donc
T est inversible si et seulement si rang T = n. Nous avons n = rang / = rang TS < rang T < n. Donc
rang T = n et T est inversible.

Soit V¥ ’espace des polyndomes en ¢ sur K ; soit p(z) = a, + at + a, 2+ 4+ a, t", Soient T et S
deux opérateurs de V définis par

Tpt) = 0+ ay+ agt + -+ + g tr—1 et S(p(t)) = agt + a2+ -+ + g tntl

Nous avons (TS)(p(t)) = T(S(p(8)) = T(agt+ agt2+ --- +a,tntl)
= ay Fat+ o baytt = p(t)

et donc TS = I,1’application identique, D’autre part, si kK € K et k # 0 alors ST(k) = S(T(k))= S(0) =
0 # k. En conséquence ST #* I

Soient T et S des opérateurs linéaires sur R? définis par S(x, y) = (0, x) et T(x,y) = (x, 0).
Montrer que TS = 0 mais ST # 0. Montrer aussi que 7% = T

(TS) (x,y) = T(S(x, y)) = T(0,x) = (0, 0). Puisque TS associe 0 = (0,0) a chaque (x, y) € R?,

¢’est 'application identique 7S = 0.

ST)Y(x,y)=S(T(x,y))= 8S(x,0) = (0, x). Par exemple ST(4, 2) = (0, 4). Ainsi ST # 0, puisqu’on

n’associe pas 0 = (0, 0) & chaque élément de R2,

Pour tout (x,y) € R 2(T?(x,y) = T{(T(x,y)) = T(x,0) = x,0) = T(x,y). Donc T? = T.
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PROBLEMES DIVERS

6.41. Soit {e, ,e,,e;} une base de V et{f,, f,} une base de U. Soit T : V > U un opéra-
teur linéaire, De plus, supposons

Il

T(el) = aif1 + aqf2 a; b1 ¢
T(es) bif1 + bofe et A = < >

T(ea) = C1f1 + szz
Montrer que, pour tout v € V, A[v], = [T(v)]f ou les vecteurs dans K? et K3 sont
écrits comme vecteurs colonnes. -

22 b2 Ca

k

1 .
Supposons v = k, e + k, e, + kyes s alors [v]e = (122) . Aussi
3

Tw) = kiT(ey) + kyT(eg) + kgTley)
= ky(afy + aofs) + ko(byfy + bofy) + kaleyfi+ eofy)
= (ayk; + biky + e1ky)fy + (agkty + boky + coks)fo
a1k1 + b1k2 + Clk3>
daue T =
En conséquence, [T(v)]; <¢12k1 + boky + coks
Calculons, on obtient
ky
_ fag by ¢ _ <a1k1 + bk + 01k3> = [Tw)
AM‘? B <a2 by c) 22 agky + boky + eoky (e
3

6.42. Soit k un scalaire non nul. Montrer qu’une application linéaire T est singuliére si et seu-
lement si kT est singuliére. Donc T est singuliére si et seulement si — T est singuliere.

Supposons 7T singuliére. Alors T(¥) = 0 quel que soit le vecteur v ¥ 0. Donc (kT) (v) = kT(v) =
k0 = 0 et donc kT est singuliére

Supposons maintenant k7T singuliére, Alors (kT )(w) = 0 quel que soit le vecteur w # 0 ; donc
T(kw) = kT(w) = (kT)(w) = 0. Mais k¥ #* 0 et w ¥ 0 implique kw # O ; ainsi T est aussi singuliére.

6.43. Soit E un opérateur linéaire sur V pour lequel E* = E. (Un tel opérateur est appelé une
projection). Soit U l'image de E et W le noyau. Montrer que : 1) si u € U alors E(u)=u
c’est-a-dire que E est ’application identique sur U; 2) si E # I, alors E est singuliere,
c’est-a-dire E(v) = O pour au moins un v #+ 0. 3) V=U & W,

1) Si u € U, 'image de E, alors E(v) = u quel que soit v € V. En utilisant iR E, nous avons
w = E@) = E%v) = E(E@®w) = E(u)
2) Si E # I, alors quel que soit v € ¥, E(v) = u ou v ¥ u, D’apreés () E(u) = u. Ainsi
Ev—u) = E@)—E@m) = u—u =0 ou v—u#*0
3) Montrons d’abord que ¥V = U + W, Soit v € V. Posons u = E(v) et w = v — E(v). Alors
v = Ew) +v—E@®w = u+w
Par définition, u = E(v) € U, I'image de E. Montrons maintenant que w € W, noyau de E :
E(w) = E(v—E(v)) = E(v) — E%v) = E(v) —E(®) = 0
et ainsi w € W, Donc ¥V = U + W.

Montrons maintenant que U N W = {0}. Soit v

€ U N W, Puisque v € U,E(y) = v
d’aprés (I). Puisque v € W, E(v) = 0 et ainsi U N W = 0} ‘

Les deux propriétés précédentes impliquent que V = U @ W,
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Montrer qu’une matrice carrée A est inversible si et seulement si elle est non singuliére.
(Comparer avec le théoréme 6.9 page 130).

Rappelons que A4 est inversible si et seulement si 4 est équivalente ligne 4 une matrice identité I
Donc les résultats suivants sont équivalents: 1) A est inversible. 2) 4 et I sont équivalentes lignes.3) Les

équations 4X = 0 et IX = 0 ont le méme espace solution. 4) 4X = 0 a seulement la solution nulle.
5) A est non singuliére.

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

APPLICATIONS

6.45.

6.46.

6.47.

6.48.

6.49.

6.50.

6.51.

6.52.

6.53.

Dire si chacun des diagrammes suivants définit une application de {1, 2, 3} dans {4, 5, 6}.

LA -

Définir chacune des applications suivantes f : R = R par une formule,
1) A chaque nombre f associe son carré plus 3,
2) A chaque nombre f associe son cube plus deux fois le nombre.

3) A chaque nombre = 3, f associe le carré de ce nombre et 4 chaque nombre < 3, f associe le nombre 2.
Soit f : R = R définie par f(x) = x? — 4x + 3. Trouver 1) f4), 2) f(-=3), 3) fp - 2x),4) fx — 2).

Déterminer le nombre d’applications différentes de {a, b }sur {1, 2, 3}.

Soit 1'application g associant & chaque nom de P’ensemble {Berthe, Marie, David, Alain, Rebecca} le nombre
de lettres distinctes nécessaire pour épeler le nom. Trouver 1) le graphe de g, 2) I'image de g.

Dresser le graphe de chacune des applications 1) f(x) = -;—x -1, 2) gx) = 2x? — 4x — 3.

Les applications f : 4 > B, g : B> A, h: C~> B, F : B~ Cet G : A~ C sont illustrées par le dia
gramme ci-dessous.

Déterminer si chacune des formules suivantes définit une application composée et si oui trouver le domaine
et le co-domaine: 1) gof, 2)hof, 3)F o f, 4)G oo f, S)go h,6)h° G °g.

Soit f: R > R et g : R = R définies par f(x) = x2 + 3x + 1 et g(x) = 2x — 3. Trouver les formules dé-
finissant I’application composée 1) fo g, 2)go f,3)gog,4) fof.

Quelle que soit 'application f : A = B, montrer que lg o f= f= fo 1,



146  Algébre linéaire

6.54. Pour chacune des applications suivantes f : R = R trouver une formule définissant 1’application inverse :
Dfx)=3x —17, 2) f(x)=x3 + 2.

APPLICATIONS LINEAIRES
6.55. Montrer que les applications suivantes F sont linéaires :
1) F: R?* > R? définie par F(x,y) = 2x — y, x).
2) F : R® - R? définie par F(x,y,2) = (z,x + y).
3) F:R - R? définie par F(x) = (2x,3x).
4) F: R? - R? définie par F(x,y) = (ax + by, cx + dy) ol q, b, ¢, d € R

6.56. Montrer que les applications suivantes F ne sont pas linéaires:
1) F: R? > R? définie par F(x, y) = (2, »?).
2) F : R3 - R? définie par F(x,y,2)= (x + 1, y + z).
3) F:R - R? définie par F(x) = (x, 1).
4) F:R?-> R définie par F(x,y) = |x - yl.
6.57. Soit V l’espace vectoriel des polyndmes en ¢ sur K. Montrer que les applications T : V — VetS: V>V
définies ci-dessous sont linéaires :
Tlag+ayt+ - - +autn) = agt + a2 + -+ + g tn+!
S(ag+at+ - +atny = 0+ a;+agt + -+ + g tn1

6.58. Soit V I’espace vectoriel des matrices n x n sur K ; et soit M une matrice arbitraire de V. Montrer que les
deux premiéres applications sont linéaires. T : ¥V = V, mais que la troisiéme n’est pas linéaire (4 moins que
M=0). 1)TA)=MA, 2) TA)=MA — AM, 3) TUA)=M + 4.

6.59. Trouver T(a,b) ot T : R? > R? est définie par T(1,2) = (3, — 1, 5) et T(0, 1) = (2, 1, — 1).

6.60. Trouver T(a, b, ¢) ot T : R® > R est définie par
T(l’ 1: 1) = 3: T(Oy 1) —2) =1 et T(OJ 0: 1) = —2
6.61. Supposons F : V = U linéaire. Montrer que, pour tout v € V, F(— v) = — F(¥).

6.62. Soit W un sous-espace de V. Montrer que l’application inclusion de W dans V notée par i :W C V et défi-
nie par i(w) = w est linéaire

NOYAU ET IMAGE D’APPLICATIONS LINEAIRES

6.63. Pour chacune des applications linéaires F suivantes, trouver une base et la dimensions de () son image U et
(b) son noyau W :

1) F: Ra - R3 définie par F(x,y,2)= (x + 2,y — z, x + 2z).
,,(//qg)‘ F : R? > R? définie par F(x,y)=(x +y, x + )7
3) F:R®> R? définie par F(x,¥,2) = (x + »,y + 2)

'
%

1 -1
0.64. Soit V Pespace vectoriel des matrices 2 x 2 sur R et soit M =( , ) Soit F : ¥V = V l’application

E 4
linéaire définie par F(4) = MA. Trouver une base et la dimension de (I) le noyau W de F et (2) 'image
U de F.

6.65. Trouver une application linéaire F : R3 - R3, dont I’image est engendrée par (1, 2, 3) et (4, 5, 6).

6.66. Trouver une application linéaire F : R* -~ R3 dont le noyau est engendré par (1, 2, 3, 4) et (0, 1, 1, 1).

\6.67 } Soit V I’espace vectoriel des polyndmes en ¢ sur R. Soit D : ¥V — V opérateur différentiel: D (f)= df/dt.
~—" Trouver le noyau et I’image de D.

6.68. Soit F : ¥V = U une application linéaire. Montrer que 1) 1’image sous-espace quelconque de V est un sous-
espace de U et 2) la préimage d’un sous-espace quelconque de U est un sous-espace de V.
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6.69. Chacune des matrices suivantes détermine une application linéaire de R* dans R3:

1 2 0 1 1 0 2 -1
i A =1{2 -1 2 -1 (ii) B = 2 3 -1 1
1 -3 2 -2 -2 0 -5 3

Trouver une base et la dimension de I'image U et du noyau W de chaque application.

6.70. Soit T : C — C l'application conjuguée sur le corps des comiplexes C, c’est-d-dire T(z) = z ot z € C, ou T(a+ib)=
a — ib oll ¢, b € R, 1) Montrer que T est non linéaire si C est considéré comme un espace vectoriel sur
lui-méme; 2) montrer que T est linéaire si C est considéré comme un espace vectoriel sur le corps des réels
R.

OPERATIONS SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES

6.71. Soit F : R® > R? et G : R® - R? définies par F(x,y,z) = (3,z + x) et G(x,y,z) = (2z,x — ).
Trouver les formules définissant les applications F + G et 3F — 2G.

6.72. Soit H : R* > R? définie par H(x, y) = (y, 2x). En utilisant les applications F et G du probléme précé-
dent, trouver les formules définissant les applications 1) H e Fet Ho G,2)Fo Het G o H, 3) Ho(F+ G)
et Ho F + Ho G,

6.73. Montrer que les applications suivantes F, G et H sont linéairement indépendantes :

1) F, G, HE Hom (R?, R?) définies par :
FGx,y)=x,2y),6x,»=@,x +y),Hx,y) = (0,x)

2) F, G, HE Hom (R3, R) définjes par
Fx,y,2)=x+ty+z,Gx,y,2)=y+tz,Hx,y,2)=x -2
6.74. Pour F, G € Hom (¥, U), montrer que rang (F + G) < rang F + rang G. (Ici V est de dimension finie)

6.75. Soit F: V> Uet'G : U~ V deux applications linéaires. Montrer que si F et G sont non singuliéres, alors
Go F est non singuliére, Donner un exemple ol G o F est non singuliére mais G est singuliére.

6.76. Montrer que Hom (V, U) satisfait bien tous les axiomes d’un espace vectoriel, c’est-3-dire démontrer le théo-
réme 6.6 page 128.

ALGEBRE D’OPERATEURS LINEAIRES

6.77. Soient S et T deux opérateurs linéaires de R? définis par S(x,y) = (x + s 0) et T(x,y)= (-, x).
Trouver les formules définissant les opérateurs S + T, 58 — 37T, ST, TS, S? et T2

6.78. Szoit T un opératewr linéaire sur R? défini par T(x, y) = (x + 2y, 3x + 4y). Trouver p(T) od p(z) =
t° — 5t — 2.

6.79. Montrer que chacun des opérateurs suivants T de R3 est inversible et trouver une formule pour 77! :
DTG,y,2)=x -3y -2, p—4z,2); ) Tx,y,2)=(x+z,x —z,)).

6.80. Supposons S et T des opérateur, lu.%aires sur V, et supposons que S soit non singulier, Nous supposons que
V est de dimension finie. Montr™ ~ 1e rang (ST) rang (TS) = rang T.

6.81. Supposons ¥V = U ® W. Soient E et E, des opérateurs linéaires sur ¥ définis par El(v) = u, E2(‘v) = w,
ohv=u+w, u € Uw& W. Montrer que 1) E"l’ =E et E"; =k, c’est-a-dire que £, et E, sont des
“projections”, 2) E, + E, = I,Vapplication identique . 3) E E,=0 et E,E =0

6.82. Soient E, et E, des opérateurs linéaires sur V satisfaisant 1),2) et 3) du probléme 6.81. Montrer que V
est la somme directe de [’image de E| et de 'image de E,: V =Im E ® Im E2.

6.83. Montrer que si S et T sont des opérateurs linéaires inversibles, alors ST est inversible et (ST)"1 =77ls7L
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6.84.

Algébre linéaire

Soit ¥ de dimension finie, et soit 7 un opérateur linéaire sur V, tel que rang (T?) = rang T. Montrer que
Ker TN ImT ={0}.

PROBLEMES DIVERS

6.85.

6.86.

6.87.

6.88.

6.89.

6.90.

645.

6.46.

647.

6.48.

6.49.

6.51.
6.52.

6.54.
6.59.
6.60.
6.61.

6.63.

Supposons T : K™ - K™ une application linéaire. Soit{e,,...,e,} la base usuelle de K"et soit 4 la
matrice m x n dont les colonnes sont les vecteurs T(e,), ... , T(e,) respectivement. Montrer que, pour tout vecteur
v € K™, T(v) = Av, ol v est écrit sous la forme de vecteur colonne.

Supposons F : V = U une application linéaire et ¥ un scalaire non nul. Montrer que les applications F et
kF ont le méme noyau et la méme image.

Montrer que si F : V = U est surjective, alors dim U < dim V. Déterminer toutes les applications linéaires
T:R3->R* qui sont surjectives,

Trouver ceux des théorémes du chapitre 3 qui montrent que ’espace des matrices carrées n sur K est une
algébre associative de K.

Soit T : ¥V = U une application linéaire et soit W un sous-espace de V. La restriction de T a W est ’appli-
cation Ty, : W —> U définie par T, (w) = T(w), pour tout w € W. Démontrer que 1) Ty est linéaire;

2)Ker Ty, = Ker TN W; 3) Im Ty, = T(W).

Deux ogérateurs S, T € A(V) sont dits semblables, s’il existe un opérateur inversible P € A(V) pour lequel
S = P! TP, Déterminer que : 1) La similitude des opérateurs est une relation d’équivalence. 2) Des opéra-
teurs semblables ont le méme rang (quand V est de dimension finie),

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

1) non 2) oui 3) non

(@) f@@) = a2+3, (i) fz) = 2%+ 22, (iii) f(&) = {wz if x=3
-2 if <3

(i) 8, (ii) 24, (iii) y2 — 4wy + 422 — 4y + 8z + 3, (iv) 22 — 8x + 15.

1) {(Berthe, 5), (Marie, 5), (David 4), (Alain, 4), (Rebecca, 5)}
2) Image de g = {3, 4,5, 6}

1) (gof) :A—A 2)non 3)(Fef):A—>C 4)non 5)(geh):C—>A 6)(heGeog): B~ B.
@ (fog)z) = 42 —6x+1 (iti) (gog)(x) =4z—9

(i) (gofix) =2x2+6x—1 (iv) (fof)(x) = xt+ 623+ 1422+ 152+ 5

@) f~12) = (@+7)/3, (i) f-ie) = Vz—2.

T(a, b) = (—a -+ 2b, —3a +Vb, Ta —b).

T(a, b, c) = 8a — 3b — 2¢.

F()+ F(—v) = Flo + (—2)) = F(0) = 0; d’ou F(—v) = —F().

i) (a) {(1,0,1), (0,1,—-2)}, dim U =2; (d) {(2,—-1,-1)}, dmW = 1.
(ii) (a) {(1,1)}, dimU =1; (b) {(1,-1)}, dim W =1,
@iii) (2} {(1,0), (0,1)}, dimU =2; () {(1,-1,1)}, dimW =1.



6.64.

6.65.

6.66.

6.67.

6.69.

6.71.

6.72.

6.77.

6.78.

6.79.

6.87.
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. 1 0 0 1 ) B
W) {<1 0>’ <0 1>} base de Ker F dim (Ker F) = 2
. 1 0 0 1 F g I ) = 2
(i) <_2 0>, <0 _2> base de Im F ; dim (Im F) = 2.
F(z, y,2) = (x+ 4y, 22 + by, 3z + 6y).

Fle,y,z,w) = (x+y—2 2z+y—w,0).
Le noyau de D est l’ensemble des polyndmes constants. L’image de D est l’espace entier V.

1y a){(1, 2, 1), (0, 1, 1)} base de Im4 ; dim (ImA) = 2.
) {4, —2,—5,0), (1, —3, 0, 5)}base de Ker 4 ; dim (Ker 4) = 2.
2) a) Im B = R3; b){(—1, 2/3, 1, 1)} base de Ker B ; dim (Ker B) = 1.

(F+ G)w,y,2) = (y+2¢,20—y+2), BF —2G)(w,y,2) = By —4z, x + 2y + 32).

() (HoF)z, 4,2 = (x+z 2y), HeG)(z, 9,2 = (x—y,42). (ii) Non définie
(iiiy (Ho(F + Gz, y,2) = (HeF + HoG)x, y,7) = (2x —y+2, 2y + 42).

8+ T)w, o) = (x, @) (ST)z, y) = (& —v, 0)
(68 — 3T)(x, y) = (b= + By, —3x) (T8)(=, y) = (0, z+y)

S (x, y) = (x + y,0) ; remarquons que §? = §.
T2(x,y) = (~x, — ») ; remarquons que 72 + I = 0 donc I est un zéro de x2 +1

p(T) = 0.

) T=Yr,s,t) = (4L +38s+r, 4t +s,¢8), (i) T-1r, 5 t) = (Ar+4s, t, 4r—1s).

Il n’y a pas d’applications linéaires de R3 dans R* qui soient surjectives.
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CHAPITRE 7

Matrices et opérateurs linéaires

INTRODUCTION
Supposons {e,, ..., e,} une base de '’espace vectoriel V sur le corps K, et pour v € V, sup-
posons que v = a,e, + a,e, +--- + a,e,. Alors, le vecteur coordonné de v relativement a {e; }

que P’on écrit sous forme de vecteur colonne, 4 moins qu’il en soit spécifié autrement, est

451

e = | %
An

Rappelons que ’application v = [v], déterminée par la base {e,; } est un isomorphisme de V sur

I’espace K".

Dans ce chapitre, nous montrons qu’il y a aussi un isomorphisme déterminé par la base {e;}
de lalgebre A (V) des opérateurs linéaires sur V sur ’algébre ¢4 des matrices carrées sur K.

Un résultat analogue est aussi valable pour les applications linéaires F : V = U d’un espace
dans un autre.

REPRESENTATION MATRICIELLE D’'UN OPERATEUR LINEAIRE

Soit T un opérateur linéaire d’un espace V sur un corps K et supposons que {e,,€,,...,€,}
soit une base de V.

Donc T(e,), ..., T(e,) sont des vecteurs de V et donc chacun est une combinaison linéaire des
éléments de la base {e;} :

T(e1)) = aner + asze2+ -+ + Qinen
T(es) = ag1e1 + @2z + - -+ + Aonen
T(en) = @nies + Gn2€z + -+ + Qunén

On a la définition suivante :

Définition : La transposée de la matrice précédente des coefficients, notée [T'], ou [T],est appelée
la représentation matricielle de T relativement a la base {e;} ou simplement la matrice
de T sur la base {e;}:

iy Azt ... Qn
[T]e — A1z Qo2 An2
Qin  QAz2n Ann
Exemple 7.1 : Soit V l’espace vectoriel des polyndmes en f sur R de degré < 3 et soit D : V > V

Popérateur différentiel défini par D (p(2)) = d(p(1))/dt. Calculons la matrice de D dans
la base {1, ¢, 2, #3}. Nous avons :

DA) = 0 = 0+ 0t+ 082+ 08
Dty = 1 = 1+ 0t+ 082+ 08
D@ty = 2t = 0+ 2t + 082 + 083
D(t3) = 32 = 0+ Ot + 3¢ + 0¢3
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En conséquence,

0100
00 2 0
b] =
000 3
000 0

Exemple 7.2 : Soit T l'opérateur linéaire sur R? défini par T(x,y) = (4x — 2y, 2x + p). Calculons la
matrice de 7 dans la base {f1 =(1,1), f, = (=1, 0);;nous avons

T(fy = T(L, 1) = 2,3) = 31, 1)+ (—1,0) = 3f; + fs
T(fy) = T(~1,0) = (—4,—2) = —2(1, 1) + 2(-1,0) = —2f, + 2f,

3 =2
En conséquence, [T]f =< : 5 )

Remarque : Rappelons qu’une matrice A quelconque carrée d’ordre n sur K définit un opérateur
de K" par l'application v+ Av (ou v est écrit sous forme de vecteur colonne). Nous
montrerons (probléme 7.7) que la représentation matricielle de cet opérateur est pré-
cisément la matrice A si on utilise la base usuelle de K”.

Notre premier théoréme nous indique que “I’action’ d’un opérateur T sur un vecteur v est
conservée par sa représentation matricielle.

Théoréme 7.1 : Soit {e, ,e,,...,e,} une base de V et soit T un opérateur linéaire quelconque
sur V. Alors quel que soit le vecteur v € V, [T], [v], = [T(v)],.

C’est-a-dire que si nous multiplions le vecteur coordonné de v par la représentation matri-
cielle de T, nous obtenons le vecteur coordonné de T (v).

Exemple 7.3 : Considérons lopérateur différentiel D : ¥ -~ ¥V dans ’exemple 7.1. Soit :
p(t) = a+ bt+ct2+dt3 et donc D(p(t)) = b+ 2¢t + 3dt2

Donc, relativement 4 la base {1, ¢, ¢2, 13},

a b
b 2¢
PO} = || et D@ = |,
d 0

Montrons que le théoréme 7.1 s’applique bien ici :

/0 1 0 0\/d b
0 0 2 0| 2

DO = | g o o sllol = lag] = [P
0 0 0 0/\d 0

Exemple 7.4 : Considérons I'opérateur linéaire T : R?> > R? dans Iexemple 7.2 : T(x, y) = (4x — 2y,
2x + »). Soit v = (5, 7). Alors,

v o= (5,7 = 1L, 1) +2(—1,0) = Tf; + 2f,
T(w) = (6,17) = 17(1, 1) + 11(—1,0) = 17f; + 11f,

I

o f; = (1, 1) et f, = (=1, 0). Donc, relativement a la base { f|, f2h

o= (;) o« ol =(y)

En utilisant la matrice [T] A dans I'exemple 7.2, nous vérifions que le théoréme 7.1 reste

applicable ici :
mior = (F9)() - () -
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Nous avons maintenant associé une matrice [T]e a chaque T dans A (V), algébre des opérateurs
linéaires sur V. D’aprés le premier théoréme, l’action d’un opérateur T est préservée par sa représen-
tation matricielle. Les deux théorémes suivants montrent que les trois opérations de base avec ces
opérateurs :

1) addition, 2) multiplication par un scalaire, 3) composition,
sont aussi conservées. ’
Théoréme 7.2 : Soit {e, , ..., e,} une base de V sur K et soit ¢4 ’algebre des matrices carrées n sur
K. L’application T — [T], est un isomorphisme d’espaces vectoriels de A (V) sur &
C’est-a-dire que ’application est injective et surjective quels que soient S, T € A (V)
et Rk €EK.
[T+S]e = [T+ [S]. et [kT)e = E[T].

Théoréme 7.3 : Quels que soient les opérateurs S, T € A(V), [ST], = [S], [T],.

Illustrons les théorémes précédents dans le cas ol dim V = 2. Supposons {e, , e,}
une base de V et T et S des opérateurs sur V pour lesquels :

T(e1) = aer + aze: S(e;) = cier + ceen
T(es) = Dbier + baes ’ S(es) = dyes + dzes
a b c1 di
Alors Tl. = t Sl =
[ ] - <az b2> € [ ] <62 d2>
Nous avons maintenant (T +8)(er) = T(er) + S(er) = auer+ azez + 181 + 262

= (a1 +cer + (az + Cco)es

(T + S)(ez) = T(Gz) + S(GQ) = bie; + bees + dies + daes
= (b1 + d1)€1 + (bz + d2)62

a;+e¢ b+ ds a1 by ¢ dy
e = = + = T e + S e
[T +S] (az + ¢ ba+ d2> <a2 b2> < d2> [ ] [ ]

Ainsi

Pour 2 < K, nous avons aussi :

(ET)(e1)) = kT(er) = k(aier+ azes) = kaier + kases
(kT)(ez) = kT(ez) = Iﬁ(b161+b2€2) = kb161 +kb262

ka, kb ar by
= k T e
) = k(o 5) = T
Finalement, nous avons

kaz kbz
(ST)(e1)) = S(T(e1)) = S(amer+azes) = asS(e) + a25(ez)
= a1(0161 + 0262) + az(d1e1 + dzez)
= (aic1+ azdi)er + (@102 + azdz)er

Dot [kT). = <

(ST)(es) = S(T(e2)) = S(bires+ bses) = biS(er) + b2S(e2)
= bi(cie1 + Ca202) + ba(die1 + daes)
= (bies + bady)e; + (bica + bads)es
En conséquence,

aic; + Q2d; bicy + bad; 1 dy ar b
¢ — - = S e T e
[ST] <a162 + aods  bica + b2d2> ((:2 dz) ((12 b2> [ ] [ ]
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CHANGEMENT DE BASE

Nous avons montré que 1’on peut représenter des vecteurs par des n-tuples (vecteurs colonnes) et
des opérateurs linéaires par des matrices, lorsqu’on a choisi une base. Posons-nous la question sui-
vante, qui est naturelle : comment la représentation matricielle change-t-elle si nous choisissons
une autre base ? Pour répondre a cette question nous avons d’abord besoin de la définition sui-
vante :

Définition : Soit {e1 ,-..,€,} une base de V et soit{f,,f,,..., [, }une autre base. Supposons

fi = auer + anes + -+ + Amen
f2 = @auer+ anes + - -+ + azntn
fn = ani€y + An2€a + A + Annn

La transposée P de la matrice des coefficients ci-dessus est appelée matrice de passage
de lancienne base {e;} a la nouvelle base {fi}.

Qi1 Oeox Uny
P = Q12 Qog An2
O1n Aoy Ann
Nous pouvons dire, puisque les vecteurs f, ,..., f, sont linéairement indépendants, que la

matrice P est inversible (Probléme 5.47). En fait, son inverse P~! est la matrice de passage de la
base {f,} a la base {e}.

Exemple 7.5 : Considérons les deux bases suivantes de R? :
{1 =(1,0), e =(0,1)} et {f1=(@11), fo=(-1,0}
Alors f = 0L = (1,0) +(0,1) = e+ ey
fo = (L0 = —(1,0)+ 0(0,1) = —ey + Oey

Donc la matrice de passage £ de la base {ei} d la base {fi}est :
p o= (171
- <1 0
0(1,1) — (—=1,0) = 0f; — fo
LY+ (1,0 = f; +f,

i

Nous avons aussi ¢, = (1,0)
ey = (0,1)

1

Donc la matrice de passage Q de la base {ft.}é la base {e[.} est :

0 1
Q= <—1 1)
Observons que £ et ¢ sont inverses:
1 -1 0 1 1 0
o= (i) ) =6 =
Montrons maintenant comment les vecteurs coordonnées sont affectés par un changement de
base.
Théoréme 7.4 : Soit P la matrice de passage de la base {e;} a la base {f;} dans un espace vectoriel
V. Pour un vecteur quelconque v € V, P[v]f = [v],. Donc [v], = P~'{v],.

Insistons sur le fait que, quoique la matrice P soit la matrice de passage de I’ancienne base { ei}é
la nouvelle base {fl.}, elle a pour effet de transformer les coordonnées d’un vecteur de la nouvelle base {f;}
en les coordonnées de ce vecteur dans la base {e}.
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Dlustrons le précédent théoréme dans le cas de dim V = 3. Supposons que P soit la matrice de
passage de la base {e ,e,, ey} de V ala base{f, ,f,,f;} de V ; c’est-a-dire :

fi = aier + azes + ases

ar by ¢
fo = bier + boes + bses . Donc P = la by c2
fs = cie1 + coe5 + caes as bas c3

Supposons maintenant v € V, c’est-a-dire v = R f, vk, f, t kR fet remplacons dans cette
expression les f, par leurs valeurs, on obtient:

v = ki(aier + ases + ases) + ka(bies + bees + bses) + ks(cier + czes + cae3)

(alkl + b1k2 + clks)el -+ (azlih + bzkz + Czks)ez + (a3k1 + b3k2 + 03103)63

Ainsi,

k1 aky + biks + ciks
['U]f = ko et [’U]e = a2kt + baks + C2ks
ks

a3k1 + bgkz + 03k3
En conséquence,

a: b e\ ks ks + biks + eikes
P[’v]f = as b ¢l ke =

= asker + Dok + coks = [v]e
az bz csf\ks asky + bsks + csks
Multiplions aussi 1’équation précédente par P~!, nous avons
P~t[v]e = PP}y = I[v]y = [v]s

Exemple 7.6 : Soit ¥ = (¢, b) € R2 Alors, pour les bases de R? de I’exemple précédent,

v = (a,b) = a(1,0) + b(0,1) = ae; + bey
v = (a,b) = b(1,1) + (b—a)(—1,0) = bf + (b—a)fy

Donc [vle = <Z> et ]y = <bia>

D’aprés Pexemple précédent, la matrice de passage P de{e}a { fi}et son inverse P~} sont
données par

1 -1 0 1
P = P-1 =
<1 o) et <—1 >

1
Nous vérifions ainsi le résultat du théoréme 7.4 :

o = (3 0)(6la) = () = ok
= (2 (0 = (*) -

Le théoréme suivant montre comment les représentations matricielles d’opérateurs linéaires
sont affectées par un changement de base.

Théoréme 7.5 : Soit P la matrice de passage d’une base {e,} a une base {f,} dans un espace vec-

toriel V. Alors, quel que soit 'opérateur linéaire T de V, [T] = P! [T], P.
Exemple 7.7 :

Soit T un opérateur linéaire de R? défini par T(x, y) = (4x — 2y, 2x + y). Alors, pour
les bases de R? dans Pexemple 7.5 nous avons :

T(ey) = T(1,0) = (4,2) = 4(1,0) +2(0,1) = de; + 2e,
T(ey) = T(0,1) = (=2,1) = —2(1,0) + (0,1) = —2e; + e

; 4 -2
En conséquence 1, = (2 1>
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Calculons [T]f, en utilisant le théoréme 7.5:

my = emer = (4 )G DG ) = (63

Remarquons que ce résultat concorde avec la mani¢re dont on obtient [T]f dans
I’'exemple 7.2.

Remarque : Supposons P = (a,) une matrice quelconque carrée d’ordre n inversible sur un corps
K. Si {e1 s €y st ns en} est une base d’un espace vectoriel V sur K, alors les n vecteurs

fi = auei + azes + -+« + + Quién, i=1,...,n

sont linéairement indépendants (Probléme 5.47) et donc forment une autre base de V.
De plus, P est la matrice de passage de la base {e;} a la base {f;}. En conséquence, si
A est la représentation matricielle quelconque d’un opérateur linéaire T sur V, alors la
matrice B = P~! AP est aussi une représentation matricielle de 7.

MATRICES SEMBLABLES

Supposons que A et B soient des matrices carrées pour lesquelles il existe une matrice inver-
sible P telle que B = P !'AP. On dit alors que B est semblable a A. On dit aussi que B est obte-
nue a partir de A par une similitude. Nous montrerons (Probléme 7.22) que la similitude des ma-
trices est une relation d’équivalence. Ainsi, d’aprés le théoréme 7.5 et la remarque précédente, nous
avons le résultat fondamental suivant :

Théoréme 7.6 : Deux matrices A et B représentent le méme opérateur linéaire T si, et seulement
si, elles sont semblables.

C’est-a-dire que toutes les représentations matricielles de 'opérateur linéaire T forment une
classe d’équivalence de matrices semblables.

Un opérateur linéaire T est dit diagonalisable, s’il existe une base {e;} sur laquelle il est repré-
senté par une matrice diagonale ; la base {e; } diagonalise T. Le théoréme précédent nous donne
le résultat suivant :

Théoréme 7.7. : Soit A_une représentation matricielle d’un opérateur linéaire T'. T est alors diagona-
lisable si, et seulement si, il existe une matrice inversible P telle que P~ ' AP soit une
matrice diagonale.

C’est-a-dire que T est diagonalisable si, et seulement si,sa représentation matricielle peut étre
diagonalisée par une similitude.

Remarquons que tous les opérateurs ne sont pas diagonalisables. Cependant, nous montrerons
(Chapitre 10) que tout opérateur T peut étre représenté par certaines matrices ‘‘standard” appe-
lées ses formes normale ou canonique. 1l faut dire que cette discussion demandera quelques
connaissances de la théorie des corps, polyndmes et déterminants.

Supposons que f soit une fonction de matrices carrées qui associe la méme valeur a des ma-
trices semblables ; c’est-a-dire que f(A) = f(B) si A est semblable a B. Donc f introduit une fonc-
tion notée aussi f, sur les opérateurs linéaires T de fagon naturelle : f(T) = f([T],) ou {e;} est
une base quelconque. La fonction est bien définie par le précédent théoreme.

Le déterminant est peut-étre le plus important exemple du type précédent de fonctions. Voici
un autre exemple important d’une telle fonction.

Exemple 7.8 : La frace d’une matrice carrée 4 = (aij) écrite tr(4) est définie comme é&tant la somme
de ses éléments situés sur la diagonale principale
tr{d) = ey +tag+ -+

Nous montrerons (probléme 7.22) que des matrices semblables ont la méme trace. Nous
pouvons ainsi parler de la trace d™un opérateur linéaire T : c’est la trace d’une quelconque
de ses représentations matricielles : tr(7) = tr([T],).
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MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES

Considérons maintenant le cas général d’applications linéaires d’un espace dans un autre espace.
Soient V et U des espaces vectoriels sur le méme corps K et soit dim V = m et dim U = n. De
plus, soit {e,,...,e,}et {f;,...,f,} des bases arbitraires mais fixées de V et U respectivement.

Supposons F : V = U une application linéaire. Alors, les vecteurs F(e,), ..., F(e,,) appar-
tiennent a U et donc chacun est une combinaison linéaire des f,:

F(el) = aufi + awfs + -+ Qinfan
F(es) = aafi + anf: + -+ + azfa

= Omif1 + Amefo + 0+ Qmafn

g,
®

&
I

La transposée de la matrice des coefficients ci-dessous, notée par [F]ﬁ, est appelée la représentation
matricielle de F relativement aux bases {e;} et {f;}, ou la matrice de F dans les bases {¢;} et {f;}:

/a11 a1 ... QOm
Az Qo2 Ome
|
[F]e -
Ain Qan Amn

On a alors les théorémes suivants.
Théoréme 7.8 : Quel que soit le vecteur v € V, [FE [v], = [F(v)]f.

C’est-a-dire, en multipliant le vecteur coordonné de v dans la base {e;} par la matrice [FE,
nous obtenons le vecteur coordonné de F(v) dans la base {f;}.

Théoréme 7.9 : L’application F + [F]’; est un isomorphisme de Hom (V, U) sur l’espace vec-
toriel des matrices n x m sur le corps K. C’est-a-dire que ’application est injec-
tive et surjective et quels que soient F, G € Hom (V, U) et quel que soit k € K,

[F+Gl] = [FlI+[G]f et [kF|] = k[F]]

Remarque : Rappelons qu’une matrice quelconque n x m A sur K a été identifiée a un opérateur
linéaire de K™ dans K" donné par v = Av. Supposons maintenant que V et U soient
des espaces vectoriels sur K de dimensions respectives m et n et supposons que {e; }
soit une base de V et {f,} une base de U. Alors, eu égard au théoréme précédent,
nous identifierons aussi A avec l'application linéaire F : V = U donnée par
[F(v)]f = A[v],. Nous pouvons dire que si d’autres bases de V et U sont données,
alors A est identifiée avec une autre application linéaire de V dans U.

Théoréme 7.10 : Soient {e;},{f;} et {g;} des bases de V, U et W respectivement. Soit F : V > U
et G : U~ W des applications linéaires. Alors,

(GoFle = [GIF[F);

e

C’est-a-dire, relativement a des bases appropriées, que la représentation matricielle de la com-
position de deux applications linéaires est égale au produit des représentations matricielles de cha-
cune des applications.

Nous montrons enfin comment la représentation matricielle d’une application linéaire
F : V = U est affectée lorsqu’on prend de nouvelles bases.

Théoréme 7.11 : Soit P la matrice de passage d’une base {¢;} a une base {e;} dans V, et soit @
la matrice de passage d’une base {f;}a une bhase {f;}dans U. Alors, pour une
application linéaire quelconque F : V — U :

[Fll. = Q' [FiP
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Ainsi, en particulier,
[FIf = Q' [FI/

c’est-a-dire lorsque le changement de base opére uniquement dans U, et
[FY.= [FI[P

lorsque le changement de base opére uniquement dans V.,

Remarquons que les théorémes 7.1, 7.2, 7.3 et 7.5 sont des cas particuliers des théorémes
7.8, 7,9, 7.10 et 7.11 respectivement.

Le théoréme suivant montre que chaque application linéaire d’un espace dans un autre peut
étre représentée par une matrice tres simple.

Théoréme 7.12 : Soit F : V = U une application linéaire, et rang F = r. Il existe alors des
bases de V et de U telles que la représentation matricielle de F a la forme

I 0
A =
(o o)
ou I est la matrice carrée identité d’ordre r. Nous appelons A la forme normale

ou canonique de F.

REMARQUE

Comme il était dit précédemment, on rencontre dans certains textes le symbole opérateur T
a droite du vecteur v, on écrit alors :

vT' au lieu de T'(v)

Dans de tels textes, les vecteurs et opérateurs sont représentés par des n-tuples et des matrices
qui sont les transposées des matrices que nous avons utilisées. C’est-a-dire, si :

v = k181+k282+"' +kn€n

alors on écrit kl\

vle = (ky, ke, ..., ks) au lieu de ] =

Et si, T(er) = aies + azez + - -+ + anéy
T(Qz) = bier + beea + -+ 4 bata

T(en) = €161+ €282+ -+« + Cnén

alors on écrit

a dg Qn ar b €1
[T]e _ by b ... ba au lieu de [T]e — ds  Da C2
(1 Co Cn On bn Cn

Ceci est aussi vrai pour la matrice de passage d’une base a une autre et pour les représentations
matricielles d’applications linéaires F : V — U. De tels textes ont évidemment des théorémes ana-
logues a ceux que nous avons donnés ici.
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PROBLEMES RESOLUS

REPRESENTATIONS MATRICIELLES D’OPERATEURS LINEAIRES :

7.1. Trouver la représentation matricielle de chacun des opérateurs T de R? relativement a la base
usuelle {e, = (1, 0), e, = (0, )}
i) T(x, y) = (2y, 3x —y), (i) T(x, y) = (3x — 4y, x + 5y).

Remarquons d’abord que si (g, b) € R% alors (a, b) = ae; + be,.

(i) T(e) = T(1,0) = (0,8) = Oe; + 3¢, ot 7, = 0 2>
T(ey) = T(0,1) = (2,—1) = 2 — e, ¢ <3 ~-1/"
(i) Tle) = T(A,0) = 3,1) = Be;+ e ot m, = (3 —4>
T(e) = T(0,1) = (—4,5) = —de; + bey . <1 5/°

7.2. Trouver la représentation matricielle de chacun des opéraieurs T dans le précédent probleme
relativement a la base {f, = (1, 3), f, = (2, 5)}.
Nous devons d’abord trouver les coordonnées d’un vecteur arbitraire (e, b) € R? relativement & la base

{£;}. Nous avons
(e, 8) = 2(1,3) +y(2,5) = (xv+ 2y, 3x+ 5y)

ou r+2y = a et 3c+5y = b
ou x = 2b— ba et y = 3a—b
Ainsi (a,b) = (2b—5a)f; + (3a— b)fs
(i) Nous avons T(x, ) = (2y, 3x — y). Don¢
T(f)) = T(QQ,3) = (6,0) = —30f; + 18/, ot 7, = <—30 —48>
T(fy) = T2,5) = (10,1) = —48f, + 29f, 18 29
(ii) Nous avons T(x, y) = (3x — 4y, x + 5y). Donc
T(fy = T(1,3) = (—9,16) = 177f; — 43f, ot 7], = < 77 124)
T(fy) = T(2,5) = (—14,27) = 124f, — 69f, —43 —69

7.3. Supposons que T soit un opérateur linéaire de R? défini par
T(x,y,2) = (@1 + azy + asz, b1 + bay + bsz, €12 + c2y + €32)

Montrons que la.matrice de T dans la base usuelle {e;} est donnée par

a az a3
[T]e = b1 bz b3
C1 C2 C3

C’est-a-dire, les lignes de [T], sont obtenues a partir des coefficients de x, y, z dans les
composantes de T'(x, y, z).

T(él) = T7(1,0,0) = '(al, by, ¢1) = aje; + bey + creg
T(ep) = T(0,1,0) = (ay, by, €3) = agey + byey + cge3
T(es) = T(0,0,1) = (ag, bs, ¢3) = age; + bzes + cze5
En conséquence ay oy ag
7, = <b1 by vb3>
€1 €2 C3

Remarque : Cette propriété reste vraie pour un espace quelconque X", mais uniquement relativement i la
base usuelle

{e,=(1,0,...,0), e5=(0,1,0,...,0), ..., ¢z =(0,...,0,1)}
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Trouver la représentation matricielle de chacun des opérateurs linéaires suivants 7' sur R?
relativement a la base usuelle {e, = (1, 0, 0), e, = (0, 1, 0), e; = (0, O, 1)}:

(i) T(x, 9,2 = (2 —3y+42, 5x —y + 2z, 42 + Ty),
(il) T(x,y,2) = 2y +2, x —4y, 32).

2 -3 4 2 1
D’aprés le probléme 7.3 : @ Me=15-1 2|, @M ={1-4¢ 0
4 7T 0 3 0 0

Soit T un opérateur linéaire sur R® défini par T'(x, v, 2) = (2y + 2z, x — 4y, 3x).
(i) Trouver la matrice de T dans la base {f;, = (1, 1, 1), f, = (1, 1, 0), f; = (1, 0, O)}
(ii) Vérifier que [T] [vl, = [T(v)]f pour un vecteur quelconque v € R3.

Nous devons d’abord trouver les coordonnées d’un vecteur arbitraire (a, b, ¢) € R3, par rapport 2 la
base {f;, f,, f3} Ecrivons (g, b, c) sous forme de combinaison linéaire des f; 4 l'aide des scalaires inconnus
X, Y, Z:

(a,0,¢) = =(1,1,1) +y(1,1,0) + 2(1, 0, 0)

(x+y+z x+y,x)

En égalant les composantes correspondantes entre elles, on obtient le systéme d’équations
x+y+z = a, x+y =56 =z =c¢
En résolvant ce systéme en x, y, z en fonction de g, b, c ontrouve x = ¢, y = b — ¢, z = a — b. Ainsi
(a,b,¢) = cfy +(b—c)fy + (¢ — b)fs
(i) Puisque T(x, y, z) = (2y + z, x — 4y, 3x)

T(f) = T(LL1) = (3,-3,3) = 8f — 6/, + 6f, 3 3 3
T(fy) = T(1,1,0) = (2,—8,8) = 3f, — 6f, + 5f3 et [Ty = -6 —6 —2
T(fy) = T(1,0,0) = (0,1,3) = 3f; — 2/, — fs 6 5 —1

(ii) Supposons v = (a, b, c) ; alors
c

v = (a,b,¢) = cfy + (b—c)fy + (¢ — b)f; et donc [v]; = | b—e¢
a—2b

On a aussi,
T(v) = T(a, b,¢) = (2b+¢, a — 4b, 3a) 3a

et donc [T(v)]; = —9a — 4b
= 3af; + (—2a —4b)fy + (—a + 6b +
It o+ (~a s —a +6b+c
Ainsi 3 3 3 ¢ 3a
(T}l = |6 —6 —2|{b—c| = —2a — 4b = [T
6 5 —1/\a—20b —a+6b+e¢

1 2 N L.
Soit A = (3 4 ) et T l'opérateur linéaire de R? défini par T(v) = Av (ou v est écrit sous

forme de vecteur colonne). Trouver la matrice de T dans chacune des bases suivantes :
(i) {e, = (1, 0), e, = (0, 1)} clest-a-dire la base usuelle ;
() {f,= 1, 3)sf, = (2, )}

070G} 2 - () - e -
(3 D) - (1) - e |
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Observons que la matrice de T dans la base usuelle est précisément la matrice initiale 4 qui défi-
nissait 7. Ceci n’est pas inhabituel. En fait, nous montrerons dans le probléme suivant que ceci est vrai
pour une matrice quelconque 4 lorsqu’on utilise la base usuelle.

(ii) D’aprés le probléme 7.2, (a, b) = (2b — 54) fi + Ba - b)f,. Donc

T(fy) = <;11, i><;> - <175>
= (5 4)(5) = ()

7.7. Rappelons qu’une matrice carrée quelconque n, A = (a;;) peut étre considérée comme un
opérateur linéaire T sur K" défini par T(v) = Av, ol v est écrit sous la forme d’un vecteur
colonne. Montrer que la représentation matricielle de T relativement a la base usuelle {ei}
de K" est la matrice A, c’est-d-dire [T], = A.

1l

—b5f, + 6f,
-5 -8
et donc Ty = < 6 10)

~-8f; + 10f,

ay1 Qqo ca Ay 1 [23%1
- _ a a PR 4 — a. — e
T(e;) = Aey = 2t T2 2n = 2L = gy + age, + + anien
Any  Op2 Qyn 0 Any
a1 Opg 1n 0 Q12
_ _ (3 a. ce. @ 1 _ Q. — ve
Tle) = Aepy = 2 T2 Zn = 22 = agge; t Gggey + + ane,
Apy  Qp2 Aypn 0 ®n2
a1 Q2 Qyn 0 A1n
— a, a a 0 _ a
T(e,) = Ae, = 2 2 n = 2n = @181 T Ggpey v+ G,
An1  Opg Cpn 1 Cnn
(Cest-a-dire T(e;) = Ae; est la iéme colonne de 4). Donc
Q11 Gyg Ain
a a. e, @
(e = | 2.2 0 T =4
Ap1  Op2 Appn

7.8. Chacun des ensembles (i) {1, ¢, €', te’} et (ii) {¢3’, te3’, t?e>'} est une base d’un espace vec-
toriel V de fonctions f : R = R. Soit D 'opérateur différentiel de V, tel que D(f) = df/dt.
Trouver la matrice de D dans la base donnée.

i DA =0 = 0(1) + 0(2) + O(et) + O(tet) 010 0
D) = 1 = 1(1) + 0(t) + O(et) + O(tet) D] = 0 0 0 0
D(et) = et = 0(1) + 0(t) + 1(et) + 0(tet) 0 0 1 1
D(tet) = et + tet = 0(1) + 0(t) + 1(e?) + 1(te?) 0 001

(ii) D(e%t) = 33t = 3(e%) + 0(te®) + 0(¢2¢*) 310
D(tedt) = &3t 4 3tedt = 1(e3t) + 3(fe3t) + 0(¢2¢3) et D] =0 38 2

00 3

D(263t) = 2tedt + 3t2e3t = 0(e3t) -+ 2(te3t) + 3(t2e3t)
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Démontrer le théoréme 7.1 : Supposons que{e,, . . . ,€,} soit une base de V et T un opérateur
linéaire sur V. Alors pour tout v € V, [T}, [v], = [T(v)],. ‘

Supposons que, pour i = 1,...,n
n
T(e) = apyey + apeg + -+ + ape, = 2 ®ij¢;
-3
Alors [T], est la matrice carrée d’ordre n dont la jéme ligne est :

(al]', azj, ey am-) (1)
n

Supposons maintenant que v = Fkje; + koey + -+ + kpe, = 21 ke
En écrivant un vecteur colonne comme transposé d’un vecteur ligne,

[v}e = (k1: kz’ LI kn)t (2)

De plus en utilisant la linéarité de 7,

1) = r(Fhe) = Sure = 3n( 3 a0)

n n n
j§1 <i§1 aijki> e = ]_gl (ayiloy + agiky + - -+ + ayik,)e;

Ainsi [T(v)], est un vecteur colonne, dont le jéme élément est
aljkl + dg]'kQ + -+ anjkn (3)

D’autre part, le jéme élément de [T], [v], est obtenu en multipliant la jiéme ligne de [T], par [v],
c’est-a-dire (1) par (2). Mais le produit de (1) et (2) est (3) ; donc [T], [v], et [T(v}], ont les m&mes
éléments. Ainsi [T], [v], = [T(W],.

Démontrer le théoreme 7.2 : Soit {e,, e,,...,e,} une base de V sur K, et soit o4 'al-
gébre des matrices carrées n x n sur K. Alors I'application T = [T], est un isomorphisme
d’espace vectoriel de A (V) surc4. C’est-a-dire que 1’application est a la fois injective et
surjective et quels que soient S, T' € A(V) et quel que soit k € K, [T + 8], = [T], + [S].
et [RT], = R[T],.

L’application est injective puisque. d’aprés le théoréme 8.1, une application linéaire est completement
déterminée par les images de la base, L'application est surjective puisque chaque matrice M € oA est 'image
de l'opérateur linéaire

n
F'(ei) = Em”e] i=1,...,n
i=1
ol (mij) est la transposée de la matrice M.
Supposons maintenant que pour i = 1,...,n,
n n
Te) = 3 ae; et S(e) = 3 bye
i=1 i=1

Soient 4 et B les matrices 4 = (aij) et B = (bii). Donc [T], = Al et 51, = B'. Nous avons pour
i=1,...,n

n
(T+S)e) = Tle) + Sle) = _El (ay;+ by)e;
i=
Remarquons que A + B est la matrice (”ij + bii)- En conséquence
[T+8]l, = A+B) = At+ Bt = [T], + [S].
Nous avons aussi, pour i = 1,...,n,

(kT)e) = kT(e) = kE ae; = .21 (kay;)e;

i=1
Remarquons que kA4 est la matrice (kaij). En conséquence
[kT], = (kA) = kAt = Kk[T],
Le théoréme est ainsi démontré.
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7.11. Démontrer le théoréme 7.3 : Soit {e,,...,e,} une base de V. Alors quels que soient les
opérateurs linéaires S, T € A(V),(ST], = [S], [T],.
) n
Supposons T(e) = §1 a; Z et S(e) Z__:_l b].k ;. Soient A et B les matrices 4 = (at.j) et B = (bij)'
Alors [T}, = = A" et [S] = B’. Nous avons

r) = ST = S Fan) = 3 s

i
M=
82

TN
M=
a
&
Q
&
~—

Il

M=
TN
M=
8
&
B
N~—
)
&

n
Rappelons que AB est la matrice AB = (c;;,) ol p 4y b].k. En conséquence,
j=1
[ST]e = (AB)t = BtAt = [S]e [T]e

CHANGEMENT DE BASE, MATRICES SEMBLABLES

7.12. Considérons les bases suivantes de R? : {e, = (1, 0), e, = (0, D}et {f,=(1,3) f, = (2,5).

1) Trouver la matrice de passage P de la base {e.} a la base {f} 2) Trouver la matrlce de
passage @ de {f,} a {e, }. 3) Vérifier que Q = P~1. 4) Montrer que [v], = = P~! [v], pour

tout vecteur v € R2. 5) Montrer que [T], = P~! [T].P. pour I’opérateur T de R? défini par

T(x,y) = (2y, 3x—y) (Voir problemes 7.1 et 7.2).

1 fi = (1,3 = leg + 3ey ot P = <1 2>
fa 2,5) 2e; + bey 3 5

Il
Il

2) D’aprés le probléme 7.2,(a, b) = (2b — 5a) f, + (3a — b) f2. Ainsi

e = (1,0) = —5f, + 3f, ot Q = (—5 2>
0,1) = 2fi— f, 8 —1

&y

3 < ><3—1>:<(1> D:I
)

2b — ba .
< > Ainsi

4) Si v=(a,b), alors [v], ( 30— b

SO z_f><z> - (EE) -

. . /0 2 _,—30 —48
5) D’apres les problemes 7.1 et 7.2, [T], ——(3 1 ) et [T]f = ( 18 29 ) Donc

_ /=5 2\/0 2\/1 2\ _ /—30 —48\ _
p-1(T. P "‘ < 3 _1><3 _1><3 5> - < 18 29> (7l
7.13. Counsidérons les bases suivantes de R® : {e1 = (1, 0,0), e, = (0, 1, 0), e, = (0, 0, 1)} et
{(f,=1,1,1,f,=(,10),f = (1,0, 0}). 1) Trouver la matrice de passage P de
{e ya {f,}: 2) Trouver la matrlce de passage @ de{f,}a {e}. 8) Vérifier que @ = P~

4) Montrer que [v], = P~ [v] pour tout vecteur v € R3, 5) Montrer que [T]. = P! [T],P
pour T défini par T(x,y,2) = (2y + z,x — 4y, 3x) (voir Problémes 7.4 et 7.5).

1 fi = (1,1,1) = leg + ley + leg 1 1 1
fo = (1,1,0) = 1ley + ley + Oey et P=1{1 1 o0
fs = (1,0,0) = leg + Oey + Oes 1 0 o0
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7.15.
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2) D’aprés le probléme 7.5,(q, b, ¢) = cf1 + o - ) f2 + (@ — b) f3. Ainsi

e = (1,0,0) = 0f; -+ 0f, + 1f, 0 0 1

ez = (0,1,0) = 0f; + 1f; — 1fy et @ =10 1

es = (0,0,1) = 1f; — 1f, + Ofs 1-1 0
1 1 1\fo o 1 1 0

3) PQ =1{1 1t 0Jl0 1 -1] =40 1 o0 = 1T
1 0 o0/\1 -1 o0 0 1

a ¢
4) Siv = (a b, c), alors [v], =(b> et [v]f = (b - c) . Ainsi

c a — b
0 0 1 a c
Piole = |0 1 -1|{b] = [b—c]| = [v]
1 -1 o/\e a—b

~ 0 21 3 3 3
5) D’aprés les problemes 7.4 (2) et 7.5,[T], = (1 -4 0 ) et [T]f = <—6 —6 —2 |. Ainsi

3 00 6 5 —1
0o o 1\/fo 2 1\/1t 1 1 3 3 3

P-1T,P =|0 1 -1t -4 ofl1 1 o]= {—6—-6-2| = [T
1-1 0/\8 0o o/\1t 0 0 6 5 ~1

Démontrer le théoréme 7.4 : Soit P la matrice de passage de la base {e,}a la base {f }dans
un espace vectoriel V. Pour tout vecteur v € V, Plv ] = [v],. Aussi [v = p~! [v],-

n
Supposons, pour i = 1,...,n, f;=4a, e *ta, e, + - Fuq, e = ]El a, e. Alors P est la ma-

trice carrée n x n dont la j™¢ ligne est

(@055, apj) (1)
Supposons aussi v = k| f + k f +, +k f E k f Alors en écrivant un vecteur colonne comme
le transposé d’un vecteur Jllgne i=1
D)= ey by k) (2)
En remplagant les f, par leurs valeurs dans I’équation donnant v,
n n n n n
v = Zkfi = 3 k< > aijej> = 3 <E aijki>e1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n
= ,21 (agifey + agko + + - + apiley)e;
En conséquence [v], est le vecteur colonne dont le jéme élément est :
a.k1+a2].k2+---+anikn (3)

D’autre part, le ]eme élément de P[v]. est obtenu en multipliant la jéme ligne de P par [v], cest-a~-dire(1)
et (2). Mais le produit de(1) et(2) est(3) ; donc P[v]f et [v]e ont les mémes éléments et donc P[v]f= [v]e.

De plus, en multipliant I’égalité précédente par P~! on obtient P~1[v] = P P{y].= [v],.
e I f

Démontrer le théoreme 7.5: Soit P la matrice de passage d’une base {e }a la base {f } dans
Pespace vectoriel V. Alors,quel que soit P'opérateur linéaire 7 sur ¥, [T] = P~ [T]e P

Pour un vecteur quelconque v € ¥, P~1[T|P[v]; = P~ 1[I lvl, = [T(v)]l, = [T(v)lf.
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: = : -1

Mais [T]f[v]f_ [T(v)]f ; donc PTT], [v]f [T] [v]f

Puisque application v > [v], est surjective sur K", PUT],PX = [T]fX quel que soit X € K",
En conséquence P~ [T}, P = [T]f.

7.16. Montrer que la similitude des matrices est une relation d’équivalence, c’est-a-dire que 1) A est
semblable a A, 2) si A est semblable a B, alors B est semblable a A, 3) si A est semblable
a B et B semblable a C, alors A est semblable a C.

1) La matrice identique I est inversible et 7 = ™!, Puisque 4 = I"! AI, A est semblable i A.

2) Pulsque A est semblable a B, il existe une matrice inversible P telle que A = P~ 1BP, Donc B = PAP™' =
P~ 1)_ AP~! et P! est inversible. Ainsi B est semblable & A4.

3) Puisque A est semblable & B, il existe une matrice inversible P telle que A = P~ L Bp et puisque B est
semblable a C, il existe une matrice inversible O telle que B = 071 CQ. Donc 4 = P7ipp= P_I(Q_ICQ)I
(QP)_ C (QP) et QP est inversible. Donc A est semblable 4 C.

TRACE

7.17. La trace d’une matrice carrée A = (a ), que l'on écrit tr(A), est la somme de ses éléments
diagonaux ; tr(A) = e, + a,, S a,, . Montrer que 1) tr(AB) = tr(BA), 2) si A est
semblable a B alors tr,(A) tr (B)

1) Supposons 4 = (al.].) et B = (bij)' Alors AB = (cik) ol ¢, =

n
2 a, b, . Ainsi
]':

1i1 ik
n

n n
tr (AB) = ,;1 ey = 3 3 by

i i=1 j=1

n
D’autre part, B4 = (d].k) ou dik = E b a,. Ainsi

. i
i

—
~,

n n n n n
tr(B4) = X d; = S Tbuey; = 2 S aydy = tr(4B)
i=1 i=11i=1 i=1j=1
2) Si A est semblable & B, il existe une matrice inversible P telle que A = P~ BP. En utilisant 1),
tr (4) = tr (P~1BP) = tr (BPP~1) = tr(B)
7.18 Trouver la trace de 'opérateur suivant de R3:
T(x, ¥, 2) = (aut + a2y + sz, bit + bay + bsz, €12 + Coy + €2)

Nous devons d’abord trouver une représentation matricielle de T. En choisissant la base usuelle {ei},

aq ag dg
Tle = by by by
€1 C2 C3

et tr(T) = tr([T],y) = a; + by + ¢3.

1 2
7.19. Soit V Tl’espace des matrices 2 x 2 sur R et soit M = (3 4). Soit T lopérateur linéaire
de V défini par T(A) = MA. Trouver la trace de T.

Nous devons d’abord trouver une représentation matricielle de 7. En choisissant la base usuelle de

v {El :G o) B = (4 o) B =(1 o) B = (o 3>}
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Alors

. 1 2\/1 0 10
T(E,) = ME, = = ~ 1E, + OE A
(& =G 6= (o) 0B, + 3E, + OB,
T(E,) = ME, = 12)(01 = 01>~0E + 1E, + 0E, + 3E
2) = 2 = 3 4/l0 o —<03 = 1 2 3 4
1 2\/0 0 2 0
T(E,) = ME; = :( = 2E, + 0E, + 4E, + OE
) i <3 4><1 0> 4 0> ! 2 3 T 08,
/1 2\/0 0 0 2
T(E.) :ME4:<34<01 = (o 4/) = OE(+ 2B, + 0E; + 4E,
Donc 10 2 0
010 2
T =
[Tl 30 4 0
0 8 0 4

et tr () =1+1+4+4 = 10.

REPRESENTATIONS MATRICIELLES D’APPLICATIONS LINEAIRES

7.20. Soit F:R3*— R? lapplication linéaire définie par F(x,y,2) = (3x + 2y — 4z, x — by + 3z).
1) Trouver la matrice de F dans les bases suivantes de R3 et R?
(fi=(,11), fo=(1,1,0), f5=1(1,0,0)}, {g:=(1,3), g2=(2,5)}

2) Vérifier que 'action de F est préservée par sa représentation matricielle, c’est-a-dire, que
pour un vecteur quelconque,v € R3, [F]gf [v]f = [F(v)]g.

1) D’aprés le probléme 7.2,(a, b) = (2b — 5a)g, + (3a — b)g,. Donc
1 2

Fif) = FQL,LL) = (1,-1) = -T7g;+ 4g,

_7 J— —
F(fy) = F(1,1,0) = (5,—4) = —83g, + 19g, et 72 = < . fg 12)
F(f) = F(1,0,0) = (3,1) = —13g;+ B8y,

2) Siv=(x,y, z), alors,d’aprés le probléme 7.5,v = zfl + (& - z) f2 + (x — y) f3, Aussi
Fv) = (8x+2y—4z, « — 5y +32) = (—18% — 20y + 262)g; + (8x + 11y — 152)g,

2
Donc [l = |y—z2] et [mmg:<
r—Y

F )y = <—Z —fg —1z>(yiz> _ <—13x—20y+26z> —

—13x — 20y + 262z

8x + 11y — 152 > Ainsi

8x -+ 11y — 152
r—Y

7.21. Soit F : K® - K™ Dapplication linéaire définie par :
F(x;, X2, ..., xn) = ((111%1 + oo AnZn, Q2121 v F Gen®y, L., Qi + -+ axmnxn)

Montrer que la représentation matricielle de F relativement aux bases habituelles de K" et
de K™ est donnée par

[ F] — Q21 Q22 e Qon
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C’est-a-dire que les lignes de [F'] sont obtenues a partir des coefficients des x; dans les com-

posantes de F(x, ,x,,..., x,) respectivement,
F(1,0,...,0) = (ay, Gags -« -5 Cpy) Ay O ... Oy
POL D = )y | o
F(0,0,...,1) = (@1 Gans + -5 Oy Am1 Amg -« Omp

7.22. Trouver la représentation matricielle de chacune des applications linéaires suivantes relative-
' ment aux bases habituelles de R” :

1) F: R?® - R3 définie par F(x,y) = (8x — ¥y ,2x + 4y ,5x — 6y).
2) F : R* - R? (éfinie par F(x,y,s,t) = (3x — 4y + 2s — 5¢t, bx + Ty — s — 2t).
3) F: R3 — R* définie par F(x,y,2) = (2x + 3y — 82,x + y + z,4x — 5z, 6y).

D’aprés le probléme 7.21, nous avons seulement bescin des coefficients des inconnues dans F(x, y,...).

Ainsi :
8 -1 3 -4 2 -5 12 f *f
@ =l sl - ( . _2> G (Fl =, o s
: 0 6 0

7.23. Soit T : R?> - R? définie par T(x,y) = (2x — 3y, x + 4y). Trouver la matrice de T dans
les bases {e1 = (1,0), e, = (0, 1)} et {fl =(1,3),f, = (2,5)}de R? respectivement.
(Nous pouvons considérer T comme une application linéaire d’un espace dans un autre, cha-
cun ayant sa propre base).

D’aprés le Probléme 7.2, (a, b) = (2b — 5a) f1 + (3a — b) f2. Alors

T(e) = T(1,0) = (2,1) = —8f, + 5f,y ot (7} = -8 23>
T(es) = T(0,1) = (—3,4) = 23f, — 13/, € < 5 —13

2 5 —3
7.24. Soit A = (1 4 7 ) Rappelons que A détermine une application linéaire F : R®—>R?
définie par F(v) = Av ou v est écrit comme un vecteur colonne.

1) Montrer que la représentation matricielle de F relativement a la base usuelle de R? et de
R? est la matrice A elle-méme:[F] = A.

2) Trouver la représentation matricielle de F relativement aux bases suivantes de R3 et R2.
{fl = (1y 17 1): f2 = (17 1) O); f3 = (1,- O) O)}; {gl = (1) 3)! g2 = (2) 5)}

1)
F(1,0,0) = (i‘ _i _i>< ) <f> = 2 + le,
F(0,1,0) = <? _Z _§> > <_2> = bBe, — 4de,
0
><0> <_‘?{> = —3¢; + Tey
1

3
) = A. (Comparer avec le probléme 7.7).
7

£(0,0,1)

[
TN
= N
|
> ot
|
-1 W

2 5 —
pour lequel [F] =(
1 -4

2) D’apres le probléme 7.2, (a, b) = (2b — 5a) g + (3a — b) g,- Alors
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2 5 -3 1 4
Fio = <1 - )\ = <4> = —129; + 89,
1
2 5 —3 1 7
0
2 5 -3 /2
v o) = ()
0

—12 —41 —8
et [F]?=< 8 24 5>‘

F(fs)

Il

F(f3) —8¢; + 5g,

7.25. Démontrer le théoreme 7.12 : Soit F : V — U une application linéaire. Alors il existe une
base de V et une base de U telle que la représentation matricielle A de F ait la forme

I0
A= (O 0) ou I est la matrice identité carrée r x r et r est le rang de F.

Supposons dim V = m et dim U = n, Soit W le noyau de F et U I'image de F. Nous supposons que
rang ' = r ; donc la dimension du noyau de F est m — r. Soit {w Cee, W }une base du noyau de F

et prolongeons-la pour obtenir une base de ¥V : mer
{vl,...,vr,wl,...,wm_r}
Posons u, =F(v1),u2 =F(v2),..., ur=F(vr)
Remarquons que {”1 reees Uy } est une base de U', I'image de F. Prolongeons-la pour obtenir une base.
{“1""'“r’”r+1""”n}
de U. Remarquons que
F(vy) = uy = lug + OQuy + -+ + Ou, + Oupyy + -0+ Ouy
F(vy) = uy = Ouy + lug + -++ +0u, + Ottpyq + -+ + Ou,
F(v,) = u, = Ouy+Oup+ -+ + 1u, + 0upyq + -+ + Ou,
F(w,) =0 = Oug+Oug+ -+ + O0u, + 0uppqy + -+ + Ou,

Fwy,_,) = 0 = 0uy+ Ouy + -+ + Oup + Oupyqg + -+ + Ou,

Ainsi la matrice de F dans les bases précédentes a la forme demandée.

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

REPRESENTATIONS MATRICIELLES D’OPERATEURS LINEAIRES

7.26. Trouver la matrice de chacun des opérateurs linéaires suivants 7 de R> par rapport & la base ordinaire {e (1,0),
=0, D @O T,»)=2x =3y, x +y) @ T,y) = (Sx +y,3x —2p).

7.27. Trouver la matrice de chacun des opérateurs T dans le précédent probléme par rapgort 4 la base{ f =(1,2),
L =0, 3)}. Dans chaque cas, vérifier que (7] [v] = [T("]; quel que soit » € R*.

7.28. Trouver la matrice de chacun des opérateurs T du probléme 7.26 dans la base {gl =(1,3), ¢, = (1, 4)}.



7.30.

7.31.

7.32.

7.33.

Algébre linéaire

Trouver la représentation matricielle de chacun des opérateurs linéaires suivants T de R3 relativement i la
base usuelle.

i Ty 2)=( 3 0)
i) T, y, 2z)={2x — Ty — 4z, 3x +y + 4z, 6x — 8y + 2)
(i) Tk, y,2)=(y+tzx+y+2)

Soit D 'opérateur différentiel, c’est-d-dire D (f) = df/dt. Chacun des ensembles suivants constitue une
base d’un espace vectoriel ¥ des fonctions f : R = R, Trouver la matrice de D dans chacune des bases
@) {e”, 2%, 1?1}, (ii) {sin ¢, cos t} (i) {€%, te3?, r2e37},(iv) {1, ¢ sin 3¢, cos 37}

Considérons le corps des complexes C comme un espace vectoriel sur le corps des réels R, Soit T opé-
rateur de conjugaison sur C tel que T(z) = Zz. Trouver la matrice T dans chaque base @ {1, i},
G {r +4 1+ 2ik

Soit V¥ I’espace vectoriel des matrices 2 x 2 sur R et soit M = ( ) Trouver la matrice de chacun des

¢ d
opérateurs linéaires suivants de T sur V dans la base habituelle (voir probléme 7.19) de V : (i) T4) = MA,
(ii) T(4) = AM. (iii) T(4) = MA — AM.

Soit 1, et 0y respectivement I’opérateur identique et 1’opérateur nul de l’espace vectoriel V. Montrer que,
quelle que soit la base {e;} de V, (i) [lV]e = I la matrice identité, (i) {Oy], = 0 la matrice nulle.

CHANGEMENT DE BASE, MATRICES SEMBLABLES

7.34.

7.35.
7.36.

7.37.

7.38.

7.39.

7.40.

Considérons les bases suivantes de R? :{e1 = (1, 0), e, = (0, DYet{f; = (1, 2), f, = (2, 3)}

(i)  Trouver les matrices de passage P et O de {e;} a{f;}et de{f;} & {¢;} respectivement. Vérifier 9 = Pl
(ii)  Montrer que [v], = P[v]f, quel que soit v € RZ.

(iii) Montrer que [T]f = p~! [T], P quel que soit I'opérateur T du probléme 7.26.

Reprendre le probléme 7.34 pour les bases{f1 = (1, 2), f, = (2, 3}et{g, =, 3), g, =, 4)})

Supposons que {e;, e, } soit une base de Vet T:V >V un opérateur linéaire pour lequel T'(e;) = 3e; — 2e,

et T(e,) = e; + 4e,. Supposons que {f|, f,} soit une base de V pour laquelle f; = e; + e, et
f, = 2ey + 3e,. Trouver la matrice de T dans Ia base{fl, fz}-

Considérons les bases B = {1, i}et B={1+i1+ 2’1'} du corps des complexes C sur le corps des réels
R. (i) Trouver les matrices de passage P et Q de B 4 B et de B a B, respectivement. Vérifier que
Q = P7L (ii) Montrer que [Tlg = P! [Tlg P pour l'opérateur conjugué T du probléme 7.31,

Supposons que {e;}, {f;} et {g; } soient des bases de V et soient P et Q les matrices de passage de {e;}a
{f;}et de{f;}a{g;)} respectivement. Montrer que PQ est la matrice de passage de {¢;}a {g;}

Soit A une matrice 2 x 2 telle que seulement 4 soit semblable a elle-méme. Montrer que 4 est de la

forme
a 0
2= )
0 a

Généraliser aux matrices n x n.

Montrer que toutes les matrices semblables & une matrice inversible sont inversibles. Plus généralement,
montrer que des matrices semblables ont le méme rang,

REPRESENTATIONS MATRICIELLES D’APPLICATIONS LINEAIRES

7.41.

Trouver la représentation matricielle des applications linéaires suivantes relativement aux bases habituelles
de R”:

(i) F : R?® > R? définie par F(x, y, z) = (2x — 4y + 9z, 5x + 3y — 22)
(i) F : R? > R? définie par F(x, y) = 3x + 4y, 5x — 2y, x + Ty, 4x)
(i) F : R* > R définie par F(x, y, s, t) = 2x + 3y — Ts — ¢t

(iv) F : R~ R? (définie par F(x) = (3x, 5x)



7.42.

7.43.

7.44.
7.45.
7.46.
7.47.
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Soit F : R3 = R? Papplication linéaire définie par F(x, y, z) = (2x + y — z, 3x — 2y + 42).
@) Trouver la matrice de F dans les bases suivantes de R® et R?:

{fl =(1,1, 1D, 6,=(01,1,0),f=(01,00} e {g =(1,3),g, =140}
(ii)  Vérifier que, pour un vecteur quelconque v € R3, [F]]gr [v]f = [F(v)]g_

Soient {e; } et {fi;des bases de V, et soit 1y I’application identique sur V. Montrer que la matrice de 1,
dans les bases {e; } et {/, }est linverse de la matrice de passage P de {¢;} 4 {f;}; c’est-d-dire [1V]£ = pI,

Démontrer le théoréme 7.7 page 155. (voir Probléme 7.9 page 161).
Démontrer le théoréme 7.8. (voir Probléme 7.10).
Démontrer le théoréme 7.9 (voir Probléme 7.11).

Démontrer le théoréme 7.10 (voir Probléme 7.15).

PROBLEMES DIVERS

7.48.

7.49.

7.50.

7.51.

7.52.

7.53.

Soit T un opérateur linéaire sur ¥ et soit W un sous-espace de V invariant par T, c’est-i-dire tel que
T(W) C W. Supposons dim W = m. Montrer que T a une représentation matricielle de la forme (A;) i)
ou A est une sous-matrice m x m.

Soit V= U® W et soit U et W chacun étant invariant par 'opérateur linéaire T : V - V. Supposons

A4 0 .
dim U = m et dim V = n. Montrer que T a une représentation matricielle de la forme (0 ) ou 4 et
B

B sont des sous-matrices m x m et n x n respectivement.

Rappelons que deux opérateurs linéaires F et G sur V sont dits semblables s’il existe un opérateur inver-
sible T sur V tel que G = T~IFT.

i) Montrer que des opérateurs linéaires F et G sont semblables si et seulement si, pour une base {ei}
quelconque de V, les représentations matricielles (], et [G], sont des matrices semblables.

(i) Montrer que si un opérateur F est diagonalisable, alors un opéateur quelconque semblable G est
aussi diagonalisable.

Deux matrices m x n 4 et B sur K sont dites équivalentes s’il existe une matrice carrée m inversible Q
et une matrice carrée n inversible P telle que B = QAP.

(i) Montrer que 1’équivalence des matrices est une relation d’équivalence.

(ii) Montrer que 4 et B peuvent étre les représentations matricielles du méme opérateur linéaire
F : V= Usiet seulement si 4 et B sont équivalents.

I 0
(iii) Montrer que toute matrice 4 est équivalente 4 une matrice de la forme ( ) ol [ est la ma-
trice carré r identité et » = rang A. 00

Deux algébres 4 et B sur un corps K sont dites algébres isomorphiques §’il existe une application bijec-
tive f : A~ B telle que pour u, v € A et k € K, (i) f(u + v) = f(u) + fOv), (i) f(ku) = kf(u),

(iii) f(uy) = f(u) f(v). (Cest-d-dire f conserve les trois opérations d’une algébre : addition vectorielle,
multiplication scalaire, et multiplication vectorielle). L’application f est alors appelée un isomorphisme de
A sur B. Montrer que la relation d’isomorphisme entre algébres est une relation d’équivalence.

Soit 4 I'algdbre des matrices carrés n sur K et soit P une matrice inversible de 4. Montrer que 1’appli-
cation A &> P71AP, oti A € oA est un isomorphisme d’algébre de o4 dans lui-méme.
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7.26.

7.27.

7.28.

7.29.

7.30.

7.31.

7.32.

7.34.

7.35.

7.36.

7.37.

7.41.

7.42.

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

03 W)

Ici (a,b) = (20— 3a)f; + (20— b)fs. @)

18 25>
~11 —15

Ici  (a,b) = (4a—0)g, + (b —3a)gs. @)

(
(o )

25 36

2 —7 —4 0 0 1
G) [3 1 4 Gi) lo 1 1
6 -8 1 1 1 1

a 0 b 0 a ¢ 0 0 0 -—c

. 0 a 0 & .. b d 0 0 —b a—d
@ ¢c 0 d 0 (i) 0 0 a ¢ (i) c 0
0 ¢ 0 d 0 0 b d 0 c

L/ 8 11 5
) <—1 —8 -3>

(i) (2,3,-7,-1) (v) <3>

—-23 —39
(i) < 15 26>

./ 35 41
(i) <—27 —32)

0 1 0 o0
0 0 0 0
0 0 0 -3
0 0 3 0
b 0
0 b
d—a —c¢
—b 0

5



CHAPITRE 8

Déterminants

INTRODUCTION

A chaque matrice carrée sur un corps K on peut associer un scalaire appelé le déterminant de
"A, noté habituellement

det (A) ou |A|

Cette application déterminant a été découverte pour la premiére fois lors de 1’étude de sys-
témes d’équations linéaires. Nous aurons I’occasion de voir dans les chapitres suivants que le déter-
minant est indispensable pour ’examen, la recherche et 'obtention des propriétés d’un opérateur
linéaire.

Notons que la définition du déterminant et la plupart de ses propriétés sont également
valables dans le cas ou les éléments d’une matrice appartiennent a un anneau (voir PAppendice B).

Nous commencerons le chapitre par I’étude des permutations, ce qui est absolument nécessaire
dans la définition du déterminant.

PERMUTATIONS
Une application bijective ¢ de ’ensemble {1, 2,..., n }dans lui-méme est appelée une per-

mutation. Nous noterons la permutation ¢ par

12 ... . .. . . ,

o = [ . . n ou bien o =j,j,...J,, ou ji=ol9)

1 J2 ... In
Observons que,puisque o est injective et surjective, la suite j, ,j, ,...,J, est simplement un réar-
rangement des nombres 1, 2,...,n. Remarquons que le nombre de ces permutations est n ! et

que leur ensemble est noté habituellement S . Remarquons aussi que si 0 € S , alors I’application
réciproque 07! € S, ;etsio, 7€ S, alors ’application composée 0 ¢ T € S, . En particulier,
Papplication identique

appartient aussi a S .(En fait e = 1 2 ....n).

Exemple 8.1 : Ilya?2!

Ii

2 x 1 = 2 permutations dans §, : 12 et 21.

Il

Exemple 8.2 : Il ya3! 3 x 2x 1= 6 permutations dans S3 1123, 132, 213, 231, 312, 321.

Considérons une permutation quelconque o de S’n SN R Jj,- Nous dirons que o
est paire ou impaire selon que nous avons un nombre pair ou impair de couples (i, k) pour lesquels
i>k mais i précede k dans ¢ (*)
Nous définissons alors la signature ou la parité de o, et on écrit sgn o, par

1 si o est paire
sgn 0 = . . .
— 1 si o est impaire
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Exemple 8.3 : Considérons la permutation ¢ = 35142 de S

3 et 5 précédent 1 et sont supérieurs 4 1 ; donc (3, 1) et (5, 1) satisfont (*).

3, 5 et 4 précédent 2 et sont supérieurs 4 2 ; donc (3, 2) , (5, 2) et (4, 2) satisfont (¥).

5 précéde 4 et est supérieur 4 lui ; donc (5, 4) satisfait (¥).

Il existe donc exactement six couples satisfaisant (*), o est paire et sgn ¢ = 1.
Exemple 8.4 : La permutation identique € = 12...n est paire puisqu’aucune paire ne satisfait *).
Exemple 8.5 : Dans S2, 12 est paire, 21 est impaire

Dans S3 , 123, 231 et 312 sont paires, et 132, 213 et 321 sont impaires.

Exemple 8.6 : Soit 7 la permutation qui échange les deux nombres i et j en laissant les autres nombres
fixes :

@) =j, r(N=1i, 7k) =k, kFi,j
On appelle 7 une transposition. Si i <j, on a alors
T=12...~-Djai+D...G-1DiG+1)...n
Ilya2(—i— 1)+ 1 couples satisfaisant (*) :
(G, 0,G,x),(x,D, ou x=i+1,...,j—1

Donc la transposition 7 est impaire.

DETERMINANT
Soit A = (ai’.) une matrice carrée n sur un corps K:
Qi1 Q2 ... CGa)
A = Q21 Q22 ... Q2n
i G ... G

Considérons un produit de n éléments de A tel qu’un seul et unique élément appartienne a chaque
ligne et un seul et unique élément appartienne a chague colonne. Un tel produit peut étre écrit sous
la forme

alj1 az,.2 an].n
ou les facteurs proviennent des lignes successives et donc les premiers indices sont dans ’ordre
naturel 1, 2,...,n. Mais a partir du moment ou les facteurs proviennent des colonnes différentes,
la suite des deuxiémes indices forme une permutation ¢ = j1 Jy -], de Sn . Réciproquement
chaque permutation de S, détermine un produit de la forme précédente. Ainsi la matrice A con-
tient n! produits.

Définition : Le déterminant d’une matrice carrée n x n, A = (a;;), noté par det (A) ou |Al, est la
somme suivante, qui est obtenue par la somme sur {outes les permutations possibles
o~—]1]2...j deSn

n

fA! = 2 (sgn a) Cl,ljl (l2j2 Cee an]-n
[e8
C’est-a-dire Al = X (s8N 0) tica) G202 - -« Unowm
ges,

Le déterminant de la matrice carrée A n x n est dit d’ordre n, et est noté fréquemment par
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Soulignons qu’un tableau carré de scalaires entouré de segments de droite n’est pas une matrice
mais plutdt le scalaire que le déterminant associe a la matrice formée par ce méme tableau de
scalaires.

Exemple 8.7 : Le déterminant d’une matrice 1 x 1 A = ("11) est le scalaire a, lui-méme : |4] = a,-
(Remarquons que la seule permutation dans S1 est paire).

Exemple 8.8 : Dans S, la permutation 12 est paire et la permutation 21 est impaire. D’ol1
f M2 = agan — s
Q21 Qoy
insi -5 4(—2 B)(—1) = —13 et a bl g~ be
Ainsi 1 -2 (—2) — ( = ¢ d ' :

Exemple 8,9 : Dans S3, les permutations 123, 231 et 312 sont paires et les permutations 321, 213 et
132 sont impaires. D’ou

lan Q1 d13
Gy Oop Qog | = G180z T Qpalioztiyy + G300

gy  Ozg Q33 T Qyglgolyy T Qalo1lizz — d110o3Usy

ce qui peut également s’écrire

011(@30033 — Qo3ze) — Gy9(@o1035 — Bagzy) + ay3(@9a0 — Gotyy)
. Qgp a3 Qg1 Aoy dg1 Qoo
ou ay - Qg2 + o3
agy  Azg 31 033 azy O3z

qui est une combinaison linéaire des trois déterminants du second ordre dont les coeffi
cients (avec des signes alternés) forment la premiére ligne de la matrice donnée. Remar-
quons que chaque matrice 2 x 2 peut étre obtenue en supprimant, dans la matrice ini-

tiale, la ligne et la colonne contenant le coefficient :

%ip %13 Y3

211 @21 Gg2 a3 T @3] Gy g2 g

@3y Q3p g3

‘ N 4 I 5 6
Exemple 8.10: () Z 6 7| = 2]9 1‘ 3)8 1\4—4»8 9I
= 2(6—63) — 3(5—56) + 4(45—48) = 27
2 38 —4
" _ —4 2| _ 2 a0 —4
G lo —4 2| = 2‘_1 55 3’1 5‘+( 4)‘1_1
1 -1 5
= 2(—204+2) — 3(0—2) — 4(0+4) = —46

Quand 7 augmente, le nombre de termes dans le déterminant devient trés grand. En conséquence,
on utilise des méthodes indirectes pour calculer les déterminants, plutot que la définition. En fait nous
allons démontrer un certain nombre de propriétés sur les déterminants qui vont nous permettre d’é-
courter considérablement le calcul. En particulier, nous démontrerons qu’un déterminant d’ordre n est
égal 4 une combinaison linéaire de déterminants d’ordre n — 1, comme dans le cas ou n = 3 ci-dessus.

PROPRIETES DES DETERMINANTS

Voici maintenant la liste des propriétés fondamentales du déterminant.

Théoréme 8.1 : Les déterminants d’une matrice A et de sa transposée A’ sont égaux : |[A| = |A?].
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D’aprés ce théoréme, tout autre théoréme concernant le déterminant d’une matrice A qui s’ap-
plique aux lignes de A aura un théoreme analogue s’appliquant aux colonnes de A.

Le théoréme suivant donne certains cas dans lesquels le déterminant peut étre obtenu immeédia-
tement.

Théoréme 8.2 : Soit A une matrice carrée.
1) Si A a une ligne (colonne) de zéros, alors |A | =
2) Si A a deux lignes (colonnes) identiques, alors |A| = 0.

3) Si A est triangulaire, c’est-a-dire A est constituée de zéros au-dessus ou au-
dessous de la diagonale, alors |A| = produit des éléments diagonaux. Ainsi en
particulier |[I| = 1 ou I est la matrice identique.

Le théoréme suivant montre comment le déterminant d’une matrice est affecté par les opéra-
tions ‘‘élémentaires”.
Théoréme 8.3 : Soit B la matrice obtenue a partir de la matrice A :
1) par multiplication d’une ligne (colonne) de A par un scalaire k ; alors |B| = k|A|.
2) en échangeant deux lignes (colonnes) de A : alors |B| = — |A|
3) en additionnant un muiltiple d’une ligne (colonne) de A a un autre ; alors
|B| = |Al.
Enoncons maintenant deux des théorémes les plus importants et les plus utiles concernant les
déterminants.
Théoréme 8.4 : Soit A une matrice carrée n x n quelconque. Les énoncés suivants sont équivalents.
1) A est inversible, c’est-a-dire A a une matrice A™"inverse.

2) A est non singuliére, c’est-a-dire AX = 0 admet seulement la solution nulle , ou
le rang A = n, ou les lignes (colonnes) de A sont linéairement indépendantes.

3) Le déterminant de A n’est pas nul : |[A] # 0.
Théoréme 8.5 : Le déterminant est une fonction multiplicative, c’est-a-dire que le déterminant d’un

produit de deux matrices A et B est égal au produit de leurs déterminant:
|AB| = |A]. |B]|.

Nous démontrerons les deux théorémes précédents en utilisant la théorie des matrices élémen-
taires (voir page 56) et le lemme suivant.

Lemme 8.6 : Soit E une matrice élémentaire. Alors, quelle que soit la matrice A,|[EA| = |E|.|A|.
Remarquons que ’on peut démontrer les deux théorémes précédents directement, sans utiliser

la théorie des matrices élémentaires.

MINEURS ET COFACTEURS

Considérons une matrice carrée n x n A = (a]) Soit M la sous-matrice carrée (n —1) x (n—1)
de A, obtenue en supprimant la i#me ligne et la j*™¢ colonne de A. Le déterminant IM,.| est appelé
le mineur de l’élément a; de A, et nous définissons le cofacteur de a; noté A comme étant le mi-
neur affecté de sa signature :
. it
= (= 1% M, |

Notons que les “signatures” (— 1)t/ des mineurs forment un arrangement en échiquier, avec les +
sur la diagonale principale : Lo 4 -

Il faut souligner que Mi,. note une matrice alors que Ai]. note un scalaire.
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/

2 3 4 2 3 4
Exemple 8.11: Soit A = {5 6 7. Alors 11423 — 5 6 T - <: :) of
8 9 1 8 9 1

Ay = (—1)2+3 —(18—24) = 6

8 9

ol

Le théoreme suivant s’applique alors.

Théoréme 8.7 : Le déterminant de la matrice A = (q,) est égal a la somme des produits obtenus
en multipliant les éléments d’une ligne (colonne) quelconque par leurs cofacteurs

respectifs :
Al = auda + @l + 0+ Qe = > asdy
i=1
et fA[ = auydy + azlz + -+ auln = E aijA;
=1

Les formules précédentes, appelées développements de Laplace du déterminant de A suivant
la i®me ligne ou la jéme colonne respectivement, offrent une méthode simplifiant le calcul de |Al,
c’est-a-dire qu’en additionnant un multiple d’une ligne (ou colonne) a une autre ligne (colonne),
nous pouvons réduire A a une matrice contenant une ligne ou une colonne avec un seul élément
égal a 1 et les autres éléments étant nuls. En développant par rapport a cette ligne ou colonne,
nous réduisons le calcul de |A| au calcul d’un déterminant d’un ordre immédiatement inférieur.

5 4 2 1

. . 2 3 1 =2

Exemple 8.12 : Calculons le déterminant de A = 5 7 —3 o
1 -2 -1 4

Remarquons que 1 apparait dans la seconde ligne et la troisiéme colonne. Effectuons
les opérations suwvantes sur 4, oll R; note la i*™¢ ligne:

(1) addition — 2R, a R,,(2) addition de 3R, 4 R;,(3) addition de 1R, i R,.

D’aprés le théoréme 8.3 (3) la valeur du déterminant ne change pas lorsqu’on fait ces
opérations ; c’est-a-dire

5 4 2 1 1 -2 0 b
2 3 1-2| _ |2 38 1-2
Al =15 75 of T |1 2 0 3
1 -2 -1 4 3 1 0 2

Si nous développons par rapport 4 la troisiéme colonne, nous devons négliger tous les
termes contenant 0, Ainsi

1 -2 5
lA] = (—1)2+8 = —|1 2 3
3 1
2 3 1 3 1 2 _
i R L I

MATRICE ADJOINTE CLASSIQUE (OU COMMATRICE)
Considérons une matrice carrée n x n A = (ai’.) sur un corps K :

iy Q12 ... A1in
21 U222 e (4539

A =



176  Algebre linéaire

La transposée de la matrice des cofacteurs des éléments a; de A, notée par adj A, est appelée
adjointe classique de A:

All A21 e Anl
adj A = Ap An ... Ay
\Aln AZn Ann

Nous disons “adjointe classique” au lieu de simplement “adjointe” parce que le terme adjointe
sera utilisé dans le chapitre 13 pour un concept entiérement différent.

Exemple 8.13 : Soit 4 = (21) —4? m%) Les cofacteurs des neuf éléments de 4 sont
Ay =+ :;1 2 _ g, Am:——g 2': 2, A13:+(1):f -y
Ay = — j _3 = 11, Ag =+ 3_3 = 14, AQB:_?_i = 5
Ay =+ _i _;1 — 10, Ay = — i _;j c -4 Ay =+ i _Z - g

Pour obtenir la matrice adjointe classique de A4, nous prenons la transposée de la ma-
trice précédente:

~18 —11 —10
adj A = 2 14 -4
4 5 -8

Théoréme 8.8 : Pour une matrice carrée quelconque A,
A-(adjA) =-(adjA)-A = |A|I

ou [ est la matrice identique. Ainsi, si {4} # O,

1 .
A7l = |7fl (adJ A)

Remarquons que le théoréme précédent nous donne une méthode importante pour obtenir
I’inverse d’une matrice donnée.

Exemple 8.14 : Considérons la matrice 4 de I'exemple précédent pour laquelle |[4{ = — 46. Nous avons
2 3 —4\/—-18 —11 —10 —46 0 0 1 0 0
A(adjd) =[]0 —4 2 2 14 —4 ) = 0 —46 0 = —46(0 1 0
1 -1 5 4 5 —8 0 0 —46 0 0 1
= —46] = |A|I
Nous avons aussi, d’aprés le Théoréme 8.8,
. 1 —18/—46 —11/—46 —10/—46 9/23 11/46 5/23
Al = ﬁ(adj A) = 2/—46 14/—46 —4/—46 = | —1/23 —7/23 2/23
4/—46 5/—46 —8/—46 —2/23 —5/46 4/23

APPLICATIONS AUX EQUATIONS LINEAIRES
Considérons un systéme de n équations linéaires a n inconnues:

au®s + Qe¥2 + 0+ Ak = by
U211 + A2k + + -+ + Aoy, = b2

An1d1 + Analls + -+ Anndln = bn
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Appelons A le déterminant de la matrice A = (a;;) des coefficients : A = |A|. Et appelons 4; le
déterminant de la matrice obtenue en remplacant la iéme colonne de A par la colonne des termes
constants. Il s’ensuit la relation fondamentale entre les déterminants et la solution du systéme
précédent.

Théoréme 8-9 : Le systéme précédent a une solution unique si et seulement si A ¥ 0. Dans ce
cas la solution unique est donnée par

g = B g, = B2 @, = Bn
A A "

Le théoréme précédent est connu sous le nom de “Reégle de Cramer” pour la résolution des
systémes d’équations linéaires. Soulignons que ce théoréme s’applique uniquement & un systéme
qui a'le méme nombre d’équations que d’inconnues, et qu’il donne une solution unique dans le
cas ol seulement A # 0. En fait, si A = 0, le théoréme n’indique pas si le systeme admet ou
non une solution. Cependant dans le cas d’un systéme homogéne, nous avons le résultat suivant

qui s’avére d’un grand intérét.
Théoréme 8.10 : Le systéme homogéne Ax = 0 admet une solution non nulle si et seulement
siA=1]A|l=0.

Exemple 8.15 : Résoudre en utilisant les déterminants : {

Calculons d’abord le déterminant A de la matrice des coefficients:
2 —3
3 5

AZ‘ = 10+9 = 19

Puisque A ¥ 0 le systéme a une solution unique. Nous avons aussi

— 2 7
AI:73=38, A, = = —19
1 5 3 1
En conséquence, la solution unique du systéme est
_ A 38 _ T
rER T vEa T -t

Nous pouvons remarquer que le théoréme précédent est intéressant plus pour des raisons théo-
riques et historiques que pour des raisons pratiques. La méthode déja indiquée, de résolution des
systémes d’équations linéaires par réduction du systéme a sa forme échelonnée, est plus efficace
que celle qui utilise les déterminants.

DETERMINANT D’UN OPERATEUR LINEAIRE
En utilisant la propriété multiplicative d’'un déterminant (Théoréme 8.5), nous obtenons

Théoréme 8.11 : Supposons que A et B soient des matrices semblables. Alors |A| = [B]|.

Supposons maintenant que. T' soit un opérateur linéaire quelconque sur un espace vectoriel V.
Nous définissons le déterminant de T, écrit det (T, par

det (T) = |[T].|

ol [T], est la matrice de T dans une base {e,}. D’aprés le théoréme précédent cette définition est
indépendante de la base particuliére qui est choisie.

Le théoréme suivant découle des théorémes analogues sur les matrices.
Théoréme 8.12 : Soit T et S des opérateurs linéaires sur un espace vectoriel V. Alors
(i) det (So T) = det (S) - det (T),
(ii)) T est inversible si et seulement si det (T) # O.
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Remarquons aussi que det (1,) = 1 ou 1, est I’application identique, et que ‘det (T™1) = det (™!
si T est inversible.

Exemple 8.16 : Soit T 'opérateur linéaire de R3 défini par

T(x,y,2) = (Qe—4dy+2z, 2—2y-+ 32 be+y—2)

2 -4 -1
La matrice de T dans la base usuelle de R® est [T] = <1 -2 3) . Alors

5 1 -1
2 ~4 1 |
det(T) = |1 ~2 38| = 2(2—3) + 4(—1—15) + 1(1+10) = —55
5 1 -1

MULTILINEARITE ET DETERMINANTS

Soit o4 I’ensemble de toutes les matrices carrées n x n A sur un corps K. Nous pouvons consi-
dérer A comme un n-tuple constitué de ses vecteurs lignes A,, A,,..., 4, :

= (A, Ay,...,A,)
Donc o4 peut &tre considérée comme ’ensemble des n-tuples de K:
oA = (Kn )n
Il s’ensuit les définitions suivantes.
Définition : Une fonction D : ¢4 = K est dite multilinéaire si elle est linéaire suivant chacune de
ses composantes, c¢’est-a-dire
(i) si ligne A; = B + C, alors
DA =D(...,B+C,..)=D(..,B,...)+D(...,C,..);
(i) si ligne A, = kB, ou k € K, alors
D(A)=D(...,kB,..)=RkD(..,B,..).

Nous pouvons dire aussi n-linéaire au lieu de multilinéaire si elle est linéaire pour cha-
cune de ses n composantes.

Définition : Une fonction D : of = K est dite alternée si D(4) = O toutes les fois que A a deux
lignes identiques :

DA, A,,...,A,) = 0 toutes les fois que A; = A;, i # ]

Nous obtenons le résultat fondamental suivant : ici I note la matrice identique.

Théoréme 8.13 : Il existe une fonction unique D : e - K telle que
(i) D est multilinéaire, (ii) D est alternée, (iii) D(J) =

Cette fonction D n’est pas autre chose que la fonction déterminant ; c’est-a-dire
la fonction qui a une matrice quelconque A € o4 associe D(A) = |A|.
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PROBLEMES RESOLUS

CALCUL DE DETERMINANTS
8.1. Calculer le déterminant de chacune des matrices (i) <3 —2>, (ii) < c-b o« >

4- 5 a a+b
. 3 -2 B a—b a
‘(1) 4 5 = 35— (—2)+4 = 23. (i) “ a+b’ = (@a—b}(a+b) —ara = —b2,
. Bk
8.2. Deéterminer les valeurs de k& pour lesquelles ok =

4 ol T 2k2 — 4k = 0, ou 2k(k—2) = 0. Donc k =0; et k=2, c’est-d-dire si k= 0 ou

k = 2, le déterminant est nul.

lkk

8.3. Calculer le déterminant de chacune des matrices

1 2 3 2 0 1 2 0 1 1 0 0
()4 -2 38, ({)l4 23§, @{ii)|(-3 2-3], (ivy (3 2 —4
2 5 -1 5 3 1 -1 -8 5 4 1 3
1z 3 -2 3 4 3 4 —2
@ |4 -2 3 _11 _’—2' _‘+3l _|
2 5 —1 5 —1 2 -1 2 5
= 12—15) — 2(—4—6) + 3(20+4) = 79
2 0 1
N _ L2 -3 4 -3 4 2| _
(i) (4 2 -3] = 2l3 11—0,5 1‘+1’5 3| = 24
5 3 1
2 0 1
Gi) | 8 2 —8] = 2(10—9) + 1(—9+2) = -5
-1 -3 5
1 0 0
v) [3 2 —4| = 16+4 = 10
4 1 3
a b o
8.4. Considérons la matrice carrée 3 x 3 A = | az b2 c¢2|. Montrer que le diagramme ci-dessous
as by c3

peut étre utilisé pour obtenir le déterminant de A:

+ + o+

Formons le produit de chacun des trois nombres liés par une fléche dans le diagramme de gauche et fai-
sons précéder chaque produit par un signe plus, comme il suit :

+ agbges. + biesag + cra5bs
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Formons maintenant le produit de chacun des trois nombres liés par une fléche dans le diagramme de
droite, et faisons précéder chaque produit par un signe moins comme il suit:

— agbye; — bzesay — c3asb,
Alors le déterminant de A est précisément la somme des deux expressions précédentes :

a; by o
[A] = Jay by ey| = ajbyey + bycsag + cqashy — agbse; — bgesay; — czasd,
az by ez

La méthode précédente de calcul de |A| ne s’applique pas 4 des déterminants d’un ordre supérieure a 3.

8.5. Calculer le déterminant de chacune des matrices :

2 0 -1 @ b ¢ 3 2 —4
G (8 0 2|, (i) [c e b, (i) | 1 0 -2
4 -3 7 b ¢ a -2 3 3

(i) Développons le déterminant suivant la deuxiéme colonne en négligeant les termes contenant un zéro.

2 0 - 9 1
3 0 2| = ——(—-3),3 2' = 3(4+3) = 21
4 -3 7

(ii) En utilisant la méthode du précédent probléme :

]
a = a3 + b3 + 3 — abe — abe — abe = a3 + b3 + ¢3 — 3abe
¢

o Q
! oo

(iii) En additionnant le double de la premiére colonne a la troisiéme colonne, et en développant par rapport
a la seconde ligne :

3 2 —4 3 2 —4+2(3) 3 2 . 2
1 0-2| = |10 —2+421) | = | 1 0o of = —1’3 _1| 8
-2 3 3 -2 3 3+2(-2) ~2 3 —1
3 -1 -4
8.6. Calculer le déterminant de 4 = (3 § —1
14 1
Multiplions d’abord la premiére ligne par 6 et la seconde ligne par 4. Alors
3 —6 —2 3 —644(3) —2-—(3) 3 6 -5
6-4]A] = 24]A] = |3 2 —4| = |1 24403 -4—-@3)] = |1 14 -7
1 -4 1 1 —4+41) 1-Q) 1 0 0
6 —b
’14 _7l 8, et |A| = 28/24 = 7/e.
2 5 -3 -2
, . -2 -3 2 -5
8.7. Calculer le déterminant de 4 =
1 3-2 2
-1 -6 4 3
Remarquons que 1 est dans la troisiéme ligne, premiére colonne. Appliquons les opérations suivantes i
A (ol R; est la iéme ligne) : (i) ajoutons — 2R, a R,, (i) ajoutons 2R; a R,, (iii) ajoutons

IR; a2 R,. Ainsi on a
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8.9.
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2 5 —3 —2 0 -1 1 -6 L1 -6
-2 -3 2 -5 0 3 -2 —1
A=y 32 2| Tl 32 2 +§_Z*;
-1 -6 4 3 0 -3 2 5
141 1 —6+6(1) 0 1 0 L 13
= | 83—2 —2 —146(-2)| = | 1 -2 —13| = —\ . 17} —4
-3+ 2 2 5+ 6(2) —1 2 17
3 -2 -5 4
-5 2 8 -5
Calculer le déterminant de A =
-2 4 7 -3
2 -3 -5 8

Tout d’abord réduisons 4 & une matrice admettant 1 comme élément ; pour cela ajoutons le double
de la premiére ligne a la seconde ligne et procédons alors comme dans le probléme précédent.

3 -2 —5 4 3 -2 -5 4
4l = -5 2 8 5| _ |-5+2(8) 2+2(-2) 8+2(—5) —5+24)
-2 4 7 -3 -2 4 7 -3
2 -3 -5 8 2 -3 -5 8
3 -2 -5 4 3 —242(3) —5+2(3) 4 —3(3)
1 -2 -2 3] |1 -24+21) -2+2() 3 —3(1)
T ol—2 4 7 -8 * |-2 4+2-2) T+2(-2) —-3-3(-2)
2 -3 -5 8 2 —3+2(28) —5+2(2) 8 —3(2)
i’ 3 (1)"2 4 1 -5 4 1 -5—(1)
=1, o 5 gl = |0 38 3 = -0 3 3-0
1 -1 2 1 -1 2—(-1)]
2 1 -1 2
4 1 -6 4 6
= —|0 8 ¢ 3 1 31 = —-3(12+46) = -—b4
1 -1 3
t+3 -1 1
Calculer le déterminant de A = 5 t—3 1 .

6 -6 t+4

Ajoutons la seconde colonne 2 la premiére ligne, et ensuite ajoutons la troisiéme colonne i la seconde

colonne ; on obtient
t+ 2 0 1

4] = [t+2 ¢t—2 1
0 t—2 t+4

Mettons en facteur ¢ + 2 qui se trouve dans la premiére colonne et ¢ — 2 qui se trouve dans la seconde
colonne ; on obtient

: 10 1
4] = @¢+2¢-2)|1 1 1
01 t+4

Finalement soustrayons la premiére colonne de la troisiéme colonne ; on obtient
1 0 0
Al = @¢+2¢-2)(1 1 0 = (t+2)(t—2)(t+4)
0 1 t+4
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COFACTEURS 2 1 -3 4
. 5 -4 7 -2

8.10. Trouver le cofacteur de 7 dans la matrice 4 0 6 -3
3 -2 5 2

2 1 4 2 1 4

4 —3
(—1)2+8 = —|4 0 -3 = —|4 0—3=—<——710>=61
3 -2 2 7 0 10

L’exposant 2 + 3 provient du fait que 7 apparait dans la seconde ligne, troisiéme colonne.

1 2 3
8.11. Considérons la matrice A = <2 3 4) . (i) Calculer |A|. (ii) Trouver adj A. (iii) Vérifier
1 5 17
que A(adj A) = |A| - I (iv) Trouver A7 !.
. _ ]34 |2 4 2 3| _ B
@ 4] = 1I5 7‘ 2!1 7‘+3|1 5’ = 1-20+21 = 2
3 4 2 4 2 3 t
+;57}_17+’15, L 10 7\ L1
o | 2 s 1 3] |1 2 B N h
(ii) adjA = ’5 7‘ + 17 \1 5' = 1 4 3| = 10 4 2
2 3 13 L 9 -1 2 -1 7 -3 —1
+'3 4k T2 4 +‘2 3‘

Cest-3-dire que adj A est la transposée de la matrice des cofacteurs. Remarquons que les signes dans

+ - +
la matrice des cofacteurs ont une forme en échiquier (— + — ) .
+ - +
1 2 3 1 1 -1 2 0 0 1 0 0
1 5 1 7 -3 —1 0 0 2 0 0 1
1 1 111 3 33
(iv) A7t = |—|'(3de) = |- 4 2y =[5 2 1
T 772 h

a b
c d/’
(i) Trouver adj A. (ii) Montrer que adj (adj A) = A.

@ wia = (TR Y < (0T = (27D

. N T A e e e e AL 2 2 A U2 B AN
(ii) adj(adjAd) = adj <——c a> = <~|—b| —l—|d]> - <b d> - <c d> =4

8.12. Considérons une matrice queiconque 2 x 2 A = (
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DETERMINANTS ET SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

8.13.

8.14.

Résoudre les systémes suivants en x et y en utilisant les déterminants :

204+ y =17 B ax —2by = ¢ .
(if) , ol ab##0.

3x— 5y = 4 3ax — 5by = 2¢
; 2 1 _ _ |71 2 7 _ 3 _
@) 3 _5| = —13, A, = 4 _5’ = —39, A, = ’3 Ly =8 Alors x = A,/A =3,

y=A4A,/A=1

a —2b ¢ —2b a ¢

ii) A = = ab, A, = = —be, = = —qe. = =
(i) 3¢ —5b| 7 ST g —551 i E we. Alors z = Ag/A

3y+2xr = 2+1
Résoudre en utilisant les déterminants : {3x +2z = 8 — 5y.
32 -1 = 2x—2y

Tout d’abord mettons le systéme sous une forme standard de maniére que les inconnues appa-
raissent en colonnes.:

20+ 3y— z = 1
3x+ by +22 = 8
x— 2y — 3 = —1

Calculons le déterminant A de la matrice 4 des coefficients :

2 3 —1
A = |8 5 2| = 2(—15+4) — 3(-9—2) — 1(—6—5) = 22
1 -2 -3

Puisque A ¥ 0 le systéme admet une solution unique. Pour obtenir A, Ay et A, remplagons les coeffi-
cients de I'inconnue considérée dans la matrice 4 par la colonne des constantes. Ainsi

1 3 -1 2 1 —1 2 3 1[
A, = 8 5 2| = 66, A, = (3 8 2| = —22 A, = |3 5 8 = 44
-1 —2 —3 1 -1 -3 1 —2 —11 '

et *=A/JA=3, y=A,/A=—1, z2=A,/A =2

DEMONSTRATIONS DES THEOREMES

8.15.

8.16.

Démontrons le théoréme 8.1 : |A?| = |A|.

- t \ —
Supposons 4 = (aij). Alors A* = (bi].) ou by = g . Donc

lAY = 3 (sgno) bio1) baocey -+ Bnomy
o0& S,
= 32 (sgno) Br(1),1 o(2),2 - - - Bo(n),n
oES,

Soit 7 = o~ !. D’aprés le probléme 8.36 sgn T = sgn o et

Qo(1),1%0(2),2 + - - Bomd,n = Q1rq1) @272y - - Anrn)

Donc At = (sgn 7) @y .01y Q2r(2) « - - Cnrem
oceSs,

Comme 0 parcourt tous les éléments de S,, 7 = 0~} parcourt aussi tous les éléments de S,,. Ainsi

|4 = A.

n’

Démontrer le théoréeme 8.3 (ii) : Soit B la matrice obtenue a partir de la matrice carrée A
en échangeant deux lignes (colonnes) de A. Alors |B| = — [4].

Nous démontrons ce théoréme dans le cas ol deux colonnes sont échangées. Soit 7 la transposition qui
échange les deux nombres correspondant aux deux colonnes de 4 qui sont échangées. Si A = (a,-]-) et
B = (bij) alors bi]. = i) Donc, pour une permutation quelconque o,
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bioc Doy -+ oy = Giro) ®2102) - - - Tnro(n)
Ainsi 1Bl = 3 (sgno)biga) b2ec - brom
cES,
= (881 0) Bt 15(1) P270(2) - -+ Fnraln)
cES,
Puisque la transpositiorr 7 est une permutation impaire, sgn 70 = sgn 7 « sgn ¢ = — sgn ¢. Donc
sgn 0 = — sgn 70 et donc
IBI = - 2 (sgn 70) A1 10(1) ¥270¢2) -+ -+ Inro(n)
N cES,
Mais comme ¢ parcourt tous les éléments de S,, 70 parcourt aussi tous les éléments de S, ; donc
Bl = — |41
8.17. Démontrer le théoréme 8.2 : (i) Si A a une ligne (colonne) de zéros, alors |A| = 0.
(ii) Si A a deux lignes identiques (colonnes) alors |A| = 0. (iii) Si A est triangulaire alors
|A| = produit des éléments diagonaux. Ainsi en particulier |I| = 1 ou I est la matrice
identité,

(i) Chaque terme dans |A4| contient un facteur provenant de chaque ligne et donc de la ligne de zéros.
Donc chaque terme de |A| est nul et donc |4| = 0.

(ii) Supposons 1 + 1 # 0 dans K. Si nous échangeons les deux lignes identiques de 4, nous obtenons
toujours la matrice A. Donc d’aprés le probléme précédent |[A] = — |4} et donc [4| = 0.

Supposons maintenant 1 + 1 = 0 dans K. Alors sgn ¢ = 1 pour tout ¢ € §,. Puisque 4 a
deux lignes identiques, nous pouvons arranger les termes de 4 en paires de termes égaux. Puisque
chaque paire est nulle le déterminant de A est zéro.

(iii) Supposons que A = (q; ]) soit une matrice triangulaire inférieure, c’est-a-dire que les éléments au-
dessus de la diagonale sont tous nuls : a; = O toutes les fois que i < j Considérons un terme ¢t
du déterminant de 4 :

t = (sgn o) ay Gy, .. Ay s ol o = dyiy... 1,

Supposons i; # 1. Alors 1 < i, et donc a;; = 0 ; d’olt t = 0. En somme, chaque terme pour
lequel i; # 1 est nul 1

Supposons maintenant {; = 1, mais i, # 2. Alors 2 < i, et donc a,; = 0, d’olt + = 0. Ainsi
! . 2
chaque terme pour lequel {; # 1 ou i, # 2 est nul.

De fagon analogue, nous obtenons que chaque terme, pour lequel iy # 1 ou iy ¥ 2 ou .., ou

, # n, est nul. En conséquence |A| = a;, a3, ... a,, = produit des éléments diagonaux,

8.18. Démontrer le théoréme 8.3 : Soit B obtenue a partir de A en

(i) multipliant une ligne (colonne) de A par un scalaire k2 ; alors |B| = k|A]|.
(ii) échangeant deux lignes (colonnes) de A ; alors |B| = — |Al.
(iii) additionnant un multiple d’une ligne (colonne) de A a une autre ; alors |B| = |A]l.

€3] Si la jéme ligne de A est multipliée par k, alors chaque terme de |A4| est multiplié par k et donc

B k1Al Cest-a-dire
I l | | 13\ = ; (Sgn 0') alil U/21‘2 e (kaﬂ] PP amn

= k3 (sgno)ay Gy, ... Gy, = k4]
(ii) Démontrée dans le probléme 8.16,

(ili) Supposons que 'on additionne la kiéme ligne multipliée par ¢, i la Jéme ligne de 4. En utilisant
le symbole A pour noter la jéme position dans le déterminant, nous avons
/\

!B| = 2 (Sgn ‘7) a’hl a’21,2 - (caktk + a]t ) c”'nin

AN
= ¢ 2 (sgn o) Qyiy Uoiy o oo Uiy - - Oy T+ E (sgn o) @y, Gy - - Q g
La prem1ere somme est le déterminant d’une matrice dont les kidme et jémes ligne sont identiques ;
donc d’aprés le théoréme 8.2 (ii) la somme est nulle. La seconde somme est le déterminant de A.

Donc |Bl = ¢ » 0 + |A| = |A|
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8.20.

8.21.

8.22.

8.23.

Chapitre 8/Déterminants 185

Démontrer le lemme 8.6 : Pour une quelconque matrice élémentaire E, |[EA| = |E|. | Al

Considérons les opérations élémentaires suivantes: 1) multiplication d’une ligne par une constante k¥ # 0 ;
2) échange de deux lignes; 3} addition d’un multiple d’une ligne par une autre. Soient £, E2 et E3 les
matrices &lémentaires correspondantes, C’est-a-dire que E. , F , et E, sont obtenues en appliquant les opéra-
tions précédentes, respectivement i la matrice identité 1. D’aprés le probleme précédent,

B\ = klI} =k |Byl = =] = =1, B =1 =1

Rappelons (page 56) que EZ.A est identique & la matrice obtenue en appliquant opération correspondante
4 A. Donc d’aprés le probléme précédent,

IELAl = kAl = [Ey||A], [BA] = —|A] = |Eyl|Al,  |EA] = |A] = 1]A] = |Ey||4]
et le lemme est démontré.

Supposons que B soit équivalente ligne a A ;douB=E, .E _ ...E, E A, oules E,
sont les matrices élémentaires. Montrer que

1) |B| = IEnl IEn_ |...1E2| |E1| |A|, 2) i{B| # 0 si et seulement si |A]# 0.

1) D’aprés le probléme précédent IE1 4l = |E;|.14|. Ainsi par récurrence.
Bl = |E,||En1...E:E Al = |E||E, ... |E|Eq||A]
2) D’aprés le probléme précédent E, # 0 pour chaque i. Donc |B] 7 0 si et seulement si (4] # 0.

1

Démontrer le théoréme 8.4 : Soit A une matrice carrée d’ordre n. Les affirmations suivantes
sont équivalentes : 1) A est inversible; 2) A est non singuliére; 3) |A| # O,

D’aprés le probléme 6.44 1) et 2) sont équivalentes, Donc il suffit de montrer que 1) et 3) sont équi-
valentes,

Supposons que 4 soit inversible, Alors 4 est équivalente ligne a la matrice identité I ; mais |I] # 0,
donc d’aprés le probléme précédent |A| ¥ 0. D’autre part supposons 4 non inversible. Alors 4 est équiva-
lente ligne & une matrice B qui a une ligne nulle. D’aprés le théoréme 8.2 , 1) |B| = 0 ; alors d’aprés
le probléme précédent [4] = 0. Donc 1) et 3) sont équivalentes.

Démontrer le théoréme 8.5 : |AB| = |A| . |BI.

Si A est singuliére, alors AB est aussi singuliére et donc |AB| = 0 = [A4]|. |B|. D’autre part si 4 est

non singuliére, alors 4 = E ... E,E, est un produit de matrices élémentaires, Ainsi d’aprés le probléme
8.20,

Al = |E,...EE\ 1| = |E,|...|E||E||I| = |E,|...|Ey|Ey
et donc |AB| = |E,...E.E.B| = |E,...|E,||E,|[B| = |Al|B]

Démontrer le théoréme 8.7 : Soit A = (ai].); alors |Al=ga, A, ta,A, t:-.tq, A
ol Aij est le cofacteur de a.

Chaque terme dans 4| contient un et un seul élément de la i*™° ligne (@, 84 ,...,4;,) de 4. Donc
nous pouvons écrire |A| sous la forme

[Al = a’ilA;'kl + aiZA?; + -+ a AL

(Remarquons que A4 l* est une somme de termes ne contenant aucun élément de la i*™° ligne de A). Ainsi
le théoréme est démontré si nous pouvons montrer que
A% = Ay = (i My

ol Mt.. est la matrice obtenue en supprimant la ligne et la colonne contenant 1’élément a. (Historique-
ment, 'expression A7 était définie comme le cofacteur de a; et le théoréme se réduit & démontrer que
les deux définitions du cofacteur sont équivalentes).
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8.24.

8.25.

Considérons d’abord le cas oli i = n, j = n. La somme des termes dans |4| contenant a,, est
a‘nnATm = Oy 2 (Sgn 6) A10c1) Y20(2) + « - En—1,0(n—1)
o
ol nous sommons sur toutes les permutations ¢ € Sn pour lesquelles ¢(n) = n,ce qui est équivalent (Pro-
bléme 8.63) 4 sommer sur toutes les permutations de {1,..., n — 1 } Ainsi 4% = M, |= (- ntn M, |

Considérons maintenant i et j quelconques. Echangeons la i*™® ligne avec la ligne qui lui succéde et ainsi
de suite jusqu’ad ce qu’elle soit la derniére, et nous échangeons de méme la j°™® colonne avec celle lui succé-
dant jusqu’a ce qu’elle soit la derniére. Remarquons que le déterminant IMi.I n’est pas affecté puisque les
positions relatives des autres lignes et colonnes ne sont pas affectées par ced échanges, De toute fagon, le
“signe” de |{A] et de Ai"]‘. est changé n — i et n — j fois. En conséquence :

A’Z. = (_1)n-—i+n‘j IMijI = (_1)i+j IMI

il

Soit A = (aij) et soit B la matrice obtenue a partir de A en remplagant la i éme Jigne de A
par le vecteur ligne (b,,,..., b,,). Montrer que

i1’
}Bl = bpAu + bAp+ -+ + bl

De plus, montrer que, pour j # i,

ajpdia + aplip + - + apdn = 0

et 1AL+ agiAe + - + QA = 0

Soit B = (bij)‘ D’aprés le probléme précédent,
[B| = byBy + bpBip + -+ + by By
Puisque Bij ne dépend pas de la iéme ligne de B, Bij = At.]. pour j = 1,...,n Donc
|B| = bydy + bipdyp + -+ + bydyy
Soit A’ obtenue a partir de 4 en remplagant la i*me Jigne de 4 par la jé“‘e ligne de A. Puisque 4’ a
deux lignes identiques,|4’| = 0. Ainsi d’aprés le résultat précédent,
|4’ = apdy + apdp + - +apdin = 0

En utilisant |47| = |4], nous obtenons aussi que ay;Ay; + a5 Ay + +c - + a4y = 0.

Démontrer le théoréeme 8.8 : A .(adjA) = (adjA). A = JA|.I Ainsi si |A] # 0,
A™t = (1/1A]) (adj A).

Soit 4 = (a,) et soit 4 . (adj 4) = (b,). La %M Jione de A est
(a“,an,...,a,-n) 1)

e

Puisque adj 4 est la transposée de la matrice des cofacteurs, la /™€ colonne de adj 4 est la transposée

des cofacteurs de la j*™® ligne de A:

4;,,4 ...,A,.,,)’ ()]

]' 1 j2 3
Maintenant bi]. , le ij élément de A.(adj A4),est obtenu en multipliant (1) et (2):

b = ilAjl + a’i2Aj2 + R + ainAjn

ij

Donc d’aprés le théoréme 8.7 et le probléme précédent,

b - JlAl it i=g

ij . . .
0 if 1¥#

En conséquence .1 . (adj A)est la matrice diagonale dont chaque élément diagonal est |A4|. En d’autres termes,
Aadj A) = |A|.I. De fagon analogue (adjAd).A4 = [4! I.



8.26.

8.27.

8.28.

8.29.
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Démontrer le théoréme 8.9 : Le systéme d’équations linéaires Ax = b admet une solution
unique si et seulement si A = |A| # 0. Dans ce cas la solution unique est donnée par

x, = A JA, x, = AJJA, ..., x, = A /A,

D’aprés les résultats précédents, Ax = b a une solution unique si et seulement si A est inversible, et
A est inversible si et seulement si A = |4| # 0.

Supposons maintenant A # 0. D’aprés le probléme 8.25 4~ = (1/A) (adj 4). En multipliant Ax = b
par A7}, on obtient
x = A"1Ax = (1/a)(adj A)b (1)

Remarquons que la j éme ligne de (1/A) (adj A) est (1/A) A Ay Ad,) Sib=1(b,b,,... bn)’
alors, d’aprés (1),

#; = (L/A)b A+ bydo+ -+ +b,4,)
De toute facon, comme dans le probléme 8.24,
Ay + byAg + - + b AL = A

e

le déterminant de la matrice obtenue en remplagant la { ém colonne de A par le vecteur colonne b. Ainsi

X, = (1/4) Ai comme il était exigé.

Supposons P inversible. Montrer que |P~'| = |P|7!.
P-1P =]1. Donc 1 =[I| =|P~1P| = |P~1]|P|, et donc |P~1| = |P|~L

Démontrer le théoréme 8.11 : Supposons que A et B soient des matrices semblables. Alors
|A] = |BI.

Comme 4 et B sont semblables, il existe une matrice inversible P telle que B = P i4p, Alors, d’aprés .
le précédent probléme, |B| = |P~T4P| = |P~Y |4 |P| = 4| P!} |P| = |A].

Remarquons que, bien que les matrices P! et 4 ne commutent pas, leurs déterminants |P~1| et |4|
commutent puisqu’ils sont scalaires dans le champ K.

Démontrer le théoréme 8.13: Il existe une fonction unique D : @ — K telle que 1) D est
multilinéaire, 2) D est alternée, 3) D(I) = 1. Cette fonction D est la fonction déterminant,
c’est-a-dire D(4) = |Al

Soit D la fonction déterminant : D(4) = |A|. Nous devons montrer que D satisfait 1), 2) et 3) et que
D est la seule fonction vérifiant 1), 2) et 3).

D’aprés les résultats précédents, D satisfait 2) et 3) ; donc il nous reste & montrer que D est multilinéaire.

Supposons 4 = (al.].) = (A1 s AL ,An) ou Ak est la ki*me [igne de 4. De plus, supposons que pour i
fixé,

Ai = Bi+cia ou Bi:(bh---ybn) et Ci:(cl!""cn)
En conséquence ay; = byte, ap = byte, ..., @, = b,+te,

Développons D(4) = |A]| par rapport i la jéme ligne.
DA) = DAy, ...,B;+C;y .., A) = aydy+ apdp+ o + apdy,
= (bytePAy + (byt oA + - F (bt e)Ay
= (bl Fbpdip+ o or F AL + (et At T oAy

De toute fagon d’aprés le probléme 8,24, les deux sommes précédentes sont les déterminants des matrices
obtenues 4 partir de 4 en remplagant la **€ ligne par Bi et Ci respectivement. C'est-a-dire

D) = DAy ..., Bi+Cy ..., A)
= DA, ...,B,...,A,) + DAy, ...,C; ..., A,)

De plus, d’aprés le théoréme 8.3 1),
DAy, ... kA, ..., A) = kDA, ..., A, ..., A)

[T

Ainsi D est multilinéaire, c’est-d-dire que D satisfait 3).
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Nous devons maintenant démontrer 'unicité de D. Supposons que D satisfasse & 1),2) et 3). Si
{e1 ..., €,}est la base usuelle de K", alors d’aprés 3) Diey,ey,...,8,) = D) = 1. En utilisant 2)
nous avons. aussi (Probléme 8.73)

D(eil, Cigr v+ s ein) = sgno, ol o= iy ... 1, )
Supposons maintenant que 4 = (aii)' Remarquons que la k™ ligne A o de A4 est
Ar = (Gry Cgs <o oy Ogn) = Q1€1 T Oggep + =00+ ayge,

Ainsi D(A) = D(ajeg+ -+ a6, agep+ -+ @y o ooy Qygeg + 000+ agey)

En utilisant la multilinéarité de D, nous pouvons écrire D (4) sous forme d’une somme de termes :

D(A) = 2 D(alileily a2i2ei27 teey a’ninein) (2)
= 2 (alil a,2i2 . am-n) D(e.il, ei2, ae ey ein)
ol1 la somme est sommée sur toutes les suites Isly seeeyi ou ik e{1,..., n} Si deux des indices sont
égaux, par exemple §; = i, mais ] # k, alors d’aprés (2)
D, ,e, ,...,e;) =20
' "
En utilisant 1) nous avons finalement
D(A) = 2 (ay agiy - .- 0ni)) Dleg, €1 -000)
(v
= 3 (sgn o) ay;, gy - - - Gy ol o = dyiy... 14,

o

Donc D est la fonction déterminant et donc le théoréme est démontré,

PERMUTATIONS
8.30 Déterminer la parité de 0 = 542163.
Méthode 1.

Il nous faut obtenir le nombre de paires (i, j), pour lesquelles { > j et i précéde j dans o0, c’est-a-dire :
3 nombres (5, 4 et 2) sont supérieurs 2 1 et précédent 1.
2 nombres (5 et 4) sont supérieurs & 2 et précédent 2.
3 nombres (5, 4 et 6) sont supérieurs 4 3 et précédent 3.
1 nombre (5) est supérieur &3 4 et précéde 4.
0 nombres sont supérieurs & 5 et précédent 5.
0 nombres sont supérieurs 4 6 et précédent 6.
Puisque 3 + 2 + 3 + 1+ 0 + 0 = 9 est impair, ¢ est une permutation impaire et donc sgn 0 = — 1.
Méthode 2.
Transposons 1 a la premiére position comme suit :

TN
54216 3 doix 1S5 42 6 3

Transposons 2 & la seconde position :

TN
1 54 2 6 3 dod 12 5 4 6 3

Transposons 3 & la troisiéme position :

’/—\
1 2546 3 doh 1 2 3 5 46

Transposons 4 a4 la quatriéme position:

~
1 23 5 4 6 dou 1 2 3 4 5 6

Remarquons que S et 6 sont dans leurs positions normales. Dénombrons le nombre des nombres “sautés”:
3+ 2+ 3+ 1=09, Puisque 9 est impair,0 est une permutation impaire. (Remarque : cette méthode est
essentiellement la méme que la méthode précédente).
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Méthode 3.

L’échange de deux nombres dans une permutation est équivalent au produit de la permutation par une
transposition. Donc transformons ¢ en la permutation identique en utilisant des transpositions ; telles que

5 4 2.1 6 3
1t 4 2 5 6 3
1 2 4.5 6.3
1 2 3>5§4
1 2 3 4 6 5

1 2 3 4 5 8

Puisqu’un nombre impair 5, de transpositions est utilisé, ¢ est une permutation impaire

8.31. Soient 0 = 24513 et 7 = 41352 des permutations de S,. Trouver 1) les permutations com-
posées T o g et 0 o 7, 2) 07 L

Rappelons que ¢ = 24513 et 7 = 41352 sont des écritures condensées de
/1 2 3 45 /1 2 83 45
°"<24513 T 4135 2

o) =2, o(2) =4, o(8) =5, o4)=1 et ob)=3

ce qui veut dire

st
1) =4, 7(2) =1, 78 =38, 4 =5 et (5 =2

@) 1238465 1 2 3 45
ol J Ll LR A

2 45 1 3 et 413 5 2

~d Ll ol 31

1 5 2 4 3 125 3 4

Ainsi o0 = 15243 et oo7 = 12534,

y _1_24513_12345>
w "_(12345_<41523
Cest-a-dire 0! = 41523,

8.32. Considérons une permutation quelconque ¢ = Jy I, --.J, . Montrer que pour toute paire
(i, k) telle que

i>k et iprécéde k dans o
il existe une paire (i* , k*) telle que

i* << k* et o(i*)> o(k*) (1)

et vice versa. Ainsi ¢ est paire ou impaire suivant qu’il y a un nombre pair ou impair
de paires satisfaisant (1).

Choisissons i* et k* de telle sorte que o(i*) = i et g(k*) = k. Alors i > k si et seulement si
o(i*) > o(k*) et i précéde k dans ¢ si et seulement si i* < k*,
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8.33.

8.34.

8.35.

8.36.

e

8(x, ,...,x,) = I (x, — x) Ecrivons explicitement le po-

Considérons le polynom g =
X ) i<j

lynome g = glx, ,x,,

Le symbole II est utilisé pour un produit de termes, de la méme fagon que le symbole T est utilisé

pour une somme de termes. C’est-a-dire II (x - X; ) représente le produit de tous les facteurs (x - x)
i<j
pour lesquels i < j. Donc

g = glwy, .1y = (g — my) (g — @) (X7 — 2 (2p — 23} (@p — w4 ) o5 — *4)
Soit 0 une permutation arbitraire. En considérant le polyndome g du probléme précédent dé-

fini par o(g) = igi (xa(,) = Xy Montrer que

g si 0 est paire
og) = . o
—& s o est impaire

En conséquence ¢(g) = (sgn 0) g.

Puisque o est injective et surjective,

o) = I @ewy =) = I (w—w)
1<jJ i<joui>j
Ainsi 0(g) = g ou 0(g) = — g suivant qu’il y a un nombre pair ou impair de facteurs de la forme (x =X )

ol i > j. Remarquons que pour chaque paire (i, j) pour laquelle
i<j et o@d>0a() (1)

il y a un facteur (xa(i) - X, ) dans o(g) pour lequel 0(i) > o(f). Puisque 0 est paire si et seulement si
il y a un nombre pair de paires satisfaisant (/), nous avons ¢(g) = g si et seulement si ¢ est paire ; en
conséquence g(g) = — g si et seulement si ¢ est impaire.

Soit 0, 7 € S, . Montrer que sgn (70 0) = (sgn 7). (sgn 0). Ainsi le produit de deux per-
mutations paires ou impaires est pair, et le produit d’une permutation impaire par une per-
mutation paire est impair.
En utilisant le précédent probléme, nous avons
sgn(roo)g = (r°0)(g) = 7(o(9)) = =((sgn o)g) = (sgn 7)(sgn o)y

En conséquence sgn (7o 0) = (sgn 7) (sgn o).

Considérons la permutation ¢ = JyJ, -+ -,J,.- Montrer que sgn 6~' = sgn 0, et pour les
scalaires s

a,,-ll a,,-zz ‘e ajnw = a1k1 a2k2 R ofl ol = k1k2 . kn

n

Nous avons 0 ! o 0 = €, la permutation identique. Puisque € est paire, 07! et o sont toutes les deux

paires ou toutes les deux impaires. Donc sgn ¢! = sgn o.

Puisque 0 = ] ] .
ont la propriété su1vante

est une permutation, a, a, ., a =a

2 H i
n i1 ]22 In 1 k1 2k2

olk)) =1, olks) =2, ..., alky) =mn
Soit 7 = k1 k2...kn. Alorspouri=1,...,n,

(oon)(®) = o(r(@®) = olky) = 4

Ainsi ¢ o T = ¢, la permutation identique ; donc 7 = oL,

a ...ankn. Alorskl,k2,...,

k

n
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PROBLEMES DIVERS

8.37. Trouver det (T) pour chacun des opérateurs linéaires T suivants :
1) T est I'opérateur de R® défini par
Tx,y,2) = Qr—2,2+2y—42,3x—3y +2)

191

2) T est Popérateur de ’espace vectoriel V des matrices carrées 2 x 2 sur K défini par

T(A) = MA ou M=(: 5).

2 0
1) Trouvons la représentation matricielle de T, relativement a la base usuelle qui est [T'] =( 1 2 —4 )
“ 3-3
Alors
2 0 —1
det(T) = |1 2 —4| = 22-12) — 1(~3—-6) = -—11
3 -3 1

2) Trouvons une représentation matricielle de T dans une base quelconque de V, par exemple

o) w0 B0 m- ()

a b\/1 0 a 0
Al = = =
ors T(E,) (c d><0 0> <c 0> eE, + 0B, + cE; + 0E,
a b\/0 1 0 a
T(E,) = <c d><0.0> = (o c> = OE, + aE, + OE; + cE,
a b\N/0 O b 0
T(Ey) = (c d><1 0> = <d 0> = bE,; + OE, + dE, + OE,
a b\/0 O 0 b
T(E) = <c d><0 1> = <0 d> = 0E, + bE, + OE, + dE,
a 0 ¢ O
. 0 a 0 ¢
Ai = t
insi [T]g b 0 d 0 e
0 b 0 d
g 0 g 0 a 0 ¢ 0 a ¢
det (T) = bgdg = al0 d 0| +ec|b 0 0| = a%? + b2 — 2abed
b 0 d b d
0 b 0 d 0
' 1 11
8.38. Trouver l'inverse de A =<O 1 1).
0 0 1
1 x y
L’inverse de A est de la forme Frobléme 8.53) 4! =( 01 z )
0 0 1

Posons AA™1 =1 , matrice ideuriré :

11 1\ /1 o y 1 241 y+2+1 1 00
AA-t = (0 1 1[0 1 =2 = 0 1 z+1 = 01 0 = T
0 0 1/%0 o 1 0 0 1 0 0 1

Egalons les éléments correspondants zatre eux; on obtient le systéme
x+1=0, y+z+1=0, z+1=0

-1

1
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1 -1 0
La solution du systéme est x = — 1, y = 0, z = — 1. Donc A7l = (0 1 -1 )
0 0 1

A7! peut &tre aussi trouvé grice A la formule 47} = (adj 4)/14].

8.39. Soit D une fonction bilinéaire alternée. Montrer que D(A, B) = — D (B, A). Plus générale-
ment, montrer que si D est multilinéaire et alternée alors
D(...,A,...,B,..)=—D(..,B,..., A,...).
C’est-a-dire que le signe est changé chaque fois que deux composantes, deux termes sont
échangés,

Puisque D est alternée, D(4 + B, A + B) = 0. De plus, puisque D est multilinéaire,

0 = DA+B,A+B) D(A,A+B) + DB, A+B)

D(A, A) + D(A, B) + D(B, A) + D(B, B)

il

Mais D(A4, A4) = 0 et D(B, B) = 0, donc
0 = DA,B) + DB,A) ou D(A,B) = —D(B,4)
De fagon analogue 0 = D(...,A+B,...,A+B,..)
= D(..,A,...,A,..)+ D(... A, ...,B,...)
+ D{...,B, ..., A,...) + D(...,B,...,B, ...)
LA, ...,B,..) + D(..,B ..., A, ..)

= D(..., A,...
et donc D(...,A...,B,...)=—D(..,B, ..., 4,...)

a b
8.40. Soit V Vespace vectoriel des matrices 2 x 2 M =( d) sur R. Déterminer si oui ou non
c
D : V - R est bilinéaire (par rapport aux lignes) si (i) D(M) = a + d, (ii) D(M) = ad.
69 Non. Par exemple, supposons 4 = (1, 1) et B = (3, 3) ; alors

2 2

DA, B) = D<1 1) — 4 et D@A,B) = D<3 3) = 5 2D(A, B)

3 3

(i) Oui: Soient 4 = (a,, a,), B = (b, b,) et C = (¢, ¢,) ; alors

DA, C) = D(“‘ “2>

by by
aicy et DB, C) = D( = by

€1 O3 € €y
Donc quels que soient les scalaires 5, t € R,
DA+1tB,C) = D <s“1: 1 3“2: tbz) = (say + thy)c,
1 2

= s{aycs) + t(bye) = sD(A, C) + tD(B, C)
Clest-a-dire, D est linéaire par rapport & la premiére ligne.

De plus

D(C,4) = D<cx 02> = cja, ot D(C,B) = D<C1 02> = ¢;by
aq Qg

Donc quels que soient les scalaires 5, r € R,

[+ c
D(C,sA+tB) = D ! >
(€, sA +¢B) <sa1 + th; say + thy

= s(c,ay) + te;by) = sD(C,A) + tD(C,B)

> = cy(say + thy)

Donc D est linéaire par rapport i la seconde ligne,

Les deux conditions de linéarité impliquent que D est bilinéaire.
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PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES
CALCUL DE DETERMINANTS

8.41. Calculer le déterminant de chacune des matrices : (i) <i i) , (i) <§ ;) ;

8.42. Calculer le déterminant de chacune des matrices: () (_,~ . _° w (0T
4L, culer le déterminant de chacune des matrices: (1)<_4 t—1>’ (ii <~1 t+3>'

8.43. Pour chacune des matrices du probléme précédent, trouver les valeurs de ¢ pour lesquelles le déterminant
est nul,

8.44. Calculer le déterminant de chacune des matrices:

2 1 1 3 —2 —4 —2 -1 4 7 6
@lo 5 -2, @G)leg 5 -1, @i| 6 -3-2|, |1 2 1
1 -3 4 0 6 1 4 1 2 3 -2 1

8.45. Calculer le déterminant de chacune des matrices:

t—2 4 3 t—1 3 —3 t+3 -1 1
@) 1 t+1 -2 |, (i) -3 ¢t+5 —3 |, (iii) 7 t—5 1
0 0 t—4 —6 6 t—4 6 —6 t+2

8.46. Pour chacune des matrices du probiéme précédent, déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles le détermi-
nant est nul

1 2 2 3 2 1 3 2

. . X . 0 -2 0 . 3 0 1 -2

8.47. Calculer le déterminant de chacune des matrices: (i) , (i) -
3 —1 1 -2 1 -1 4 3

4 -8 0 2 2 2 -1 1

COFACTEURS, ADJOINTS CLASSIQUES, INVERSES

1 2 -2 3

. 3 -1 5 0 .

8.48. Pour la matric o 2 11’ trouver le cofacteur de :
1 7 2 -3

6)) I’élément 4, (ii) 1’élément 5, (iii) 1’élément 7.

1 1 0

849, Soit A = |1 1 1|. Trouver (i) adj 4,(ii) 47
0 2 1
1 2 2

850. Soit A =({3 1 0 Trouver (i) adj 4, (Gi) 47L.
1 1

8.51. Trouver I’adjoint classique de chaque matrice dans le probléme 8.47.

8.52. Déterminer la matrice générale 2 x 2 A pour laquelle 4 = adj 4.

8.53. Supposons A diagonale et B triangulaire ; c’est-a-dire

@, 0 ... 0 by Cip ... Cin
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(i) Montrer que adj 4 est diagonale et adj B est triangulaire.
(ii) Montrer que B est inversible si tous les b; # O ; donc A est inversible ssi tous les g, # 0.

(iii) Montrer que les inverses de 4 et B (s’ils existent) sont de la forme

(Li’l 0 PPN 0 b;l d]2 PN d1n
4-1 = [0 eyt .00 -1 o= |0 byt ... dy,
0 0 a;! 0 0 bt

Clest-a-dire que, les éléments diagonaux de 4~ ! et B~} sont les inverses des éléments correspon-
dants diagonaux de 4 et B,

DETERMINANT D’UN OPERATEUR LINEAIRE
8.54. Soit T Topérateur lindaire de R® définie par
T(x,y,z) = (Bx—22,by+ Tz, x+y+2)
Trouver det (7).

8.55. SoitD : V> VP operateur d1fferent1el i est a—due D(V) = dv/dt . Trouver det (D) si V est 1’espace
engendré par (i) {1, ¢,..., £*}. (i) {¢’, , 3%}, (iii) {sin ¢, cos t}.

8.56. Démontrer le théoréme 8.12 : Soient 7 et S des opérateurs linéaires de V. Alors :
(i) det (S o T) = det (S) - det (T) ; (ii) T est inversible si et seulement si det (T') # 0.

8.57. Montrer que (i) det (1) = 1 ol 1y est I'opérateur identique de V, (ii) det (T™Y) = det ()" ! si Test
inversible.

DETERMINANTS ET EQUATIONS LINEAIRES

3x +b5y — 8 .. 22 — 3y = —1
(ii)

8.58. Résoudre i I'aide des déterminants : (i) {49: oy =1 Ao+ Ty = —1°

20 — by + 22 = 7 22+3 = y+ 3x
8.59. Résoudre i l'aide des déterminants : (i) €+ 2y —4z = 3 () Jx—382z = 2y +1.
3x —4y — 62 = b5 3y+z = 2—2x

8.60. Démontrer le théoréme 8.10 : Le systéme homogéne Ax = 0 a une solution non nulle si et seulement si
PERMUTATIONS
8.61. Déterminer la parité des permutations suivantes de S5 : () 0 =3 2154, (i) 7=135 24,

(i) mT=4253 1.

8.62. Pour les permutations o, 7 et 7 du, probléme 8.61, trouver (i) T o g, (ii) 7 ¢ o, (iii) 0~1, (iv) 7!

8.63. Soit 7 € §,. Montrer que 7 o ¢ parcourt S, lorsque ¢ parcourt §,, ; c’est-d-dire S,={roo:0€8,}

8.64. Soit 0 € S, qui a la propriété o(n) = n. Soit 0* € §,_, définie par 6*(x) = o(x). (i) Montrer que
sgn ¢* = sgn o, (ii) Montrer que lorsque ¢ parcourt S, avec g(n) = n, 0* parcourt S,_; ; c’est-d-dire
S ={o*: 0 €S,, a(n) = n})

n—1
MULTILINEARITE

8.65. Soit ¥V = (K™Y" c’est-a-dire que V est ’espace des matrices carrées m x m considérées comme m-tuples de
vecteurs lignes. Soit D : V = K.

(1) Montrer que :
DA, 4,,...,4,) =0 avec A; = A;,,; pour i quelconque
est équivalent 4 dire que D est alterné.

(ii) Supposons D m-linéaire et alternée. Montrer que si Av A,,...,A, sont linéairement dépendantes

alors D(A4,, A,,...,4,,) = 0.

m
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a
8.66. Soit V l’espace vectoriel des matrices 2 x 2 M = ( d) sur R. Déterminer si oui ou non D : ¥V > R
c
est bilinéaire (par rapport aux lignes) si (i) D (M) = ac — bd, (ii) D(M) = ab — cd, (ili)) DM) = 0,

(iv) D(M) = 1.

8.67. Soit V Pespace des matrices carrées n x n sur K. Supposons B € V inversible et donc det (B) # 0. Dé-
finissons D : V = K par D(4) = det (4B)/det (B) ol 4 € V. Donc

D(Ay, Ay, ..., A,) = det(A,B, A,B, ..., A,B)/det (B)

ol 4; est laiéme ligne de A et donc 4B est la iéme ligne de AB. Montrer que D est multilinéaire et
alternée et que D({I) = 1. (Ainsi d’aprés le 8.13, D(4) = det (4) et donc det (4B) = det (4) det (B).
Cette méthode est utilisée dans quelques livres pour démontrer le Théoréme 8.5, c’est-a-dire |AB| = |4]| |B|).

PROBLEMES DIVERS

8.68. Soit 4 une matrice carrée n x n. Démontrer que |k4d| = k" |A].

8.69. Démontrer que : 1 ox o) ... 7!
1 » 2 = (=1n IT (%— =)
.................... i<
1 =, o, xz—l

Le déterminant précédent est appelé déterminant de Vandermonde d’ordre n.

A B
8.70. Considérons la matrice bloc M = (0 C) ol A et C sont des matrices carrées. Démontrer que

{M| = |A| IC|. Plus généralement, démontrer que si M est une matrice bloc triangulaire avec des matrices

carrées A,,...,A,, sur la diagonale, alors (M| = {4,] - |4,]...|4, |

8.71. Soient A, B, C et D des matrices carrées n x n commutables. Considérons la matrice bloc carrée 2n x 2n

A B
M= (C D) . Démontrer que [M| = 4] - DI — |B] - ICI.

8.72. Supposons que 4 soit orthogonale, c’est-i-dire que 4’4 = I. Montrer que [4| = £ 1,

8.73. Considérons une permutation ¢ = j,j, ... j,. Soit {¢;}1a base usuelle de K”, et soit 4 la matrice dont

les iémes lignes sont €jis c'est-a-dire 4 = (ejl, €5 v s e]-n). Montrer que (4| = sgn 0.

8.74. Soit A une matrice carrée n x n. Le rang déterminant de A est I'ordre de la plus grande sous-matrice de
A (obtenue en supprimant des lignes et des colonnes de A) dont le déterminant n’est pas nul. Montrer
que le rang déterminant de 4 est égal au rang de A4, c’est-d-dire au nombre maximum de lignes linéaire-
ment indépendantes (ou de colonnes).

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES
8.41. (i) —18, (i) —15.
8.42. (i) t2 — 3t — 10, (ii) #2 — 2t — 8.
843. (i) t=5,t=-2; (ii) t=4, t=—2.

8.44. (i) 21, (i) —11, (iii) 100, (iv) 0.
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8.45. (i) ¢+2)(t—3)t—4), (i) (¢+2)2(t—4), (iii) (¢+2)2(t—4).
8.46. (i) 3,4,~—2; (ii) 4, —2; (iii) 4, —2.

8.47. (i) —181, (ii) —55.

8.48. (i) —135, (i) —108, (iii) —31.

-1-1 1 + 13
849. adja = |[-1 1 -1}, A-! = (adjA)|A] = -3 3
2 -2 0 1 1 0
1 0 —2 1 0 2
8.50. adja = (-3 -1 6|, A"l = 3 1 —6].
2 1 -5 2 -1 5
—16 —29 —26 -2 21 —14 —17 —19
—30 —38 —16 29 —44 11 33 11
8. . . .
SLo@ | g 5 43 g M 1 59 1 13 2
-13 1 28 —18 17 7 —19 —18
k0
8.52. 4 =
5 0 k&

8.54. det(1) = 4.

8.55. ) o, i) 6, (i) 1.

8.58. (i) » =21/26, y = 29/26; (ii) « = —5/18, y = 1/13.

8.59. Wx=15,y=1,z=1. (ii) Puisque A = 0 le systéme ne peut &tre résolu a I’aide des déterminants,
8.61. sgnoe =1, sgnr = —1, sgn 7 = —1.

8.62. (i) roo = 53142, (ii) roe = 52413, (iii) o—! = 32154, (iv) +—1 = 14253,

8.66. (i) Oui (ii) Non (iii) Oui (iv) Non.



CHAPITRE 9

Valeurs propres et vecteurs propres

INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous approfondirons la théorie d’un opérateur linéaire T' sur un espace vec-
toriel de dimension finie. En particulier, nous trouverons les conditions pour que T soit diagona-
lisable. Comme nous ’avons vu dans le chapitre 7, cette question est en relation étroite avec la
théorie des transformations de similitude pour les matrices.

Nous associerons aussi certains polyndomes avec un opérateur T : son polynOme caractéris-
tique et son polyndme minimal. Ces polyndmes et leurs racines tiennent une trés grande place
dans I’étude de T. Le corps K tient aussi une place importante dans la théorie puisque 'existence
des racines d’un polyndme dépend de K.

POLYNOMES DE MATRICES ET OPERATEURS LINEAIRES

Considérons un polyndme f(t) sur un corps K : f(¢) = q,t" + -.-+ a;t + a;. Si A est une
matrice carrée sur K, nous définissons alors

f(A) = anA"+ -+ + @A + a0l
ou I est la matrice identité. En particulier, on dit que A est une racine ou un zéro du polyndome

f(t) si f(A) = 0.

1 2 .
Exemple 9.1 Soit 4 :<3 4), et soit f(t) =22—3t+7, g(t) =2 —5t—2. Alors
_ 1 2\? 1 2> 106\ _ /18 14
f4) = 2(3 4> 3<3 4 +7<0 1> N <21 39>
1 2\2 /1 2 1 0 0 0
et A = - — =
g(4) <3 4> 5(3 4) 2<0 1> <0 o>
Donc A4 est un zéro de g(1).

On a le théoreme suivant :

Théoréme 9.1 : Soient f et g deux polyndmes sur K, et soit A une matrice carrée n x n sur K.
Alors

i) (F+8 @A) =fA4) +gA)
(i) (fg) (A) = f(A) g(A)
et pour tout scalaire # € K
(iii) (kf) (A) = kf (A)
De plus, puisque f(t) g(t) = g(t) f(t) quels que soient les polyndmes f(t) et g(¢),

f(A) gA) = g(A) f(A)
C’est-a-dire, deux polyndOmes quelconques de la matrice A commutent.
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Supposons maintenant que T : V = V est un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V
sur K. Si f(t) = a,t* + .-. + a,t + a4, nous définissons f(T) de la méme maniére que nous
avons fait pour les matrices:

AT) = auT"+ - + T + aol

ou I désigne ’application identité. Nous disons aussi que T est un zéro ou une racine de f(¢) si
f(T) = 0. Remarquons que les relations du théoréme 9.1 restent vraies pour des opérateurs comme
d’ailleurs pour des matrices ; donc deux polynomes quelconques dans T commutent.

De plus, si A est la représentation matricielle de 7T, alors f(A) est la représentation matri-
cielle de f(T). En particulier, f(T) = 0 si et seulement si f(A) = 0.

VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

Soit T : V = V un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V sur un corps K. Un scalaire
X € K est appelé valeur propre de T s’il existe un vecteur non nul v € V pour lequel

T(v) = Av

Tout vecteur satisfaisant cette relation est alors appelé un vecteur propre de T’ correspondant a la
valeur propre A. Remarquons que tout multiple kv de v est aussi un vecteur propre:

T(kv) = ET(w) = k(w) = Mkv)

L’ensemble de tous les vecteurs propres est un sous-espace de V (Probléme 9.6) appelé espace
propre associé a A,

On emploie aussi fréquemment la terminologie valeur caractéristique et vecteur caractéristique
au lieu de valeur propre et vecteur propre.

Exemple 9.2 : Soit / : V = V I’application identique. Pour tout v € V, I(v) = v = lv. Donc 1 est une
valeur propre de I et tout vecteur de V est un vecteur propre associé au scalaire 1.

Exemple 9.3 : Soit T : R? ~ R? l’ogérateur linéaire qui fait subir a
chaque vecteur v € R“ une rotation d’un angle
6 = 90°, Remarquons qu’aucun vecteur non nul n’est
transformé en un multiple de lui-mé&me. Donc T n’a
aucune valeur propre et donc aussi aucun vecteur propre, Lo = 90° oy

Exemple 9.4 : Soit D Dopérateur différentiel sur ’espace vectoriel V
des fonctions différentiables. Nous avons D(eSt) = 5¢°°%,
Donc 5 est une valeur propre de D avec un vecteur
propre e,

Si A est une matrice carrée n x n sur K, alors une valeur propre de A est considérée comme
une valeur propre de A considérée comme un opérateur de K". C’est-a-dire, A < K est une valeur
propre de A si, pour un vecteur (colonne) non nul v € K",

Av = v

Dans ce cas v est un vecteur propre de A associé a A.

1 2
Exemple 9.5 : Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres non nuls associés a la matrice 4 = (3 ) )

x
Cherchons un scalaire ¢ et un vecteur non nul X =( ) tel que 4AX = tX¢
Y

(o0 - )

L’équation matricielle précédente est équivalente au systéme homogéne

x + 2y = tx t—1Dx — 2y = 0
Yy ou ( ) y @)
3x + 2y = ty Bz +(t—2)y = 0
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Rappelons que le systéme homogéne a une solution non nulle si et seulement si le déter-
minant de la matrice des coefficients est O :

t—1 —2 |

3 g T BTH-4 = @maEdD =0

Ainsi t est une valeur propre de A si et seulement si t = 4 ou ¢t = — L.

Posons ¢t = 4 dans (1),

3x — 2y = .
* Y 0 ou simplement 3x — 2y = 0
~8x4+2% = 0

x 2

Ainsi v =( ) = ( ) est un vecteur propre non nul correspondant 4 la valeur propre
y

t = 4, et tout vecteur propre correspondant & ¢+ = 4 est un multiple de ».

Posons t = — 1 dans (1),

—2x — 2y = 0 .
v Y ou simplement z +y = 0
—3x—3y = 0

x 1
Ainsi w = ( ) = ( ) est un vecteur propre non nul correspondant a la valeur propre
y -

t = — 1, et tout vecteur propre correspondant 3 + = — 1 est un multiple de w.
Le théoréme suivant donne une propriété caractéristique des valeurs propres qui est fréquem-
ment utilisée comme définition.

Théoréme 9.2 : Soit T : V = V un opérateur linéaire sur I’espace vectoriel sur K. A € K est une
valeur propre de T si et seulement si ’opérateur NI — T' est singulier. L’espace
propre de A est le noyau de Al — T.

Démonstration : \ est une valeur propre de T si et seulement si il existe un vecteur non nul
v tel que
Tw)y =x ou WH)w)—Tw) =0 ou KW-T)v) =20
c’est-a-dire NI — T est singulier. Nous avons aussi démontré que v est un espace propre de \ si et
seulement si les relations précédentes sont vérifiées ; donc v appartient au noyau de N — T.
Nous allons maintenant démontrer un théoréme trés utile qui est démontré (Probléme 9.14)
par récurrence.
Théoréme 9.3 : Des vecteurs propres distincts correspondant a des valeurs propres distinctes sont
linéairement indépendants,
s 1z . ajt ajxt a,t .
Exemple 9.6 : Considérons les fonctions e "', ¢ “,..., € ouay, ;12, RN a,,tsont des nombres réels
distincts. Si D est 'opérateur différentiel, alors D (eak )= akeak . En conséquence

at a,t ..
eV . ..,e " sont les vecteurs propres de D correspondant aux valeurs propres distinctes
., a, et donc d’aprés le théoréme 9.3 sont linéairement indépendants.

A

a;,89,..

Remarquons que des vecteurs propres indépendants peuvent étre associés d la méme valeur
propre (voir Probléme 9.7).

DIAGONALISATION ET VECTEURS PROPRES

Soit T : V = V un opérateur linéaire d’un espace vectoriel V de dimension finie n. Remar-
quons que T peut étre représenté par une matrice diagonale.

kh 0 ... O
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st et seulement si il existe une base {v1 y--+,U, } de V pour laquelle
T(’l)1) = k1?)1
T(ve) = kavs
T(vn) — knvn
ce qui veut dire que les vecteurs v, , v, ,..., v, sont des vecteurs propres de T correspondant res-

pectivement aux valeurs propres k& , k .., k,. En d’autres termes:

2"

Théoréme 9.4 : Un opérateur linéaire T : V = V peut éfre représenté par une matrice diagonale
B si et seulement si V a une base formée des vecteurs propres de T. Dans ce cas
les éléments diagonaux de B sont les valeurs propres correspondantes.

Nous obtenons le théoréme équivalent suivant.

Autre forme du théoréme 9.4 : Une matrice carrée n x n A est semblable a une matrice diago-
nale B si et seulement si A a n vecteurs propres linéairement indé-
pendants. Dans ce cas les éléments diagonaux de B sont les va-
leurs propres correspondantes.

Dans le théoréeme précédent, si P est la matrice dont les colonnes sont les n vecteurs propres
indépendants de A, alors B = P~! AP.

1 2

Exemple 9.7 : Considérons la matrice 4 = ( ) D’aprés ’exemple 9.5. 4 a deux vecteurs propres

2 1 15 1/5
) et donc Pt = ( )
3 -1 35 —2/5

3 2

2 1
indépendants ( ) et ( ) oit P = (

3 -1
Alors A est semblable & la matrice diagonale

/6 1/5\/1 2\/2 1\ 4 0
— -1 — =
B pmiAp <3/5 —2/5><3 2><3 -1/ <0 —1>

Comme on devait le prévoir, les éléments diagonaux 4 et — 1 de la matrice diagonale B
sont les valeurs propres correspondant aux vecteurs propres donnés.

POLYNOME CARACTERISTIQUE. THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON

Considérons une matrice n x n A sur un corps K:

ailr A2 e QAin
A = Q21 Qo2 Qon
An1  An2 Onn

La matrice tI, — A, ou I, est la matrice carrée n x n identité et t une inconnue, est appelée
la matrice caractéristique de A:

t—an  —Qi ... —Qn \
. — A = —d91 t— e ... —0Q2n
~@n1 =02 t— Qua
Son déterminant Aa(t)y = det(tl, — A)

qui est un polyndme en t, est appelé polyndme caractéristique de A, nous appelons aussi
A, (1) = det (t, —A) = 0

l’équation caractéristique de A.
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Chaque terme dans le déterminant contient un et seulement un élément de chaque ligne et
de chaque colonne ; donc le polyndme caracteristique précédent est de la forme

AA(t)=(t—a“)(t—an)..‘(t——a

+ des termes avec plus de (n — 2) facteurs de la forme t — a,

nn)

En conséquence
AWy=1t"—(a, +ta,+. - +a,) t"~1 4 termes de degré inférieur.

Rappelons que la trace de A est la somme de ses éléments diagonaux. Ainsi le polyndme caracté-
ristique A, (t) = det (¢, —A) de A est un polynome normé de degré n, et le coefficient de t"~!
est 'opposé de la trace de A.(Un polyndme est normé si son coefficient de terme de plus haut
degré est 1),

De plus, si nous posons ¢ = 0 dans AA (t), nous obtenons
24(0) = |=4] = (1) |A]

Mais A, (0) est le terme constant du polyndome A, (t). Ainsi le terme constant du polynome ca-
ractéristique de la matrice A est (—1)" |A| ol n est ’ordre de A,

1 3 0

Exemple 9.8 : Le polyndme caractéristique de la matrice 4 = (—2 2 —1 ) est
40 —2
t—1 -3 0

| -4 0 t+2
Comme prévu, A(t) est un polyndme normé de degré 3.
Nous allons maintenant énoncer 'un des théorémes les plus importants de ’algebre linéaire.

Théoréme de Cayley-Hamilton 9.5 : Chaque matrice est un zéro de son polynome caractéristique.

1 2
Exemple 9.9 : Le polyndme caractéristique de la matrice 4 = ( )est

lt—1 -2

= 2 — 8t — 4
-3 t—2

Alty = [RI-A] =

Comme prévu, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, 4 est un zéro de A(t):

Al) = <1 2)2_3<1 2>_4<1 0) <o 0>
3 2 3 2 0 1 0 0
Le théoréme suivant montre la relation principale entre les polyndmes caractéristiques et les
valeurs propres.

Théoréme 9.6 : Soit A une matrice n x n sur un corps K. Un scalaire X € K est une valeur
propre de A si et seulement si A\ est une racine du polyndme caractéristique
A(t) de A.

Démonstration. D’aprés le théoréme 9.2, X est une valeur propre de A si et seulement si
N — A est singuliére. De plus, d’aprés le théoréme 8.4, NI — A est singuliere si et seulement si
INI — Al = 0, c’est-a-dire A est une racine de A(t). Ainsi le théoréme est démontré.

En utilisant les théorémes 9.3, 9.4 et 9.6 on obtient

Corollaire 9.7 : Si le polyndme caractéristique A(t) d’une matrice carrée n x n A est un pro-
duit de facteurs linéaires distincts.
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Alt) = t—a)(f—ag)---(t—am)

c’est-a-dire, si @, ,a,,...,a, sont des racines distinctes de A(t), alors A est sem-
blable a la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les a,.

De plus, en utilisant le théoréme fondamental de l’algébre (chaque polyndome de C admet une
racine) et le théoreme précédent, on obtient :

Corollaire 9.8 : Soit A une matrice carrée n x n sur le corps des complexes C. Alors A a au moins
une valeur propre

30 O
Exemple 9.10 : Soit 4 = (O 2 — 5). Son polyndme caractéristique est
01 -2
t— 3 0 0
Alt) = 0 t—2 5 = (t—3)(t2+1)
0 -1 t+2

Considérons deux cas :

1) A est une matrice sur le corps des réels R. Alors 4 admet seulement une valeur
propre 3. Puisque 3 a seulement un vecteur propre indépendant, 4 n’est pas dia-
gonalisable.

2) A est une matrice sur le corps des complexes C, Alors 4 admet trois valeurs propres
distinctes : 3, { et — i. Il existe alors une matrice inversible P sur le corps des com-
plexes C pour laquelle

3 0 0
P-1AP = 0 <+ 0
0 0 —

c’est-a-dire que A est diagonalisable.

Supposons maintenant que A et B soient des matrices semblables, c’est-a-dire B = P 'APouP
est inversible. Montrons que A et B ont le méme polyndme caractéristique. Utilisons tI = P~ ¢IP,

tI — B = |tI—P~'AP| = |P~'tIP — P AP|
= |P-1(H—A)P| = |P~il|tI — A||P|

Puisque les déterminants sont des scalaires et commutent et puisque |P~!| |P| = 1, nous obtenons fi-
nalement It — B| = |t — A

Nous avons ainsi démontré

Théoréme 9.9 : Des matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique.

POLYNOME MINIMAL

Soit A une matrice carrée n x n sur un corps K. Remarquons qu'il y a des polynomes
non nuls f(t) pour lesquels f(A) = 0 ; par exemple le polyndme caractéristique de A. Parmi ces
polyndmes, nous considérons ceux de plus bas degré et parmi ceux-ci nous choisissons celui qui
admet pour premier coefficient 1 ; c’est-a-dire qui est normé. Un tel polyndme m(t) existe et est
unique (Probléme 9.25) ; nous l’appelons le polynéme minimal de A.

Théoréme 9.10 : Le polynome minimal m(¢) de A divise tout polyndome qui admet A comme zéro.
En particulier, m(¢) divise le polyndme caractéristique A(t) de A.

Il s’agit 1a d’une trés importante relation entre m(t) et A(2).
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Théoréme 9.11 : Les polyndmes caractéristique et minimal d’une matrice A ont les mémes facteurs
irréductibles.

Ce théoréeme n’implique pas que m(t) = A(t) ; il implique seulement qu’un facteur irréduc-
tible quelconque de 'un doit diviser Vautre. En particulier puisqu’un facteur linéaire est irréduc-
tible, m(t) et A(t) ont les mémes facteurs linéaires ; donc ils ont les mémes racines. Ainsi d’aprés
le théoréme 9.6 on obtient

Théoréme 9.12 : Un scalaire A\ est une valeur propre pour une matrice A si et seulement si A est.
une racine du polyndéme minimal de A.

Exemple 9.11 : Trouver le polyndme minimal m(¢) de la matrice 4 =

o O o N
S O N o=
(=T o B o T ]
(A= =T ]

Le polyndme caractéristique de A est A(r) = |t — Al = (¢ — 2)3(¢ — 5). D’aprés
le théoréme 9,11 a la fois + — 2 et t+ — 5 doivent étre des facteurs de m(r). Mais d’aprés
le théoréme 9.10 m(¢) doit diviser A(z) ; donc m(¢) doit étre 'un des trois polyndmes
suivants :

myt) = E—2)(t—5), mg(t) = (E—22(t—5), myt) = (t—2)3(t—5)

Nous savons d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton que m (A) = A(4) = 0. Le lecteur
peut vérifier que m,y (A4) # 0 mais my (4) = 0. En consequence my(2) = (t — 2)2(t —5)
est le polyndme mlmmal de 4.

Exemple 9.12 : Soit A une matrice 3 x 3 sur le corps des réels R. Montrons que A ne peut étre un zéro
du polyndme f(z) = 1?2 + 1. D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, 4 est un zéro de
son polyndme caractéristique A(r). Remarquons que A(r) est de degré 3 ; donc il a au
moins une racine réelle.

Supposons maintenant que 4 soit un zéro de f(¢). Puisque f(¢) est irréductible sur
R, f(t) doit étre le polyndme minimal de 4. Mais f(t) n’a pas de racine réelle, Ceci est
en contradiction avec le fait que les polyndmes caractéristique et minimal ont les mémes
racines. Donc 4 n’est pas un zéro de f(¢).

Le lecteur peut vérifier que la matrice 3 x 3 sur le corps des complexes C est un
zéro de f(t):

0 -1 0
1 0 0
0 0

POLYNOMES CARACTERISTIQUE ET MINIMAL D’OPERATEURS LINEAIRES

Supposons maintenant 7' : V = V un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V de dimen-
sion finie. Nous définissons le polynome caractéristique A(t) de T comme étant le polyndme ca-
ractéristique d’une quelconque représentation matricielle de T. D’apres le théoréeme 9.9, A(¢) est
indépendant de la base particuliére dans laquelle la représentation matricielle est calculée. Remar-
quons que le degré de A(t) est égal a la dimension de V. Nous avons les théorémes suivants pour
T qui sont semblables 4 ceux appliqués sur les matrices.

Théoréme 9.5’ : T est un zéro de son polyndme caractéristique.

Théoréme 9.6' : Le scalaire A € K est une valeur propre de T si et seulement si A est une racine
du polynome caractéristique de T.

L’ordre de multiplicité algébrique d’une valeur propre A € K de T est défini comme étant la mul-
tiplicité de A considéré comme une racine du polynome caractéristique de T'. L’ordre de multiplicité
géométrique d’une valeur propre A est défini comme étant la dimension de son espace propre.

Théoréme 9.13 : La multiplicité géométrique d’une valeur propre A n’est pas supérieure a sa multi-
plicité algébrique.
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Exemple 9.13 : Soit ¥ ’espace vectoriel des fonctions, qui a comme base {sin 9, cos 8} et soit D 1'opé-
rateur différentiel sur V. Alors

D(sing) = cos¢ = O0(sing) + 1{cose)
D(cosg) = =—sine = —I(sin6) + 0(cos§)

0 1
La matrice A de D dans la base précédente est donc 4 = [D] =( ) Ainsi
-1 0

t —1

t (I —A) =
det ( ) 1 4

= £+ 1

et le polyndme caractéristique de D est A(t) = 2 + 1.

D’autre part, le polyndome minimal m(t) de opérateur T est défini indépendamment de la
théorie des matrices, comme étant le polyndme de plus bas degré et admettant comme coeffi-
cient 1 qui est un zéro de T. Cependant pour un polyndme quelconque f(e),

f(ry =0 sietseulement si f(4) = 0

ou A est une représentation matricielle quelconque de T. En conséquence T et A ont le méme
polyndome minimal. Remarquons que tous les théorémes dans ce chapitre sur le polyndme minimal
d’une matrice restent aussi valables pour le polyndme minimal de I'opérateur T.

PROBLEMES RESOLUS
POLYNOMES DE MATRICES ET OPERATEURS LINEAIRES

. 1 —2
9.1. Trouver f(A) ol A = (4 5) et f(&) =1 —3t+ 1.

B B /1 -2\ /1 -2 1 0\ _ /-3 -6
flA) = Az —34 + 7 = <4 5> 3<4 5>+7<0 1>_<12 9>

1 4
9.2. Montrer que A = (2 3 )est un zéro de f(t) = t*~4t — 5.

_ /1 4NE 714N /1 0\ /0 0
) = 4z —aa -5 = () y (2s)72(0 1) = (s o)

9.3. Soit V l’espace vectoriel des fonctions qui admettent {sin 6 , cos §} comme une base et soit
D Yopérateur différentiel de V. Montrer que D est un zéro de f(t) = t2 + 1.

Appliquons f(D) a chaque vecteur de la base:

f(D)(sin ¢) (D2 + I)(sin 6) D2(sing) + I(sing) = —sing + sing =
f(D)cos8) = (D2+I)cose) = D2cosg) + I(cosg) = -—cose + cose =

i

0
0

Puisque chaque vecteur de la base est transformé en 0, chaque vecteur v € V est aussi

transformé en 0
par f(D). Ainsi f(D) = 0,

Ce résultat est normal puisque, d’aprés Pexemple 9.13, f(¢) est le polynéme caractéristique de D.
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9.4. Soit A une représentation matricielle d’'un opérateur T. Montrer que f(4) est la représenta-
tion matricielle de f(T), pour un polyndome quelconque f(t).

Soit ¢ Iapplication T + A, c’est-i-dire qui transforme lopérateur T' en sa représentation matricielle
A. 1l nous reste & démontrer que ¢ (f(T)) = f(4). Supposons f(t) = ant" + ...+ at + a,. La démons-
tration se fait par récurrence, sur n, degré de f(r).

Supposons n = 0. Rappelons que ¢(I') = J ol I' est I’application identique et I la matrice identique.
Ainsi,
o(f(T) = olagl) = apsI’) = ad = f(A)

et donc le théoréme est vrai pour n = 0,

Supposons maintenant que le théoréme soit vrai pour des polyndmes de degré inférieur a n, Alors puisque
¢ est un isomorphisme,

s(f(T)) = ¢(a,Tr+ ay (T4 oo+ agT + apl)

il

A $(T) (TP + play_ (TP 1+ oo + ayT + agl”)
= 4 AAMT1 4 (@ AP+ e Had F ) = f(4)

et le théoréme est démontré

9.5. Démontrer le théoréme 9.1: Soient f et g des polyndomes de K. Soit A une matrice carrée
sur le corps K. Alors: 1) (f + g) (4) = f(4) + g(4); 2) (fg) (A) = f(A) g(A) et 3)
(kf) (A) = kf (A) ou k € K.

Supposons f = a_ th 4.+ a,t+a etg=>b_ Mo+ bt + b,. Alors d’aprés la définition
fl4y = a,Ar+ - +a A+ el et g(A) = bpAm+ oo+ biA + byl

1) Supposons m < n et soit b, = 0si i > m. Alors

f+9g = (a, +b)tn+ -+ + (@ + byt + (ay+ bg)
Donc
F+HoA) = (g, +b)An+ -+ + (g +b)A + (ag+ bl
= e, A"+ b A+ -0 + @A+ DA + agl + bl = f(A) + g(A)
nt+m
2) Par définition, fg = cpymt't™m+ - +etteg = X ot ol o = agb +ayb_; +
k=9
k nt+m
v b agby = 3 ab_. Done (fg)(A) = 3 Ak et
i=0 k=0
n m n m n+m
o = (3 wai)( 3 bat) = 3 b = 3 adr = (o)
i=0 i=0 i=0 j=0 x=0

3) Par définition,kf = ka,tr + «-- + kast + kag, et donc

(kf)(4) = ka,An+ -+ + kayA + kagl = Ek(a,A"+ -+ aA+a]) = kf(4)

VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

9.6. Soit A une valeur propre d’un opérateur T : V - V. Soit V, l’ensemble de tous les vecteurs
propres de T correspondant a la valeur propre A (appelé espace propre de A). Montrer que
V, est un sous-espace de V.

Supposons v, w € V, ; c’est-a-dire T(v) = Av et T(w) = Aw. Alors pour des scalaires quel-
conques q, b € K,

T(av +bdbw) = aTW) + bT(w) = a(v) + dbw) = \av + dbw)

Ainsi av + bw est un vecteur propre correspondant 4 A ; c’est-a-dire av + bw € V,. Donc ¥, est un
sous-espace de V.,
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1
9.7. Soit A = (2 3 ) 1) Trouver toutes les valeurs propres de A et leurs vecteurs propres

correspondants . 2) Trouver une matrice inversible P telle que P! AP soit diagonale.

(i) Formons la matrice caractéristique ¢t/ — A de A:

t 0 1 4 t—1 —4
-4 _<0 t>"<2 3) = <—2 t—3> o
Le polynéme caractéristique A(f) de A est son déterminant:
t—1 —4

Aty = [tI—-A| = s t_3

= -4t ~5 = (t=5)(t+1

Les racines de A(z) sont 5 et — 1 et donc ces nombres sont les valeurs propres de A.

Nous obtenons les vecteurs propres correspondant a la valeur propre 5. Remplagons d’abord ¢

. 4 -4

par 5 dans la matrice caractéristique (/) on obtient la matrice ( ) Les vecteurs propres cor-
. -2

respondant & la valeur 5 forment la solution du systéme homogéne déterminé par la matrice précé-

dente c’est-a-dire
4 —4> AN ’0> ou e —4y = 0 ou — 0
-2 2/\vy (0 —2x+2y =0 Ty =

(En d’autres termes, les vecteurs propres correspondant 4 5 forment le noyau de lopérateur tI — A
pour ¢t = 5). Le systéme précédent admet une seule solution indépendante ; par exemple x = 1, y=1,
Donc v = (1, 1) est un vecteur propre qui engendre 1’espace propre de 5, c’est-a-dire que chaque vec-
teur correspondant 4 la valeur propre 5 est un multiple de v.

Nous obtenons les vecteurs propres correspondants 4 la valeur propre — 1 en remplagant ¢ par — 1
dans (1), ce qui donne le systéme homogéne

<—2 —4><x> _ <O> —2x—4dy = 0 oy =
-2 —4/)\y o/ 24y =9 % FTTHW=0

Le systéme admet une seule solution indépendante ; par exemple x = 2, y = — 1. Ainsi w= (2, - 1)
est un vecteur propre qui engendre l’espace propre de — 1.

|

1 2
(ii) Soit P la matrice dont les colonnes sont les précédents vecteurs propres : P = (1 1) . Alors
B = P714P est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres respectives.:

B = potap - (V3 2B\ 4\/1 2\ _ /5 0
/3 ~1/3)\2 3)\1 -1 0 -1

(Remarque : Ici P est la matrice de passage de la base usuelle de R? 2 la base formée des vecteurs
propres {», w}, Donc B est la représentation matricielle de I'opérateur A dans la nouvelle base).

9.8. Pour chacune des matrices suivantes, trouver toutes les valeurs propres et une base de chacun
des espaces propres:

1 -3 3 -3 1 -1
) A=1{8-5 8|, () B=|-7T 5-1
6 —6 4 | —6 6 —2

Queiles matrices sont-elles diagonalisables, et pourquoi ?

(i) Formons la matrice caractéristique #/ — A et calculons son déterminant, pour obtenir le polyndme carac-
téristique A(z) de A4 :

t—1 3 -3
A) = [tI-4] = | =3 ¢+5 -3 | = (t+22(t—4)
—6 6 t—4

Les racines de A(¢) sont — 2 et 4 ; donc ces nombres sont les valeurs propres de A.
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Trouvons une base de l’espace propre de la valeur propre — 2. Remplagons ¢ par — 2 dans la matrice
caractéristique t/ — 4 de maniére i obtenir le systéme homogéne

-3 3 —38\/x 0 —3r+3y —3: = 0
-3 3 -3yl =10 ou —3x +3y —32 = 0 ou z—y+z =0
-6 6 —6/\z 0 —6r + 6y —62 = 0

Le systéme admet deux solutions indépendantes par exemple x = 1, y =1, z=0etx =1,y = 0,
z=—1 Ainsi u = (1, 1, 0) et v = (1, 0, — 1) sont des vecteurs propres indépendants qui engendrent
Pespace propre de — 2. C’est-a-dire que u et v forment une base de Iespace propre de ~ 2. Ceci veut
dire que chaque vecteur propre correspondant & — 2 est une combinaison linéaire de u et v

Trouvons une base de I’espace propre de la valeur propre 4. Remplagons ¢ par 4 dans la matrice carac-
téristique t/ — A4;on obtient alors le systéme homogéne

3 3 —3\[«x 0 3e+3y —32 = 0
—3 9 —3 Yy = 0 ou _3x+9y_~3z =0 ou {x +oy—’z : 0
-6 6 0/\z 0 —6x + 6y =0 2y—z =0

Le systéme a une seule inconnue libre ; donc n’importe quelle solution non nulle, par exemple x = 1,
y = 1, z = 2 engendre son espace solution, Donc w = (1, 1, 2) est un vecteur propre qui engendre et
donc forme une base de ’espace propre de 4.

Puisque A a trois vecteurs propres indépendants. 4 est diagonalisable. En fait, soit P la matrice dont
les colonnes sont constituées des trois vecteurs propres indépendants :

-2 0 0
P =11 0 1]. Alors P 1AP = 0 -2 0

0 -1 2 0 0 4
Comme prévu, les éléments diagonaux de P~'AP sont les valeurs propres de 4 correspondant aux co-
lonnes de P.

t+3 —1 1
(ii) At) = |tI-B = | 1 t-5 1 = (t+2)2(t—4)
6 —6  t+2

Les valeurs propres de B sont donc — 2 et 4.

Trouvons une base de ’espace propre de la valeur propre — 2. Remplagons ¢ par — 2 dans t/ — B;
on obtient le systéme homogéne

1 -1 1\/x 0 rx— y+z =0 ot 0
7-7 1lly] =]0] ou Te—Ty+z = 0 ou {” Y 2'0

o _
6 —6 0 z 0 6x — 6y = 0 Y

Le systéme admet seulement une solution indépendante, par exemple x = 1, y = 1, z = 0. Ainsi
u = (1, 1, 0) forme une base de l’espace propre de — 2.

Trouvons une base de I’espace propre de la valeur propre 4. Remplacons ¢ par 4 dans &/ — B on ob-
tient le systéme homogeéne.

7 —1 1 x 0 Tx— y+ 2z =0 _

Tx—y+z =0
7T—-1 1y =10 ou T — y+ 2z = 0 ou % = 0
6 —6 6/\z 0 6x — 6y + 62 = 0

Le systéme admet une seule solution indépendante, par exemple x = 0, y = 1, z = 1, Ainsi v = (0, 1, 1)
forme une base de 1’espace propre de 4,
Remarquons que B n’est pas semblable & une matrice diagonale puisque B admet seulement deux vec-

teurs propres indépendants. De plus, puisque A4 peut &tre diagonalisée, alors que B ne peut pas étre diago-
nalisée, A et B ne sont pas des matrices semblables, quoiqu’elles aient le méme polyndme caractéristique.
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9.9.

9.10.

Algébre linéaire

3 —1 1 —1
Soient A = (1 1) et B =( 9 1 ) Trouver toutes les valeurs propres et les vecteurs

propres correspondants de A et de B considérés comme des matrices (i) sur le corps des
réels R, (ii) sur le corps des complexes C.

=3 L o e = oo
1 t-1

Donc 2 est la seule valeur propre. Remplagons ¢ par 2 dans t/ — A on obtient le systéme homogéne

-1 1\/= 0 j{ —x+ty =0
= ou ou x—y = 0
-1 1 <y 0 —x+y = 0
Le systéme admet seulement une solution indépendante, par exemple x = 1, y = 1, Ainsi v = (], 1)

est un vecteur propre qui engendre ’espace propre de 2, cest-d-dire chaque vecteur propre de 2 est un
multiple (complexe) de v.

@{) A = [tI-A4l =

|

t—1 1

Nous avons ainsi
Aplt
”( ) —2 t-+1

2+ 1

(ii) Puisque t2 + 1 n’admet pas de racine dans R, B n’a pas de valeur propre sur R.

Puisque A 4 =@~ 2)? a seulement une racine réelle 2, les résultats sont les mémes que dans
(i). C’est-a-dire, 2 est une valeur propre de 4, et v = (1, 1) est un vecteur propre engendrant
I’espace propre de 2, c’est-a-dire chaque vecteur propre de 2 est un multiple (complexe) de v,

La matrice caractéristique de B est Ag(t) = |t/ — Bl = t2+ 1. Donc i et — i sont les valeurs propres
de B.

Nous trouvons les vecteurs propres associés a ¢ = i en substituant ¢ = i dans ¢t/ — B on obtient le
systéme homogéne

i—-1 1 e\ /0 (—Nz+y = 0 , N
<-2 i+1><y>‘<0> - {‘2x+(i+1)y:0 ow (i—hz+y =0

Le systéme admet seulement une solution indépendante ; par exemple x = 1, ¥y = 1 — i, Ainsi w= (1,1 =1
est un vecteur propre qui engendre l’espace propre de i,

Remplagons maintenant ¢t par — i dans t/ — B, on obtient le systéme homogéne
/—i—l 1 oc\ 0 (—ti—Dx+y = 0
. = ou —— —
\ -2 —z—1><y/ <0> {—2x+<~i~1)y =g O (imledy =0

Le systéme admet seulement une solution indépendante, par exemple x = 1, y = 1 + i Ainsi w'= (1,1 + 1)
est un vecteur propre qui engendre ’espace propre de — i.

Trouver toutes les valeurs propres et une base de l’espace propre de l'opérateur T : R® > R3
défini par T(x, v, 2) = (2x + vy, y — 2z, 2y + 4z).
Trouvons d’abord une représentation matricielle de T, par exemple relativement a la base usuelle de R3:

2 1 0
A = 1[1 = {0 1 -1
0 2 4

Le polyndéme caractéristique A(¢) de T est alors

Ay = [tI—A] = | 0 t—1 1 | = (t—22(t—3)

Ainsi 2 et 3 sont les valeurs propres de 7.

Nous trouvons alors une base de 1’espace propre de valeur propre 2. En remplagant ¢ par 2 dans ¢t/ — A
on obtient le systéme homogéne

0 —1 0 x 0 -y 0 Jy -0
0 1 1 y | = |0 ou y+ =z =0 ou \ym—o

o - =
0 -2 -2 z 0 —2y—22 = 0
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Le systéme admet une seule solution indépendante, par exemple x = 1, y = 0, z = 0. Ainsi ¥ = (1, 0, 0)
forme une base de I’espace propre de 2.

Trouvons une base de ’espace propre correspondant a la valeur propre 3. Remplagons t par 3 dans
tI — A;on obtient le systéme homogéne.

1 -1 0)\/«) 0 x—y = 0
0 2 1lly) =1]o ou 20+2z = 0 ou {x—yzo
0 —2 —1/\z 0 —9y — 2 = 0 2y +2 =0
Le systéme admet une seule solution indépendante, par exemple x = 1, y = 1, z = — 2, Donc v = (1, 1, — 2)

forme une base de I’espace propre de 3.

Remarquons que 7 n’est pas diagonalisable, puisque T a seulement deux vecteurs propres linéairement indé-
pendants.

9.11. Montrer que 0 est une valeur propre de T si et seulement si T est singulier.,

0 est une valeur propre de T si et seulement si il existe un vecteur non nul v tel que T(v) = 0v = 0, c’est-a-
dire que T est alors singulier.

9.12. Soient A et B deux matrices carrées n X n. Montrer que AB et BA ont les mémes valeurs
propres.

D’aprés le probléme 9.11 et le fait que le produit de matrices non singuliéres est une matrice non sin-
guliére, les proprositions suivantes sont équivalentes : (i) 0 est une valeur propre de 4B, (ii) AB est
singuliére, (iii) A ou B est singuliére, (iv) BA est singuliére, (v) O est une valeur propre de BA.

Supposons maintenant que A soit une valeur propre non nulle de AB. Alors il existe un vecteur non
nul v tel que ABy = Av. Posons w = By, Puisque A # 0 et v # 0,

Aw = ABv = » # 0 et donc w # 0
Mais w est un vecteur propre de BA correspondant 4 la valeur propre A puisque
BAw = BABv = By = ABv = aw

Donc A est une valeur propre de BA. De maniére analogue, une valeur propre de B4 est aussi une valeur
propre de AB.

Ainsi AB et BA ont les mémes valeurs propres.

9.13. Supposons que A soit une valeur propre d’un opérateur inversible 7. Montrer que A~! est
une valeur propre de T !,

Puisque T est inversible, il est aussi non singulier ; donc d’aprés le Probleme 9.11, A % 0.

D’aprés la définition d’une valeur propre, il existe un vecteur non nul y pour lequel 7(v) = Av,
Composons les deux membres avec 71, on obtient v = T'(A\y) = AT (»). Donc T™1(») = A7y ;
C’est-a-dire A\~ est une valeur propre de T 1.

9.14. Démontrer le théoréme 9.3 : Soient v,,..., v, les vecteurs propres non nuls d’un opéra-
teur T : V> V correspondant aux valeurs propres distinctes Ay, ..., \,. Alors v;,...,v

sont linéairement indépendants.

n

La démonstration se fait par récurrence sur n. Si n = 1, alors v, est linéairement indépendant puisque
v, # 0. Posons n > 1. Supposons

aypvy +agvy o gy, =0 (1)
ol les ¢; sont des scalaires. En appliquant 7 4 la relation précédente, nous obtenons par linéarité
a;T(vy) + a;T(®y) + +++ + a,T(v,) = TO) = 0
Mais par hypothése T(»;) = A,v; ; donc
ahvy + adgvg + o+ @A, = 0 (2)
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D’autre part, multiplions (I) par A,
@A V1 F+ QAU + ot F ap v, = 0
Soustrayons maintenant (3) de (2),
a1\ = A F Gae = A)vg + o0 F G ey — AV = 0

Par récurrence, chacun des coefficients précédents est nul. Puisque les A; sont distincts, N -2, FO

pour i # n. Donc a¢; = --- =ga,_; = 0. Remplagons les ¢, -+ - a, , par leurs valeurs dans (/), on obtient

a,v, = 0 et donc a, = 0. En résumé les v; sont linéairement indépendants,

POLYNOME CARACTERISTIQUE. THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON

9.15. Considérons une matrice triangulaire

Q11 Q2 Q1n
A = 0 ax Q2n
0 0 e Ann

Trouver son polyndme caractéristique A(t) et ses valeurs propres.

Puisque A4 est triangulaire et ¢t/ diagonale, tI — A est aussi triangulaire avec pour éléments diagonaux

t— a;:
t—ap —Qyg ... —Qp
g — A = 0 t— gy ... —Qoy
0 0 t— ap,

Alors A(t) = |tI — A| est le produit des éléments diagonaux ¢ — a;;.
A®) = (t—a1)(t— ag) "+ (E— apy)

Donc les valeurs propres de 4 sont a,q, d,5,...,4d,,, cest-d-dire les éléments diagonaux de 4.

1 2
9.16. Soit A ={0 2

¢c 0 3
ainsi trouver cette matrice diagonale.

3
3 |. Est-ce que A est semblable a une matrice diagonale ? S’il en est

Puisque A4 est triangulaire, les valeurs propres de 4 sont les éléments diagonaux 1, 2 et 3. Puisqu’elles

sont distinctes, 4 est semblable a la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont 1, 2, 3 ; par

exemple

= e
S N O
w o o

9.17. Pour chacune des matrices suivantes, trouver un polyndme ayant la matrice donnée comme

racine :
1 4 -3
. /(2 5 .. _[2 -3 _
(1)A—<1 _3>, (11)B—<7_4>, (@) Cc=(0 3 1
0 2 -1

Daprés le théoréme de Cayley-Hamilton, chaque matrice est une racine de son polyndme caractéristique.

Trouvons donc le polyndme caractéristique A(z) dans chacun des cas.

G) A@) = |tI—A| = t-2 -5 ‘:t2+t—11
-1 t+3
G) a@) = [t1-B = |"72 3 | = prot+13
—7 t+4
t—1 —4 3
(iii) A(¢) = [tI—-C] = | 0 t—38 —1 | = (¢—1)(2—2t—5)
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Démontrer le théoréme de Cayley-Hamilton Théoréme 9.5 : Toute matrice est un zéro de
son polyndme caractéristique.

Soit A une matrice carrée arbitraire n x n et soit A(t) son polyndme caractéristique;par exemple,
Aty = [tI—A| = v+ a, (P14 s Fagt + gy
Soit B(f) 1’adjoint classique de la matrice tI — A, Les éléments de B(¢) sont les cofacteurs de la matrice
tI — A et donc sont des polynémes en r de degré inférieur ou égal 4 n — 1. Ainsi
B(t) = B, _(t»1+ .-+ + Bit + B,
ol les B; sont des matrices carrées n x n sur K qui sont indépendantes de ¢. D’aprés la propriété fonda-
mentale de ’adjoint classique (Théoréme 8.8),

(tH1— A)B(t) = |tI—A|I

(t] = A)(Bp_itn=1+4 «+- £ Bt +Bg) = (" +ay (v~ 1+ +ajt+ ag)l

En supprimant les parenthéses et en égalant les coefficients des puissances correspondantes de ¢,
B,y =1
B, 3 —AB,_{ = a, 41
By 3— AB,_5 = a,5l

I respectivement on a
A"B,_, = An
AnT1B, o — A"B, .y = @, A"
An—2B, . — An~1B _, = a, ,An~2

En multipliant les équations matricielles par A", A"¥F 1, oA

—ABy = a,l
En additionnant les équations matricielles précédentes,
0 = Ar+a, A1+ -+ + a4 +

En d’autres termes, A(4) = 0. C’est-a-dire que 4 est un zéro de son polyndme caractéristique.

Montrer qu’une matrice A et sa transposée A’ ont le méme polyndme caractéristique.

D’aprés P'opération de transposition (1 — A) = tI' — 4" = tI — A", Puisqu’une matrice et sa trans-
posée ont le méme déterminant |t/ — A| = [(¢] — AD| = |t — AY}. Donc A et 4% ont le méme polyndme
caractéristique.

A, B
0 A,
ndome caractéristique de M est le produit des polyndmes caractéristiques de A, et de A,.
Généraliser

Supposons M = ( ) , ou A, et A, sont des matrices carrées. Montrer que le poly-

tf —4, - B

Donc d’aprés le probléme 8.70 |t/ — M| =
0 tl — A,

tI—A, —B
tI—M = < .

0 t—A,
lef — 4} |t — B|, comme il était demandé.

Par récurrence, le polyndme caractéristique de la matrice triangulaire bloc
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A, B c
0 0 A,

ol les 4; sont des matrices carrées, est le produit des polyndomes caractéristiques des divers 4;.

POLYNOME MINIMAL

2 1 0 o
A - .. 0 2 0 0
9.21. Trouver le polyndéme minimal m(t) de A = o 0 1 1
0 0-2 4
Le polyndme caractéristique de A4 est :
t—2 -1 0 0
_ 0 t—2 0 0 | _ |t—2 -1 |jt—1 =1 | _ . .
am = 0 o t—1 -1 | ‘ 0 t——Zl 2 t—4‘ = (E-3k-2)
0 0 2 t— 4

Le polyndme minimal m(¢) doit diviser A(¢). Donc, chaque facteur irréductible de A(#) par exemple
t — 2 et t — 3, doit &tre un facteur de m(¢). Ainsi m(¢) doit étre I'un des polyndmes suivants :

fiy = ¢=3)(t—2), gt) = (¢-3)(E—2)% A = (E—=3)(—27

Nous avons
-1 1 0o o\fo 1 0 o0
0 -1 0 0ifo 0 0 0
4) = (A—8DA—2) = = 0
fA4) (4 —3D( D 0 0 -2 1/lo o0 -1 1
0 0 -2 1/\0 0 -2 2
-1 1 0 o\/o 1 o0 o0\2
0 —1 0 oo o 0 o0
A) = (A— — 202 = =
9(4) (4 —3D)(4 —20) o 0-2 1]lo 0 -1 1 0
0 0 -2 1/\o o0 -2 2

Ainsi g(t) = (¢t — 3) (¢t — 2)? est le polyndme minimal de 4.

Remarque : Nous savons que A{d) = A(4) = 0 d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton. Cependant,
le degré de g(r) est inférieur au degré de h(¢) ; donc g(f) et non h(t) est le polyndme minimal de 4.

9.22. Trouver le polyndme minimal m(t) de chaque matrice (ou a # 0):
- ‘oo 0 % o
. — L3 B — 2he —
(i) <0 )\), (if) g 3 ()1\ , (iii) C 00 A q
0 0 0 A

i) Le polyndme caractéristique de 4 est A(#) = (¢ — )2, Nous trouvons alors 4 — N # 0 ; donc
m(t) = A@r) = (+ — N2

(ii) Le polyndme caractéristique de B est A(z) = (¢ — V2. (Remarquons que m(¢) doit étre 'un des
polyndmes # — A, (t — N2 ou (¢ = A)®). Ona (B — M)® # 0 ; ainsi m(r) = A@r) = (r — N)>.

(iii) Le polyndme caractéristique de C est A(z) = (¢ — M. Or on trouve (C — AD® # 0 done
m(t) = A@)= (¢ — N



9.23.

9.24.

9.25.
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A 0 N s R
Soit M = (O B ) ou A et B sont des matrices carrées. Montrer que le polynome minimal
m(t) de M est le plus petit commun multiple des polynomes minimaux g(t) et h(t) de A
et B respectivement. Généraliser.
m(d) 0O

0 m(B)
m(B) = 0. Puisque g(¢) est le polyndome minimal de 4, g(¢) divise m{z). De facon analogue % (¥) divise
m(2). Ainsi m(¢) est un multiple de g(z) et A (1).

Puisque m(t) est le polyndme minimal de M, m(M) = ( ) = 0 et donc m(A4) = 0 et

f4) o 00
Soit maintenant f(¢) un autre multiple de g(¢) et A(t) ; alors f(M) = ( 0 f(B)) 2(0 0 ) =0

Mais m () est le polyndme minimal de M ; donc m(¢) divise f(¢). Ainsi m(¢) est le plus petit commun
multiple de g(¢) et h(2).

Nous pouvons alors dire par récurrence, que le polyndme minimal de

4, 0 ... 0
o 0 A, 0
0 o0 A,

ol les 4; sont des matrices carrées, est le plus petit commun multiple des polyndmes minimaux des 4;.

Trouver le polyndme minimal m(t) de

=

I
cC oo oc o o
oo oo N ®
cC oo Rk OO
cC oo wWwN oo
c oo oo oo
oo wo o oo
MO oo oo

\

P A—28> B*42> c=(%3 D= (5 L lynd ini de A, Cet D
osons = <0 9 ) \1 3/ C = (\O o/ = (5). es polynémes minimaux de 4, C ¢
sont (¢ — 2)2, Fettr—5 respectivement. Le polyndme caractéristique de B est

I—B| =

t—d4 —2
’ = £ -7t 4+ 10 = (t—2)(t—5)

-1 ¢t—-3

et donc, il est aussi le polyndme minimal de B.

A 0 0 O

0 B 0 0 .. . . -
Remarquons que M = 0o 0 C o Ainsi m (¢) est le plus petit commun multiple des polyndmes

0 0 0 D

minimaux de A4, B, C et D. En conséquence m(t) = 2t - 2)2 (¢ — 5).

Montrer que le polyndme minimal d’une matrice (opérateur) A existe et est unigue.

D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, 4 est un zéro d’un polyndme non nul (probléme 9.31). Soit
n le plus bas degré pour lequel un polyndme f(r) existe et tel que f(4) = 0. Divisons f(#) par le coefficient
de son terme de plus haut degr 4, nous obtenons un polyndéme normalisé m (r) de degré n qui admet A
comme zéro, Supposons que m '(t) soit un autre polynéme normalisé de degré n pour lequel m (4) = 0.
Alors la différence m(t) — m'(¢) est un polyndme non nul de degré inférieur & n qui admet 4 comme
zéro. Ceci est en contradiction avec le degré » du polyndme minimal ; donc m(z) est un polyndme mi-
nimal unique.
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9.26.

9.27.

9.28.

9.29.

Démontrer le théoréme 9.10 : Le polyndme minimal m(t) d’une matrice (opérateur) A di-
vise tout polyndme admettant A comme zéro. En particulier m(t) divise le polyndome carac-
téristique de A.

Supposons que f(z) soit un polyndme pour lequel f(4) = 0. D’aprés I’algorithme de la division il
existe des polyndmes g(¢) et r(t) pour lesquels f(z) = m(z) q(t) + r(¢) et r(z) = 0 ou deg r(r) < deg m(z).
Remplagons ¢ par A dans cette équation et utilisons le fait que f(4) = 0 et m(4) = 0, on obtient r(4) = 0.
Si r(t) # 0, alors r(¢) est un polyndme de degré inférieur 4 m(r) qui admet 4 comme zéro ; ce qui est
en contradiction avec la définition du polyndme minimal. Donc r(¢) = 0 et aussi f(t) = m(s) q(t),
c’est-a-dire m(¢) divise f(¢).

Soit m(t) le polyndome minimal d’une matrice carrée A ; n x n. Montrer que le polyndome
caractéristique de A divise (m(¢))".

Supposons m(t) = ¢ + cq T+ + c,_1t te,. Considérons les matrices suivantes :
By = 1
B, = A+el

B, = A2+ ¢;A + ¢yl

Alors B, = I

D’ou —AB, | = ¢l — (AT+c Ar "1+ - de, A +eld)
= ¢ — m(4)
= ¢l
Posons B(t) = tv71By+ t""2B; + -+ + tB,_»+ B,_;
Alors

(tI—A)+*B(t) = (t'Be+t""1B+ -+ +tB, ) — (" 1ABy+t""2AB;+ -+ + AB,_;)
= t'By+ tr~1(B,— ABy) + t~2(By— AB}) + -+ + t(B,_; — AB,_,) — AB,_,
= gl 4o tr U A eptr 2L+ oo s b eyt + e,
= m(£)l

Le déterminant des deux membres donne |t/ — A| |B(®)| = |m )1} = (m(t))". Puisque |B(¢)] est un po-
lynome, [tI — A divise (m(2))" ; c’est-a-dire, le polyndme caractéristique de A divise (m (¢))".

Démontrer le théoreme 9.11: Le polyndme caractéristique A(t) et le polyndme minimal
m(t) d’une matrice A ont les mémes facteurs irréductibles.

Supposons que f(#) soit un polyndme irréductible. Si f(¢) divise m(z) alors, puisque m(z) divise A(2),
f(#) divise A(z). D’autre part, si f(¢) divise A(z) alors, d’aprés le probléme précédent, f(¢) divise (m(2))".
Mais f(¢) est irréductible ; donc f(t) divise aussi m(z). Ainsi m(z) et A(z) ont les mémes facteurs irré-
ductibles.

Soit T un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V de dimension finie. Montrer que T
est inversible si et seulement si le terme constant du polyndome minimal (caractéristique)
de T est non nul.

Supposons que le polyndme minimal (caractéristique) de T soit f(z) = " + a,_, e+ a;t+ag.
Chacun des résultats suivants est équivalent au suivant d’aprés les résultats précédents. (i) T est inversible.
(ii) T est non singuliére. (iii) O n’est pas une valeur propre de 7. (iv) O n’est pas une racine de m(z).
(v) le terme constant a, n’est pas nul. Le théoréme est donc démontré.
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9.30. Supposons dim V = n. Soit T : V - V un opérateur inversible. Montrer que 7! est égal
a un polyndme en T de degré n’excédant pas n.

Soit m(¢) le polynéme minimal de T. Alors m(¢) = ¢" + a,_; A a;t + ay, ol r < n.
Puisque T est inversible, a, # 0, nous avons :

m(T) = T7+ ap T 1+ oo+ T+ al = 0
Donc

—(%—(TT“I-Fa,&ITT—L’—F---+aII)T =1 e Tl = ——ai(Tr—1+a,r,1Tr~2+---+a11)
0 0

PROBLEMES DIVERS

9.31. Soit T un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V de dimension n. Sans utiliser le théo-
reme de Cayley-Hamilton, montrer que T est un zéro d’un polynome non nul.
Soit N = n%. Considérons les N + 1 opérateurs suivants de ¥V ;I T, T2,. .., ™ Rappelons que
P’espace vectoriel 4 (V) des opérateurs de V a pour dimension N = n°. Ainsi les N + 1 opérateurs sont

linéairement dépendants. Donc il existe des scalaires ay, a,,...,a, pour lesquels aNTN too+a T eyl =0,
En conséquence, T est un zéro du polyndme f(t) = ayt” + .-« + a,t + a,.

9.32. Démontrer le théoréme 9.13 : Soit X une valeur propre d’un opérateur T : V — V. L’ordre
de multiplicité géométrique de N\ n’excéde pas son ordre de multiplicité algébrique.

Supposons que l'ordre de multiplicité géométrique de A soit r. Alors A contient r vecteurs propres li-

néairement indépendants vy, ..., v,. Etendons I’ensemble {vi} a une base de V : {vl, s Vs Wi, WL
Nous avons

T(wy) = Avg

T(’U2) = )\1)2

T(v,) A\,

T(wy) = ayvy+ o0 + o, + bywy + -0+ bygws

T(wg) = @9V + * + @y, -+ byywy + ++ 0 + bogwy

A0 0 : @y @y &gy

0 A 0 | a3 ey gy

............. Lo

00 A ! A1, Qor Agr >\Ir| A

_ ! _ _ I

M = | ———— == = |——F—

00 0 ) by by by 0B

0 0 0 | by by by

.............. b

i
0 0 0 lbls b23 bss

N t - t
oud= (aii) et B = (bi]-) .
D’aprés le probléme 9.20, le polyndme caractéristique de A, qui est (¢ — AY, doit diviser le polyndme
caractéristique de M et donc 7. Donc 'ordre de multiplicité algébrique de A pour 'opérateur T est au
moins r, comme demandé.

11
9.33. Montrer que A = < 1) n’est pas diagonalisable.

0
Le polyndme caractéristique de 4 est A(?) = (¢t — 1)* ; donc 1 est la seule valeur propre de 4. Nous
trouvons donc une base de ’espace propre de valeur propre 1. Remplacons ¢ par 1 dans la matrice t/ — A4;

on obtient le systéme homogéne.
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B0 () @ [1Te e e

Le systéme a seulement une solution indépendante, par exemple x = 1, y = 0, Donc u = (1, 0) forme
une base de l’espace propre de 1.

Il

Puisque 4 a au plus un vecteur propre indépendant, A ne peut étre diagonalisée.

9.34. Soit F une extension du corps K. Soit A une matrice carree n x n sur K. Remarquons
que A peut étre aussi considérée comme une matrice A sur F, Cest- a-dlre [tI — Al = |tI — A|
d’ol1 A et A ont le méme polyndme caractéristique. Montrer que A et A ont le méme poly-
nome minimal.

Soient m(t) et m'(¢) les polyndmes minimaux de A et A respectivement m'(t) divise tout polyndme de
F qui admet A comme zéro. Puisque m (¢) admet A comme zéro et puisque m(t) peut étre considéré comme
un polyndme sur F, m '(+) divise m(t). Montrons maintenant que m(t) divise m "(1).

Puisque m'(r) est un polyndme sur F, qui est une extension de K, nous pouvons écrire
m'(t) = Fi(&)by + fol)by + -+ + fo(1)b,

ol f(t) sont des polyndmes sur K, et b,,..., b, appartiennent & F et linéairement indépendants sur K.
Nous avons

m(A) = F(A)b + HA) b + - + f(A)b, = 0 (1)
Soit ag-]’-c) le ij élément de f; (4). L’équation matricielle précédente implique que, pour chaque paire G, 1),
aPby +aiPby + -0 +aPb, = 0
Puisque les b; sont linéairement indépendants sur K et puisque les a(k) € K, chaque a(k) = 0. D’ou

fl(A):OJ f2(A):O! LRI fn(A):O

Puisque les f;(¢) sont des polyndmes sur K qui admettent A comme zéro, et puisque m(r) est le polynéme
minimal de A considérée comme une matrice sur K, m(¢) divise chacun des f;(t). En conséquence, ¢’ apres

(1), m(t) doit aussi diviser m (t) MaJs les polyndmes normalisés qui se d1v1sent les uns les autres sont né-

cessairement égaux. Donc m(t) = m'(z).

9.35. Soit {v,,...,v,} une base de V. Soit T : V = V un opérateur pour lequel T'(v,) = 0,
T(v,) = ay,v,, T(vy) = ay,v; + aj,v,,...,T@,) =a,,v, +- -+ Gyp—iUp_1- Montrer
que T" = Q.

I1 suffit de montrer que
T’(v]-) = *)
pour j = 1,..., n. Il s’ensuit alors que
Tn(v) = Tn—i(Ti(v)) = T»=i(0) = 0, pour j=1,.
et puisque {v,,...,»,} est une base 7" = 0.

Nous démontrons (*) par récurrence sur j. Le cas j = 1 est vraie par hypothése, Il s’ensuit par récur-
rence (pour j = , 1)

Tiw) = Ti-Y(T(v)) = Ti~Yajv;+ -+ +a;;-19 1)
= ap T () + - 4y T v;0)
= (Lj10+ +(1/]')]'_10 = 0

Remarque : Observons que la représentation matricielle de T dans la base précédente est triangulaire
avec des éléments diagonaux nuls:

0 ay @y ... Ony
0 0 ag Ong
0 0 0 Ap,n—1
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PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

POLYNOMES DE MATRICES ET OPERATEURS LINEAIRES

9.36.

9.37.

9.38.

9.39.

9.40.

9.41.

9.42.

9.43.

9.44.

Soit f(t)2= 202 - 5t 4+ 6 et g() =13~ 262 + t + 3. Trouver f(4),g(4), f(B) et g(B) oi
-3 12
A =< )et B =( )
5 1 0 3

Soit T : RZ — R? défini par T(x, y) = (x + y,2x). Soit f(t) = t2 — 2t + 3. Trouver (D (x, ).

Soit V l’espace vectoriel des polyndmes v(x) = ax?> + bx +c. SoitD : V>V Popérateur différentiel.
Soit f(r) = t? + 2t — 5. Trouver f(D) (»(x)).

11 s
SoitA=(0 1). Trouver 42, 4%, 4™,

g8 12 0
Soit B = |0 8 12 ]. Trouver une matrice réelle 4, telle que B = 435,
0 0 8

Comnsidérons une matrice diagonale M et une matrice triangulaire N:

ay 0 ... 0 a; b ... ¢
M=90 @ ... 0 ot N =10 a
N an Ooan
Montrer que, pour un polyndme quelconque f(¢), f(M) et f(N) sont de la forme
fla) 0 ... 0 fley) =
(M) = 0 flay 0 et FN) = 0 flay) 4
0 0 fla,) 0 0 fla,)

/ A, 0 ... 0 A, B ... C
M= l0 4 ... 0 ot N= |0 A ... D
\0.,..(.) ........ ; e [.1;1
ou les Al. sont des matrices carrées. Montrer que, pour tout polyndme f(z), f(M) et f(N) sont de la forme
fAy 0 ... 0 fla) X ... Y
jony = | 0 flam ... 0 ot iy = | 0 fd) ... Z
; 0 ......... f(An) ; ] f(An)

Montrer que pour une matrice carrée quelconque (ou opérateur) 4, (P71 APY* = P71 A" P ou P est inversible.
Plus généralement, montrer que f(P~ 4Py = P71 f(4) P pour tout polynome ).

Soxt f(t) un polyndme quelconque. Montrer que (i) (4D = (F(4)Y, (ii) si A est symétrique, c’est-a-dire
A' = A, montrer que f(4) est symétrique.

VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

9.45.

Pour chaque matrice, trouver toutes les valeurs propres et les vecteurs propres linéairement indépendants:

. A.— 2 2 . /42 /5 -1
(i) —<1 3>, (i1) B—<3 3>, (iii) C——<1 3>

Trouver les matrices inversibles P1 s P2 et P3 telles que Pl“ 1 AP1 R P2_1 BP2 et 1’3_1 CP3 soient diagonales,
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9.46.

9.47.

9.48.

9.49.

9.50.

9.51.

9.52.

9.53.

9.54.

9.55.

9.56.

9.57.

9.58.

9.59.

Pour chacune des matrices suivantes, trouver toutes les valeurs propres et une base pour chacun des espaces
propres:

3 1 1 1 2 2 1 1 0
G) A =12 4 2}, @Gi) B = 1 2 -1, (i) € =16 1
1 1 3 -1 1 4 0 0 1

Lorsque c’est possible, trouver les matrices inversibles Pl, P2 et P3 telles que Pl_1 AP1 , P2_1 BP2, et
P3_ CP3 soient des matrices diagonales.

13
les valeurs propres et les vecteurs propres linéairement indépendants.

2 ~1 3 -1
Considérons A =( )et B = ( ) comme des matrices sur le corps des réels R. Trouver toutes
1 4 -

Considérons 4 et B du précédent probléme comme des matrices sur le corps des complexes C. Trouver toutes
les valeurs propres et les vecteurs propres linéairement indépendants.

Pour chacun des opérateurs suivants T : R? ~» R2, trouver toutes les valeurs propres et une base pour cha-
cun des espaces propres: (i) I'(x,») = 3x + 3y,x + 5¥) ; (i) T(x,y) = (¥, x) ; (iiD) T(x, =, —x).

Pour chacun des opérateurs suivants 7T : R3 - R3, trouver toutes les valeurs propres et une base pour

chacun des espaces propres: (i) T(x,y,z) =(x +y+ z 2y +z, 2y + 3z);
() T(x,y,z)=T(x+y,y+z,—2y—y) i) Tx,y,2z) =& -y, 2x + 3y + 2z,x +y + 22).

Pour chacune des matrices suivantes sur le corps des complexes C, trouver toutes les valeurs propres et les
vecteurs propres linéairement indépendants:

1 4 —37 -
0 (3 1) @ (5 7) @ (35, w (13)

Supposons que v soit un vecteur propre des opérateurs S et T. Montrer que v est aussi un vecteur propre
de Popérateur aS + bT ol a et b sont des scalaires quelconques.

Supposons que v soit un vecteur propre d’un opérateur T correspondant & la valeur propre A. Montrer que
pour n > 0, v est aussi un vecteur propre de 7" correspondant & A

Supposons que X\ soit une valeur propre d’un opérateur 7. Montrer que f(A) est une valeur prdpre de f(T).

Montrer que des matrices semblables ont les mémes valeurs propres.

Montrer que les matrices 4 et A7 ont les mémes valeurs propres. Donner un exemple ol 4 et A® ont dif-
férents vecteurs propres.

Soient § et 7 des opérateurs linéaires tels que ST = TS. Soit X\ une valeur propre de T et soit W son
espace propre. Montrer que W est invariant par §, c’est-a-dire que S(W) C W.

Soit ¥ un espace vectoriel de dimension finie sur le corps des complexes C. Soit W # {0} un sous-espace
vectoriel de V invariant par 'opérateur linéaire T : V - V. Montrer que W contient un vecteur propre non
nul de 7.

Soit A une matrice carrée n x n sur K. Soient Viseeoa ¥y, € K" des vecteurs propres linéairement indépendants
de A correspondant aux valeurs propres A, , 7\2 s« -+ » A, Tespectivement. Soit P la matrice dont les colonnes sont
les vecteurs Vi Vpe Montrer que P~ P4 est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les va-

leurs propres A, ,...,A .

POLYNOME MINIMAL ET CARACTERISTIQUE

9.60.

Pour chacune des matrices suivantes, trouver un polyndme pour lequel la matrice donnée est une racine:
2 3 -2

, 3 7 _
() A:<4 5), (i) B:(: ;) i) ¢ =l0 5 a
10 -1



9.61.

9.62.

9.63.

9.64.

9.65.
9.66.

9.67.

9.68.

9.69.

9.70.

9.71.

Chapitre 9/Valeurs propres et vecteurs propres 219

Considérons la matrice carrée n x n

A 0 0

0 1 0 0
S

0 0 Al

0 0 0 A

Montrer que () = (¢ —A\)" est a la fois le polyndme caractéristique et le polyndme minimal de A.

Trouver les polyndmes minimal et caractéristique de chacune des matrices

25 0 00 31 0 0 0 A0 0 0 O

02 0 00 03 0 0 0 0 A 0 0 O
A=10042 90}, B={00310], C=|020X\X200

0 0 3 5 0 0 0 0 3 1 0 0 0 X O

6 0 0 0 7 0 0 0 0 3 0O 0 0 0 A
110 2 00

Soient A =(0 2 0 ) et B={({0 2 2 ) Montrer que A et B ont des polyndmes caractéristiques dif-

0 0 1 0 01

férents (et donc ne sont pas semblables), mais ont le méme polyndme minimal. Ainsi des matrices non sem-
blables peuvent avoir le méme polyndme minimal.

L’application T : V — V définie par T(v) = kv est appelée ’application scalaire correspondant & ¥ € K.
Montrer que T est I’application scalaire correspondant a k¥ € K si et seulement si le polyndme minimal de
T est m(zr) =t — k.

Soit A une matrice carrée n x n pour laquelle 4k =0 pour k > n. Montrer que A" = 0.

Montrer quune matrice. A et sa transposée A? ont le méme polyndme minimal.

Supposons que f(#) soit un polyndme irréductible normalisé pour lequel f(T) = 0, o T est un opérateur
linéaire T : ¥V = V. Montrer que f(¢) est le polyndme minimal de T.

A B

) est la matrice ca-
cC D

tI — 4
Considérons la matrice bloc M =( ) Montrer que tI — M = ( c

ti — D
ractéristique de M.

Soit T un opérateur linéaire sur un espace vectoriel ¥V de dimension finie. Soit W un sous-espace de V inva-
riant par T c’est-a-dire T(W) C W. Soit T, W—>W la restriction de T 4 W. (i) Montrer que le polyndome

caractéristique de Ty, divise le polyndme caractéristique de T'. (ii) Montrer que le polyndme minimal de
Tw divise le polyndme minimal de T.

a1 Gy Qg3

Soit A = | @y @y, a; |- Montrer que le polyndme caractéristique de A4 est
a. a, a
31 32 33 " a " " a;; Qo @3
G G2 11 413 22 %23
At) = 8 — (ataptagpt® + + t —|ag G Gy
Qo Ogg a3 33 Gy Gs3

a3y A3y O33

Srit A une matrice carrée n x n. Le déterminant de la matrice d’ordre n — m obtenue par suppression
des lignes et des colonnes passant par m éléments diagonaux de 4 est appelé un mineur principal de degré
n — m. Montrer que le coefficient de ™ dans le polyndme caractéristique A(z) = |t/ — A| est la somme
de tous les principaux mineurs de A de degré n — m multipliés par (— 1)*~"™. (Remarquons que le pro-
bléme précédent est un cas particulier de ce résultat.)
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9.72. Considérons un polyndme arbitraire normalisé f(z) = " + a, _, AL S a,t +a,. La matrice carrée
n x n A est appelée la matrice compagnon de f(#) :
0 0 ... 0 —a
10 ... 0 —a
A = 191 0 —ay
\0 0O 1 —a,_4
Montrer que f(t) est le polyndme minimal de A.
9.73. Trouver une matrice 4 dont le polyndome minimal est (i) s +6r+8 () -5 ~22+ 71+ 4
DIAGONALISATION
. a b . , i , . .
9.74. Soit A4 =( ) une matrice sur le corps des réels R. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes en
¢ d :
fonction de a, b, ¢ et d de telle maniére que A soit diagonalisable, c’est-a-dire admette deux vecteurs propres
linéairement indépendants.
9.75. Revoir le probleme précédent dans le cas oll A est une matrice sur le corps des complexes C.
9.76. Montrer qu'une matrice (opérateur) est diagonalisable si et seulement si son polyndme minimal est un pro-
duit de facteurs linéaires distincts.
9.77. Soient A et B des matrices carrées n x n sur K telles que (i) AB = BA et (ii) 4 et B sont toutes deux
diagonalisables. Montrer que 4 et B peuvent étre simultanément diagonalisées c’est-a-dire qu’il existe une
base de K" dans laquelle 4 et B sont représentées par des matrices diagonales. (Voir Probléme 9.57).
9.78. Soit £ : ¥ = V un opérateur de projection c’est-a-dire E? = E. Montrer que E est diagonalisable et peut
0
étre représenté par la matrice diagonale A = ( ¥ 0 ) ol r est le rang de E.
REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES
936 A = —26 —3 _ —40 39 _ 3 6 B) = 3 12>
36. 1 = ) v = (Zgy p)r 1B =(g o) 0®=(s 15)-
9.37. {(D)(x,y) = (dz—y, —22 + 5y).
9.38. F(D)(w(x) = —Bax? + (4a— 5b)x + (2a + 2b — 5e).
1 2 1 3 1 n
2 = 3 = n =
9.39. ar=(y 1) w=(y 1) a=(y 7).
2 a b
940 Soit 4= |0 2 ¢ |. Posons B = A% et on obtient alors les conditions sur @, b et c.
0 0 2
9.41. (ii) Utilisons (i), nous avons (f(4)) = f(4?) = f(4).
945. ) M=1Lu=@2,-1); =4, v=(11).

() A =1, u=(2-3); \p=6, v=(1,1).
(i) A =4, u = (1,1).

21 21
Soit P1 = ( : 1) et P2 = ( 3 1). P3 n’existe pas puisque C a seulement un vecteur propre indépen-
dant et donc ne peut é&tre diagonalisé.
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946. () »=2 u=(@1,-1,0), v=(1,0,—1); A =6, w = (1,2, 1).
() =3 2=(,1,0), v=(1,0,1); A =1, w = (2,—1,1).
(i) »=1, «=(1,0,0), v=(0,0,1).

1 11 1 1 2

Soit P1 = ( -1 0 2) et P2 = (1 0 - 1). P3 n’existe pas puisque C a au plus deux vecteurs
0 —1 1 0 1 1

propres linéairement indépendants, et donc ne peut &tre diagonalisée.

947. )X =3, u = (1, — 1).(ii) B n’a pas de valeurs propres (dans R).

948. () A=38, u=(1,-1). (i) A =2 u=(1,3—20); A= —2, v=(1,3+29).

949. WX =2u=0G,-D N, =6,v=(,1D. @A =Lu=(, D7 =-1Lv=(, DG
n’y a pas de valeurs propres (dans R).

959, @) M=1,u=(1,0,0; g =4, v=(1,1,2).
(i) A=1,u=(1,0,0). Il n’y a pas d’autres valeurs propres (dans R).
Gi) Ay =1, u=(1,0,—1); Ap =2, v = (2,-2,—1); a3 =3, w=(1,—2,—1).

951. @) =1, u=(@Q,0; ag=1, 2=(1,14+4. @G) x=1, u=(1,0. () A\ =2, u=(3,7; \,= —2,
v=(1=9. (v) =14 u=(2,1—19; =% v =(2,1+1).

11
9.56. Soit 4 = (0 : > Alors A = 1 est la seule valeur propre et » = (1, 0) engendre 1’espace propre de A = 1.

1
D’autre part, pour A" = (

0
| l)’ A = 1 est encore la seule valeur propre, mais w = (0, 1) engendre ’espace

propre de A = — 1.

9.57. SoitvEW, et donc T(r) =Av. Alors T(Sv) = S(Tv) = S(A\v) = A(Sv), c’est-d-dire, Sv est un vecteur propre
de T correspondant a !a valeur propre \. En d’autres termes Sv € W et donc S(W) C W,

9.58. Soit T : W — W la restriction de T & W. Le polyndme caractéristique de T est un polyndme sur le corps
des complexes C, qui d’aprés le théoréme fondamental de l’algébre, a une racine A. Alors A est une va-

leur propre de T et donc T admet un vecteur propre non nul dans W qui est aussi un vecteur propre de 7.

9.59. Supposons T(r) = dv. Alors (kT) (v) = kT(») = k(0v) = (kM.
9.60. () F(t) = 2—8t+48, (i) g(t) = t2—8t+ 23, (iii) h(t) = 3~ 682+ 5t — 12,

9.62. (1) A@®) = (t~23(t—"72 m(t) = (t—=2)2(t—T). (i) A(®) = (t—3)5 m(t) = (¢—3)% (i) A®¥) =
(t—N)5 mlt) = t—A.

0 0 0 —4

0 -8 1 0 0 —7

9.73. En utilisant le résultat du probléme 9.72: (i) 4 = {1 o —6 |, (i) A = 0 1 .
15 0 0 1 5

9.77. Utiliser le résultat du probléme 9.57.



CHAPITRE 10

Formes canoniques

INTRODUCTION

Soit T un opérateur lindaire sur un espace vectoriel de dimension finie. Comme on I’a vu
dans le précédent chapitre, T peut ne pas avoir de représentation matricielle sous forme diago-
nale. Cependant, il est toujours possible de simplifier la représentation matricielle de T de diffé-
rentes maniéres, Ceci est le principal sujet de ce chapitre. En particulier, nous obtiendrons le
théoréme de la décomposition primaire, triangulaire, de Jordan et les formes rationnelles cano-
niques.

Nous montrerons que les formes canoniques triangulaires et de Jordan existent pour T si et
seulement si le polyndme caractéristique A(t) de T admet toutes ses racines dans le corps de ré-
férence K ce qui est toujours possible si K est le corps des complexes C, mais n’est pas toujours
possible si K est le corps des réels R.

Nous introduirons aussi la notion d’espace quotient. Il s’agit d’une notion trés puissante qui
sera utilisée dans la démonstration de ’existence de formes canoniques triangulaires et rationnelles.

FORMES TRIANGULAIRES

Soit T un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V de dimension n. Supposons que T
puisse étre représenté par une matrice triangulaire

a1 Ao P Qyn
A = Q22 Q2n
a/nn

Alors le polyndome caractéristique de T
Alt) = |tI_A[ = (t—au){t—ax)... (t—ann)

est un produit de facteurs linéaires. La réciproque est également vraie et est un théoréeme
important :

Théoréme 10.1 : Soit T : V — V un opérateur linéaire dont les facteurs du polynOme carac-
téristique sont des polyndmes lindaires. Il existe alors une base de V dans
laquelle T est représenté par une matrice triangulaire.

Autre forme du théoréme 10-1 : Soit A une matrice carrée, dont les facteurs du polynéome ca-
ractéristique peuvent se mettre sous la forme de polyndomes li-
néaires. Alors A est semblable a une matrice triangulaire, c’est-
a-dire, il existe une matrice inversible P telle que P~ 'AP soit
triangulaire. '

Nous disons qu’un opérateur T peut étre mis sous forme triangulaire, s’il peut étre représenté
par une matrice triangulaire. Remarquons que dans ce cas les valeurs propres de T sont précisément
les éléments de la diagonale principale. Donnons une application de cette remarque.
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INVARIANCE
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Soit A une matrice carrée sur le corps des complexes C. Supposons que A soit une va-
leur propre de A%, Montrons que /X ou — A/\ est une valeur propre de 4. Nous savons
d’aprés le théoréme précédent que A4 est semblable 4 une matrice triangulaire

e * B S
B = M9 s *
Hn

Donc A% est semblable 4 la matrice

ul * ES
2 %
B2 = MQ
[

Puisque des matrices semblables ont les mémes valeurs propres,A = IJ,-Z pour un certain i,
On a donc y; = \/X ou y; = — \/X ; C’est-d-dire que \})X ou — \/7\ est une valeur propre
de A.

Soit T : V = V linéaire. Un sous-espace W de V est invariant par T ou T-invariant si T trans-
forme W en lui-méme c’est-a-dire si v € W implique T(v) € W. Dans ce cas_T restreint a W définit
un opérateur linéaire sur W, c’est-a-dire que T induit un opérateur linéaire 7' : W — W défini par
T(w) = T(w) pour tout w € W.

Exemple 10.2 :

Exemple 10.3 :

Soit T : R¥ > R3 un opérateur linéaire qui fait subir & un vecteur quelconque une ro-
tation autour de I’axe des z d’un angle §:

T(x,y,2) = (vxcosé —ysing, xsing + y cos s, 2)

Remarquons que chaque vecteur

w = (a, b, 0) dans le plan xy, W reste
dans W lorsqu’on lui applique la trans-
formation 7, c’est-a-dire que W est inva-
riant par 7. Remarquons aussi que U,
I’axe des z, est invariant par T. De
plus la restriction de T a W donne de
chaque vecteur son transformé par une
rotation autour de l'origine O, et la res-
triction de T a U est ’application iden-
tique sur U.

2T w)
< ‘
s

T(w)

v

Les vecteurs propres non nuls d’un opérateur linéaire T : V = V peuvent étre caractérisés
comme les générateurs des sous-espaces vectoriels a une dimension invariants par 7. Suppo-
sons T(v) = Av, v # 0. Alors W = {ky, k € K},le sous-espace 4 une dimension engendré
par v est invariant par T, car

Thv) = kT@) = k() = k\wE W
Réciproquement, supposons dim U = 1 et u # 0 engendre U, U étant invariant par T.

Alors T(u) € U et donc T(u) est un multiple de u, c’est-d-dire T(u) = pu. Donc u est un
vecteur propre de 7.

Le théoreme suivant donne une classe importante de sous-espaces invariants.

Théoréme 10.2 : Soit T : V > V une application linéaire, et soit f(¢) un polyndme quelconque.
Alors le noyau de f(T') est invariant par T.

La notion d’invariance peut s’exprimer sous forme de matrices comme i suit.

Théoréme 10.3 : Supposons que W soit un sous-espace invariant de T : V = V. Alors T admet

A B
une représentation matricielle bloc (0 C) ou A est la représentation matri-

cielle de la restriction de T a W.
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DECOMPOSITIONS EN SOMMES DIRECTES INVARIANTES
Un espace vectoriel V est la somme directe de ses sous-espaces W, ,..., W,, et on écrit
V=W, eW,e. . oW,

si tout vecteur v € V peut &tre écrit de maniére unique sous la forme
v = witwet+ - +w avec wi€W,;

Le théoréme suivant s’applique alors.

Théoréme 10.4 : Supposons que W,,..., W, soient des sous-espaces de V, et supposons que
{7«011, ceey WInI}, ey {wrl, PN ’LUrnT}

soient des bases de W,, ..., W, respectivement.V est alors la somme directe des
W, si et seulement si ’ensemble {w,,,..., Winyseros Weps oo v Wy } est une base
r

de V.

Supposons maintenant T : V — V linéaire et V la somme directe de sous-espaces (non nuls)

invariants par T, W ,..., W _:
vVv=w&- - -8&Ww et TWyCcWw, i=1,...,7

Notons 7T, la restriction de T a W,. Alors T est dit décomposable suivant les opérateurs T;, ou T
est dit &tre la somme directe des T; et on l’écrit T = T, @ T, @ ...® T,. On dit aussi que les
sous-espaces W,, ..., W, réduisent T ou forment une décomposition de V en somme directe de
sous-espaces invariants par T.

Considérons le cas particulier ou deux sous-espaces U et W réduisent un opérateur T : V=V,
par exemple, dim U = 2 et dim W = 3 et supposons que {u,, u,} et {w,, w,, w3} soient des bases
de U et de W respectivement. Si T, et T, sont les restrictions de T a U et W respectivement, alors

Ty(w1) = buwi + bizws + biaws

Ti(uw) = anvr + Giaiks
(1) 111 e Ta(ws) = baw: + baws + bayiwy

Ti(us) = @aUy + Aoz
1(U2) 21t 22802 Ta(ws) = barwi + bagwse + Dasws
Donc
bir bar ba
a [£53
4 = < 11 1> et B = | by by b3
iz A
12 Qo bis bz Das

sont les représentations matricielles de T, et T, respectivement. D’apres le théoréme précédent
{u,,u,, w,,w,, wy} est une base de V. Puisque T(y;) = T,(u;) et T(w;) = T, (w;), la matrice

de T dans cette base est la matrice bloc diagonale (‘3 ;) .

La généralisation de la démonstration précédente nous donne le théoréeme suivant.

Théoréme 10.5 : Supposons T : V = V linéaire et V une somme directe de sous-espaces invariants
par T, W,,...,W,. Si A; est une représentation matricielle de la restriction de T a
W,, alors T peut étre représenté par la matrice bloc diagonale

A, 0 0
M = 0 A 0
0 0 A,

La matrice diagonale bloc M dont les éléments diagonaux sont A,,..., A, est quelquefois
appelée la somme directe des matrices A,,..., A, et est notée M = A, ©...9 A,
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DECOMPOSITION PRIMAIRE

Le théoreme précédent montre que tout opérateur T : V > V est décomposable en opérateurs
dont les polyndOmes minimaux sont des puissances de polynOomes irréductibles. Il s’agit ici de la pre-
miére étape pour 'obtention de la forme canonique de T.

Théoréme de décomposition primaire 10.6 : Soit T : V = V un opérateur linéaire ayant pour poly-
nome minimal

m(t) = fi(t)m fo(O)2 ... f(O)™

ou les fi(t) sont des polyndmes normalisés irréductibles distincts. Alors V est la
somme directe des sous-espaces T-invariantsW,,..., W, ou W, est le noyau de

f;(T)". De plus f;(t)" est le polynéme minimal de la restriction de T a W,.

Puisque les polyndmes f, (¢)"/ sont premiers entre eux, le résultat fondamental précédent découle
(Probléeme 10.11) des deux théorémes suivants.

Théoréme 10.7 : Supposons T : V = V linéaire et supposons que f(t) = g(t) h(t) sont des poly-
nomes tels que f(T) = 0 avec g(¢f) et h(t) premiers entre eux. Alors V est la
somme directe des sous-espaces T-invariants U et W, ou U = Ker g(T) et W = Kerh(T).

Théoréme 10.8: Dans le théoreme 10.7, si f(t) est le polyndme minimal de T [avec g(t) et k()
normalisés], alors g(t) et h(t) sont les polyndmes minimaux de la restriction de
T a U et W respectivement.

Nous utiliserons aussi le théoréme de la décomposition primaire pour démontrer la propriété
caractéristique des opérateurs diagonalisables.

Théoréme 10.9 : Un opérateur linéaire T : V = V a une représentation matricielle diagonale si et
seulement si son polyndome minimal m(t) est un produit de polynomes linéaires
distincts.

Autre forme du théoréme 10.9 : Une matrice A est semblable a une matrice diagonale si et seule-
ment si son polyndme minimal est un produit de polynOmes linéaires distincts.

Exemple 10.4 : Supposons A # I, A étant une matrice carrée pour laquelle 43 = I. Déterminer si oui ou
non A est semblable 4 une matrice diagonale, lorsque A est une matrice sur (1) le corps
des réels R (2) le corps des complexes C.

Puisque A3 = I, A est un zéro du polyndéme f(r) = B o1l=0¢-1D@E+r+ 1).
Le polyndme minimal m(¢) de 4 ne peut étre r+ — 1 puisque A ¥ I. Donc
m@)y=e2 +r+1 ou m@=13 -1

Puisque aucun de ces polyndmes n’est le produit de polyndmes linéaires de R, 4 n’est
pas diagonalisable sur R. D’autre part, chacun de ces polyndmes est un produit de poly-
nomes distincts linéaires sur C. Donc A est diagonalisable sur C.

OPERATEURS NILPOTENTS

Un opérateur linéaire T : V ~ V est dit nilpotent si 7" = 0 pour une puissance n donnée
positive ; on appelle k2 indice de nilpotence de T si T¥ = 0 mais T¥~! # 0. De facon analogue,
une matrice carrée A est dite nilpotente si A" = 0 pour une puissance n donnée positive, et d’in-
dice & si A¥ = 0 mais A*"! # 0. Plus clairement le polyndme minimal d’un opérateur, ou d’une
matrice, nilpotent d’indice k est m(t) = t*, donc O est sa seule valeur propre.

Il en résulte le résultat fondamental suivant sur les opérateurs nilpotents.

Théoréme 10.10 : Soit T : V - V un opérateur nilpotent d’indice 2 T a alors une repreé-
sentation matricielle sous forme de matrice diagonale bloc dont les éléments
diagonaux sont de la forme suivante :
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0 1 00
0 1 0 0
N = | i,
0 0 O 01
0 0 0 00

(c’est-a-dire que tous les éléments de N sont nuls sauf ceux qui sont directe-
ment au-dessus de la diagonale principale et qui sont égaux a 1). Il y a au
moins une matrice N d’ordre k et toutes les autres matrices N sont d’ordre < k.
Le nombre de matrices N de tous les ordres possibles est uniquement fonction
de T. De plus, le nombre total de N de tous les ordres est égal a la nullité de

T.
Dans la démonstration du théoréme précédent, nous montrerons que le nombre des N d’ordre i
est 2m; — m, , — m;_, , ou m; est la nullité de T".

Nous remarquons que la matrice précédente N est elle-méme nilpotente et que son indice de
nilpotence est égal a son ordre (Probleme 10-13). Notons que la matrice N d’ordre 1 est justement
la matrice nulle 1 x 1, c’est-a-dire la matrice (0).

FORME CANONIQUE DE JORDAN

Un opérateur T peut étre mis sous la forme canonique de Jordan si ses polyndmes caractéris-
tique et minimal contiennent des facteurs qui sont uniquement des polyndmes linéaires. Ceci est
toujours vrai si K est le corps des complexes C. Dans tous les cas, nous pouvons toujours étendre
le corps de référence K a un corps dans lequel les polyndmes caractéristique et minimal se trans-
forment en produit de facteurs linéaires ; ainsi au sens large chaque opérateur a une forme canonique
de Jordan. De facon analogue, chaque matrice est semblable 4 une matrice dans la forme canonique
de Jordan.

Théoréme 10.11 : Soit T : V = V un opérateur linéaire dont les polynémes caractéristique et mi-
nimal sont respectivement
M) = (B=dn o (E=A) et m() = (E—A)m ... (E—A)™
ou les \; sont des scalaires distincts. Alors T admet une représentation matri-
cielle diagonale bloc J dont les éléments diagonaux sont de la forme

A 10 ... 0 0
0O 1 ... 0 O
Ji = | o
0o 0 0 ... n& 1
0 0 O 0 X\

Pour chaque 7\i les blocs correspondants Jl.j ont les propriétés suivantes.

1) II'y a au moins une J;; d’ordre m;, toutes les autres J;; sont d’ordre < m;.
2) La somme des ordres des J;; est n,.

3) Le nombre des J;; est égal a l'ordre de multiplicité géométrique des N, .

4) Le nombre des J;; de chaque ordre possible est uniquement déterminé par 7.

La matrice J qui apparait dans le théoréme précédent est appelée la forme canonique de Jordan
de 'opérateur T. Une matrice diagonale bloc J;; est appelée une matrice bloc de Jordan correspondant
a la valeur propre \;. Remarquons que

10 .0 000 N O .. 0 0 610 ... 0O
0 » 1 ... 0 0 0O x ... 0 0 001 ... 00
.................... = L
0 0 O Moo 1 0 0 A O 0 0 0 0 1
0 0 0 0 M 0 0 0 N 0 0 O 0 0
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C’est-a-dire
gy = NI+ N
ou N est la matrice bloc nilpotente apparaissant dans le théoréme 10.10. En fait, nous démontrons

le théoréme précédent (Probléme 10.18) en montrant que T peut étre décomposé en opérateurs,
chacun étant la somme d’un scalaire et d’un opérateur nilpotent.

Exemple 10.5 : Supposons que les polyndmes caractéristique et minimal d’un opérateur T soient respective-
ment

A(}) = (E—204(t—8)3 et  m(t) = (t—2)2(t—3)2

Alors la forme canonique de Jordan de T est 'une des matrices suivantes:

2 1] 2 1l
0 2| 0 2|
2 1y Tsz_
0 2 i
w2 ou 2
:3 1! '3 1,
| [
0 3 |
ooy 0 3
= g
13 |3

La premiére matrice se présente si T a deux vecteurs propres indépendants correspondant
a la valeur propre 2 ; et la seconde matrice se présente si 1" a trois vecteurs propres indé-
pendants correspondant a 2.

SOUS-ESPACES CYCLIQUES

Soit T un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V de dimension finie sur K. Supposons
v € Vetuv+# 0. L’ensemble de tous les vecteurs de la forme f(T) (v) ou f(t) décrit ’ensemble
des polynomes de K, est un sous-espace T-invariant de V appelé le sous-espace T cyclique de V
engendré par v;nous le noterons par Z(v, T) et noterons par T, la restriction de T a Z(v, T).
Nous pouvons définir de maniére équivalente Z (v, T) comme l'intersection de tous les sous-espaces
T-invariants de V contenant v.

Considérons maintenant la suite
v, T(v), T*(v), T3(v), ...

des puissances de T'(v). Soit k le plus petit entier tel que T*(v) soit une combinaison linéaire des
vecteurs le précédant dans la suite ; c’est-a-dire

Te(v) = —axk—1 T W) — -+ — . T(w) — aew
A.IOI'S mv(t) = tk -+ ak—ltk~1 + - 4+ alt + o

est le seul polyndme normalisé de plus bas degré pour lequel m, (T) (v) = 0. Nous appelons m, (t)
Pannihilateur T de v et Z(v, T).

Le théoréme suivant s’applique alors.

Théoréme 10.12: Soient Z(v, T), T, et m, (t) définies ci-dessus. Alors
1) L’ensemble {v, T(v),...,T* !(v)}est une basede Z(v,T); doncdim Z(v,T) = k.

2) Le polynome minimal de T, est m,(t).

3) La représentation matricielle de T, dans la base précédente est



228  Algeébre linéaire

0 0 O 0 —ao

1 0 0 —a;
c = 0 1 O 0 —a»

0O 0 O . 0 —ak—:2

0O 0 0 ... 1 —ar-1

La matrice précédente est appelée la matrice, compagnon du polyndome m,(t), ou matrice asso-
ciée au polyndme m ().

FORMES RATIONNELLES CANONIQUES

Dans cette partie, nous présentons la forme rationnelle canonique d’un opérateur linéaire
T : V = V. Soulignons que cette forme existe méme si le polyndme minimal ne peut étre factorisé
en polynomes linéaires.(Rappelons que ce n’est pas le cas pour la forme canonique de Jordan).

Lemme 10.13 : Soit T : V = V un opérateur linéaire, dont le polyndme minimal est f(t)” ou
f(t) est un polyndOme normalisé irréductible. V est alors la somme directe
V = Zv,T)® - & Z(v,, T)
de sous-espaces T-cycliques Z(v,, T) avec pour T-annihilateurs correspondants
f(t)"x,f(t)nz"..’f(t)"r, n = nlé’nﬂé"'én?‘
Toute autre décomposition de V en sous-espaces T-cycliques a le méme nombre de
composantes et le méme ensemble de T-annihilateurs.

Soulignons que le lemme précédent n’indique pas que les vecteurs v; ou les sous-espaces T'-
cycliques Z(v;, T) sont uniquement déterminés par T ; mais il indique par contre que I’ensemble
des T-annihilateurs est uniquement déterminé par T' . Ainsi T a une représentation matricielle
unique

Cy
C.

C:

ou C; sont les matrices compagnon. En fait, les C; sont les matrices compagnon des polynomes
@)™

En utilisant le théoréme de la décomposition primaire et le lemme précédent, nous obtenons le
résultat fondamental suivant.

Théoréme 10.14: Soit T : V = V un opérateur linéaire dont le polynéme minimal
mt) = fi@t)™ fa(t)™ ... fo(t)™s

ou les f;(t) sont des polyndmes distincts normalisés irréductibles. T admet alors
une représentation matricielle unique sous forme de matrice bloc diagonale
Cu

Clrl
Csl

CSI‘S

ou les C,; sont les matrices compagnon. En particulier, les C;; sont les matrices
compagnon des polynomes f,(t)"i ou

— Sy = =
my = Pt =N = -0t é’nlrl, ey Ms = N5t = N2 =+ = Nsr,
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La représentation matricielle précédente de T est dite sa forme rationnelle canonique. Les po-
lyndmes f,(t)"¥ sont appelés les diviseurs élémentaires de T.

Exemple 10.6 : Soit ¥ un espace vectoriel de dimension 6 sur R, et soit 7 un opérateur linéaire dont le
polyndme minimal est m(r) = (12 — ¢t + 3) (+ — 2)2. Alors la forme rationnelle canonique
de T est l'une des sommes directes suivantes de matrices compagnhon:

() C2—t+3) @ C2~t+3) @& C(t—2)?
(i) C(E2—t+3) & C(t—2)%) & C(t—2)%
(iii) C(2—t+3) @ C((t—2)) @ Ct—2) O C(t—2)

ol C(f(2)) est la matrice compagnon de f(¢) ; c’est-a-dire

0 -3 0 —3| 0 —3:
1 1 1 1! 1 1
____.l__Aj __—4.———«' .___L_____‘
10 -3, (0 —4 :o —4 |
| ! 1
LLMLF___ A4, L{_iL
0 —4 10 —4 Lg?
i1 4 1 4 |2

ESPACES QUOTIENTS

Soit V un espace vectoriel sur un corps K et soit W un sous-espace de V. Si v est un vecteur
quelconque de V, nous pouvons écrire v + W comme Pensemble des sommes v + w avec w € W:

v+ W={v+w:weEW

Ces ensembles sont appelés les classes de W dans V. Nous montrerons (Probléeme 10.22) que ces
classes réalisent une partition de V en sous-ensembles deux a deux disjoints.

Exemple 10.7 : Soit W le sous-espace de R2? défini

par y
W={@,b); a=b} nrw
W est donc la droite dont 1’4quation
est x — y = 0. Nous pouvons consi-
dérer v + W comme la translatée de
cette droite, obtenue en faisant subir
a chaque point de W une translation
de vecteur v. Comme on le remarque
sur le diagramme de droite, v + W
est aussi une droite qui est paralléle
a W. Ainsi toutes les classes de W dans
R? sont constituées de toutes les droites
paralléles & W.

Dans le théoreme suivant, nous utiliserons les classes d’un sous-espace W d’un espace vecto-
riel V pour définir un nouvel espace vectoriel ; qui sera appelé I’espace quotient de V par W et
est noté V/W.

Théoréme 10.15 : Soit W un sous-espace d’un espace vectoriel sur un corps K, Les classes de W dans V
forment un espace vectoriel sur K, en prenant pour addition et multiplication par un
scalaire :

@ @+rWy+@+W) = (u+v)+W
(i) ku+W) = ku+ W, ou k€eK.
Remarquons que, dans la démonstration du théoréeme précédent, il est d’abord nécessaire de

montrer que les opérations sont bien définies ; c’est-d-dire que lorsque u + W = u' + W et
v+ W=1v + W, alors

(i) wt+v)+W = (W+v)+W et (i) ku+ W = kw + W, pour k € K quelconque
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Dans le cas d’un sous-espace invariant, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 10.16 : Supposons que W soit un sous-espace invariant par rapport a 'opérateur li-

néaire T : V > V. T induit alors un opérateur linéaire T sur VW défini par
T + W) = T(v) + W. De plus, si T est un zéro d’un polyndome quelconque,
alors il en est de méme pour T. Donc le polyndme minimal de T divise le po-
lyndme minimal de T.

PROBLEMES RESOLUS

SOUS-ESPACES INVARIANTS

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

Supposons T : V = V linéaire. Montrer que chacun des sous-espaces suivants est invariant
par T.

1) {0}; 2) V; 3) le noyau de T; 4) I'image de T.

1)  Nous avons T(0) = 0 € {0} ; donc {0} est invariant par 7.

2) Pour tout v € ¥V, T(v) € V ; donc V est invariant par T.

3) Soit u € Ker T. Alors T'(u) = 0 € Ker T puisque le noyau de 7 est un sous-espace de V. Ainsi
Ker T est invariant par 7.

4)  Puisque T(v) € Im T pour tout v € V, ceci est vérifi€ si v € Im T ; donc Pimage de T est inva-
riante par T.

Supposons {W,} un systeme de sous-espaces invariants par T d’un espace vectoriel V. Mon-
trer alors que lintersection W = N W, est aussi invariante, par T.

Supposons v € W ; alors v € W; pour tout i. Puisque W, est invariant par T, T(v) € W, pour tout i.
Ainsi T(y) € W = ﬂi W, et donc W est invariant par T.

Démontrer le théoréeme 10.2 : Soit T : V = V un opérateur linéaire quelconque et soit
f(t) un polyndme quelconque. Le noyau de f(T) est alors invariant par T.

Iy

Supposons v € Ker f(T) c’est-a-dire f(T) (v) = 0. Cherchons 4 montrer que T(v) appartient aussi
au noyau de f(T) c’est-a-dire que f(T) (T(¥)) = 0. Puisque f(t)¢t = tf(¢) nous avons f(T)T = Tf(T).

Ainsi
D) Tw) = THT)(w) = TO) = 0

comme il est demandé.

2
Trouver tous les sous-espaces invariants de A = (
de R? !

Tout d’abord, R? et {0} sont invariants par 4. Si 4 admet maintenant d’autres sous-espaces inva-
riants, ils doivent étre de dimension 1. Le polyndme caractéristique de 4 est

) considérée comme un opérateur

2+ 1

t—2 5
Aty = [tI—-A] = ‘ ‘

—1 t+ 2
Donc A n’a pas de valeurs propres (dans R) et donc 4 n’a pas de vecteurs propres. Mais les sous-espaces

invariants 2 une dimension correspondent aux vecteurs propres ; donc R? et {0} sont les seuls sous-espaces
invariants de A.

Démontrer le théoréeme 10.3 : Supposons que W soit un sous-espace invariant de T: V> V.

~

A B
Alors T a une représentation matricielle sous forme de matrice diagonale bloc (0 C) ou
A est une représentation matricielle de la restriction T de T a W.

Choisissons une base {Wv Ceey w,} de W et étendons-la & une base {wl, NN T T T Yde V.
Nous avons
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T(wy) = Tw;) = ayw; + + ay,w,
T(wy) = T(wy) = agwy + + agw,
T(w,) = T(w,) = apw;+ T O Wy

T(v,) = bywy+ - +bpw, + cyvy + -0+ €0

T(vy) = bgw,+ -+ + bw, + c¥y + + o+ + €405
Mais la matrice de T dans cette base est la transposée de la matrice des coefficients dans le systéme pré-

C) ol 4 est la transposée de la matrice

des coefficients du sous-systéme évident. Par le méme raisonnement, 4 est la matrice de T relativement
a la base {w;} de W.

cédent d’équations (voir page 150). Donc elle a la forme(g

Soit 7' la restriction d’un opérateur T a un sous-espace invariant W, tel que T(w) = T(w)
pour tout w € W. Démontrer que

(i) pour tout polyndme f(t), f(’f’) (w) = £(T) (w).
(ii) le polyndome minimal de T divise le polyndome minimal de T.

(i) Si f(t) = 0 ou si f(z) est une constante, donc de degré 1, le résultat est évident. Supposons que
deg f = n > 1, et que le résultat soit vrai pour les polyndomes de degré inférieur & n. On a

f(ty = att + a, v+ o Foagt + g

Alors F(TYw) = (a, T+ ap_y o1+ -+ + agl)(w)
(@, PP ) + @y Tr= 1 - + agh)(w)
= (@, T 1)(T(w)) + (@y_; Tn~1+ - - - + agl)w)
= f(T)(w)
(ii) Soit m(r) le polyndme minimal de 7, Alors d’aprés (i), m(TYW) = m(TY(w) = 0(w) = 0

pour toutw € W ; c’est-a-dire, que T est un zéro du polyndme m(¢). Donc le polyndme minimal
de T divise m(¢).

DECOMPOSITIONS EN SOMMES DIRECTES INVARIANTES

10.7.

Démontrer le théoréeme 10.4 : Supposons que W,,..., W, soient des sous-espaces de V
et supposons, que pour i = 1,...,r {w;;,...,w, }soit une base de W,. Alors V est la
somme directe des W,, si et seulement si 'union !

B = {W11, vy Wang, . oy Wry, .,wmr}

est une base de V.

Supposons que B soit une base de V. Alors pour tout v € V,

v = apwy o+ U Win, &+ 0+ @y Tt R Gy Wep Wy Wy F o kW,
o w; = q;wy t--- ainl_ Wini € W;. Montrons ensuite qu’une telle somme est unique. Supposons
v = wi+wi+ - +wl ou w,E W,
Puisque {w“, e w,-ni}est une base de W;, w; = bywy, + -t biniwz'n,- et donc

v = bllwll + o+ blnl'wl'n1 R e brnrwrnr
Puisque B est une base de V, a;; = b;; pour tout 7 et j. Donc w; = w:. et la somme donnant v est unique.
En conséquence, V est la somme directe des W,

Réciproquement, supposons que V soit la somme directe des W,. Alors pour tout v € Viv=w +.. . +w,
ou w; € W,. Or {Wij-} est une base de W, chaque w; est une combinaison linéaire des w;; et donc v est
une combinaison lindaire des éléments de B. Donc B engendre V. Montrons maintenant qude B est linéaire-
ment indépendant. Supposons

ap Wy + o D1, Win, Foeer At oapwey to et Crn, Wen, = 0
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Remarquons que a;; w;; +--- + Tin; Win, € W. Nousavons aussi 0 = 0 + 0 + ...+ 0 oh 0 € W,
Puisqu’une telle somme pour O est unique,

auWy 1t Wy, = 0 pour ¢ =1,...,r

L’indépendance des bases {wi]-.}implique que tous les g sont nuls. Ainsi B est linéairement indépendant
et donc est une base de V,

Supposons T : V — V linéaire et supposons que T = T, ® T, par rapport a une décompo-

sition en sommes directes T-invariante. V = U ¢ W, Montrer que

(i) m(t) est le plus petit commun multiple de m,(t) et m,(t) ou m(t), m,(t), m,(t) sont
les polynomes minimaux de T, T, et T, respectivement.

(if) A(t) = A (f) A,(t) ou A(t), A,(t) et A,(t) sont les polynOmes caractéristiques de T,
T, et T, respectivement.

(i) D’aprés le probleme 10.6 chacun des m (1) et m,(¢) divise m(¢). Supposons maintenant que f(¢)

soit un multiple 4 la fois de m (¢) et de m,(¢) ; alors f(T,) (U) = 0 et f(T,) (W) = 0. Soit » e v,
alors v =u + wavecu € U et w € W, On a donc

(Dv = [(Du+ f[(Mw = f(Tyu+ f(Thw = 0+0 = 0

Cest-a-dire que 7T est un zéro de f(¢). Donc m(r) divise f(t) et donc m(¢) est le plus petit commun
multiple de m, (¢} et m,(¢).

A
(ii) D’aprés le théoréme 10.5, T a une représentation matricielle M = (0 ) ol A et B sont les repré-
B

sentations matricielles de T, et T, respectivement. Alors d’aprés le probléme 9.66
tl — A 0

Aty = |HH-M| = 0 thB’ = [tI—A|[tI—B] = A((t)Ay(t)

comme il est demandé,.

Démontrer le théoreme 10.7. Supposons T : V — V linéaire, et supposons que f(t) = g(t) k()
soient des polyndomes tels que f(T) = 0, g(t) et h(t) soient premiers entre eux. Alors V

est la somme directe des sous-espaces invariants par T, U et W ou U = Ker g(T) et

W = Ker h(T).

Remarquons d’abord que U et W sont invariants par T d’aprés le théoréme 10.2. Puisque g(t) et
h(t) sont premiers entre eux, il existe des polyndomes r(z) et s(¢) tels que

r(t) g(t) + s r(t) = 1
Donc, pour I’opérateur 7, D g(T) + s(DMT) = I (*)
Soit v € V; alors d’aprés (¥) v = rHTyg(Mhv + s(TY(T)v

Mais le premier terme dans cette somme appartient & W = Ker A(T) puisque

MDD g(Dv = rDgMHKT)v = rDH(T)v = »(T)0v = 0
De fagon analogue, le second terme appartient 4 U. Donc V est la somme de U et W.

Pour démontrer que V = U & W, nous devons montrer quune sommev=u+wavecuSUetwEW
uniquement déterminée par v. Appliquons opérateur r(T) g(T) 4 v = u + w en utilisant le fait que
g(T) u = 0 ;on obtient

T g(Mv = r(TNg(DNu + r(DNg(Nw = r(D)g(Dw
Appliquons aussi (*) 3 w seul en utilisant le fait que 2(T) w = 0 ; on obtient
w = rMg(Dw + s(MrTw = r(T)g(T)w

Les deux formules précédentes nous donnent w = #(T) g(T)v et donc w est uniquement déterminé par v.
De fagon analogue u est uniquement déterminé par v. Donc V= U @ W comme demandé.
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Démontrer le théoréme 10.8 : Dans le théoréeme 10.7 (Probléme 10.9), si f(¢) est le poly-
nome minimal de T (avec g(t) et h(t) normalisés), alors g(t) est le polynome minimal de
la restriction T, de T a U et h(t) est le polyndme minimal de la restriction T, de T' a W.

Soient m (f) et m,(¢) les polyndmes minimaux de T, et 7, respectivement, Remarquons que g(7';)= 0
et h(T,) = 0 car U = Ker g(T) et W = Ker h(T). Ainsi

m,(¢) divise g(z) et m,(z) divise h(t) (1)

D’aprés le Probleme 10.9, f(2) est le plus petit commun multiple de m,(¢) et mz(t) Mais m (1) et m,(t)
sont premiers entre eux, puisque g(r) et A(t) sont premiers entre eux. En conséquence, f(t) = ml(t)mz(t)
Nous avons aussi f(t) = g(¢) h(r). Ces deux équations avec (/) et le fait que tous les polyndmes sont
normalisés impliquent que g(¢) = m 1(2) et h(z) = m,(¢) comme il est demande.

Démontrer le théoreme 10.6 sur la décomposition primaire : Soit T : V = V un opérateur
linéaire avec pour polyndme minimal

m(t)y = fi@)mfo(t)2 ... fr (D)™
ou les f;(¢) sont des polyndmes distincts irréductibles et normalisés. Alors V est la somme
directe des sous-espaces invariants par T, W,, W,,..., W, ou W, est le noyau de f,(T)".
De plus f;(t)"? est le polyndme minimal de la restriction de T a W,.

La démonstration se fait par récurrence sur . Le cas » = 1 est trivial. Supposons que le théoréme ait
été démontré pour r — 1. D’aprés le théoréme 10.7 nous pouvons écrire V comme la somme directe des
sous-espaces T-invariantsW; et ¥, ol W, est le noyau de f, (TY'! et o1 V. est le noyau de
fz(T)n2 f(T)n’ D’ apres le theoreme IO 8 Ies polyndmes minimaux des restrlctlons de 7 a W, etV
sont respectwement fr ()" et £, ("2 (D) .

Notons la restriction de T & V., par T;. D’apres I’hypothése de récurrence, V', est la somme directe
des sous-espaces W,,..., W, telle que W; est le noyau de f(T Y et telle que 5 ()™ est le polyndme
minimal de la restr1ct1on de T, a W;. Mms le noyau de f; (T) i pour i = 2,...,r est nécessairement

contenu dans V ,, buisque fl(t) i d1v1se fz(t) fr(t)"" Ainsi le noyau de f (T)"’ est le méme que le
noyau de f;(T,) ' qui est W;. Ainsi, la restriction de T a W; est la méme que la restriction de T a W;
pour i = 2,...,r) ; donc fi(t)"i est aussi le polyndme minimal pour la restriction de T & W, Donc
V=W, @ W, ®... ® W_ est la décomposition demandée de T.

Démontrer le théoréme 10.9 : Un opérateur linéaire T : V — V a une représentation ma-
tricielle sous forme diagonale si et seulement si son polyndme minimal m(t) est un produit
de polyndomes linéaires distincts.

Supposons que m () soit un produit de polyndmes linéaires distincts ; par exemple
m(t) = E—A)({E—Ng) ... (E—1)

ol les )\l sont des scalaires distincts. D’aprés le théoréme de la décomposition primaire, ¥V est la somme di-
recte des sous-espaces W,,..., W, ou W, = Ker (T — N\JJ). Ainsi si v € W; alors (T - ?\I) (v) = 0 ol
T) = >\iv. En d’autres termes chaque vecteur de W; est un vecteur propre appartenant 4 la valeur propre
A; D’apres le théoréme 10.4, 'union des bases de Wl, ..., W, est une base de V. Cette base est une base
de vecteurs propres et donc T est diagonalisable,

Réciproquement, supposons que T soit diagonalisable, c’est-a-dire que V soit une base contenant les
vecteurs propres de T'. Soit A, ..., A, les valeurs propres distinctes de 7. Alors I'opérateur

AT = (T—AIT — 2D .. AT — D)
transforme chaque vecteur de base en 0. Ainsi f(T) = 0 et donc le polyndme minimal m(¢) de T divise

ie polyndome
poy FO) = @=A)(E—2Ag) ... (E—2)

En conséquence, m(¢) est un produit de polyndmes linéaires distincts,
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10.13. Soit T : V = V linéaire. Supposons que pour U € V, T¥v) = 0, mais T*~'(v) # 0. Dé-
montrer que

(1)
(2)
(3)
(4)

(n

2)

(3)

(4)

L’ensemble S = {v, T(v) ... T* !(v) } est linéairement indépendant.
Le sous-espace W engendré par S est invariant par 7.
La restriction T de T a W est nilpotente et d’indice k.

Relativement a la base {T*~!(v),...,T(v),v}de W, la matrice de T est de la forme
o1 0 ... 00
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 O 0 0

Donc la matrice £ x k précédente est nilpotente et d’indice k.

Supposons
av + a; TW) + ayT2(v) + - + g T 1{v) = 0 (*)

En appliquant 7%= 1 3 (*) et en utilisant le fait que T (v) = 0, on obtient a Tk=1(y) ; puisque T*=1(y) # 0,
a = 0. Appliquons maintenant 7%~2 3 (*) et utilisons le fait que T*(v) = 0 et a = 0, nous trouvons

a, T*=1(v) = 0 donc a, = 0. En appliquant ensuite 7%~ & (*) et en utilisant le fait que () =0
et a = a; = 0, nous obtenons a, T%~1(y) = 0, donc a, = 0. En continuant la méme démonstration
nous trouvons que tous les ¢ sont nuls donc § est indépendant.

Soit v € W. Alors

v = bv + by TW + byT2v) + -+ + by Tk 1(v)
En utilisant Tk(v.) = 0, nous avons

Tw)y = bTW) + by Txv) + -+ + b, Tk (v) € W

Donc W est invariant par 7.

D’aprés I’hypothése que T*@w) = 0, donc pour i = 0,...,k — 1,
Tr(Ti(w)) = Tk+i(w) = 0
C’est-é;\dire gu’en appliquant T* 3 chaque générateur de W, nous obtenons 0 ; donc T* = 0 et

donc 7 est nilpotent d’indice au plus égal & k. D’autre part 7%~1(y) = T*=1(») # 0 ; donc T est
nilpotent d’indice égal exactement a k.

Pour la base {Tk“l(v) s Tk—z(v), ..., T ,v} de W,
T(TF1(v)) = T*(v) = 0
T(Te-2(0)) = Tk=1(v)
Pre-sw) = Te -2 (o)
T(rw) = T2(v)
T (v) = T(v)
Donc la matrice de T dans cette base est
0 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1
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Soit T : V — V linéaire. Soit U = Ker T? et W = Ker T'*!. Montrer que (1) U C W
(2) T(W) C U.

(1) Supposons u € U = Ker T¢. Alors Ti(w) = 0 et donc 797 '(w) = T(Tiw)) = T(0) = 0. Donc
u € Ker T'*! = W. Mais ceci est vrai pour tout u € U ; donc U C W.

(2) De fagon analogue, si w € W = Ker Ti+1, alors TP (w) = 0. Donc T Y(w) = T{T(w)) = 0 et
donc T(W) C U.
Soit T : V = V linéaire. Soit X = Ker T2, Y = Ker T'~!et Z = Ker T'. D’aprés le pro-
bléme précédent X C Y C Z. Supposons que
(U, . Uy, (U e Ur, V1, o, VsY, (U1, e U, Ve, e, Vs, W, .., W
soient des bases de X, Y et Z respectivement. Montrer que
S = {ul, vy Ur,y T(’LUl), ey T(?/Ut)}
est contenu dans Y et est linéairement indépendant.

D’apres le probléme précédent T(Z) C Y et donc § C Y. Supposons maintenant que S soit linéairement
dépendant. Alors il existe une relation
auy + o0+ oau, + by T(wy) + - F b T(wy) = 0

ol au moins un coefficient n’est pas nul. De plus, puisque {ui} est indépendant au moins un des b, ne doit
pas eétre nul. En transposant, nous trouvons

by T(wy) + -+ + b, Tw) = —auy — ++ —au, € X = KerTi-?
Donc Ti2(by T(wy) + « -+ + b T(wy)) = 0
Ainsi Ti-lbyw + -+ + baw) = 0 etdonc byw, + --- + bw, € Y = Ker Ti~1

Puisque {ui, v, }engendre Y, nous obtenons une relation entre les U, vy et wy ol I'un des coefficients, c’est-
a-dire 'un des b, n’est pas nul. Ceci contredit le fait que {u;, Vis wy } est indépendant. Donc S doit &tre
aussi indépendant.

Démontrer le théoreme 10.10 : Soit T : V — V un opérateur nilpotent d’indice k. Alors T
a une représentation matricielle sous forme de matrice diagonale bloc dont les éléments dia-
gonaux sont de la forme

01 0 0 0
0 0 1 0 0
N = | i,
0 0 0 01
0 0 0 0 0

I1 existe au moins un N d’ordre k et tous les autres N sont d’ordre << k. Le nombre des N
de chaque ordre possible est uniquement déterminé par T. De plus le nombre total des N
de tous les ordres est la nullité de T.

Supposons dim V = n. Soit W, = Ker T, W, = Ker T2, ..., W = Ker T¥. Posons m; = dim W; pour
i=1,...,k Puisque T est d’indice k, W, = V et W,_, # V et donc m;_; <m, = n D’aprés le probléme
10.17,

Wi,cWyCc--CW, =V
Ainsi, par récurrence, nous pouvons choisir une base {ul see s Uy Yde V telle que {ul 5o Uy, }soit une
base de W,

Choisissons maintenant une nouvelle base pour V dans laquelle 7 a la forme désirée, Il sera pratique d’indi-
quer les membres de cette nouvelle base par des couples d’indices. Commengons en posant

v(1, k) = Uy v1s V2 E) T Uy b ey v(my, —my_y, k) = Ui,
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et posons
v(l, k—1) = Tw(l, k), v(2,k—1) = Tv(2, k), ..., vime—my_y, k—1) = Tv(m, —my_, k)
D’aprés le probléme précédent,

S, = {uy ..., Uy _ v(1, k—1), ..., vimy—myg_y, k—1)}

est un sous-espace de W,_, linéairement indépendant. Etendons S, a une base de W, _, en adjoignant de
nouveaux éléments (si nécessaire) que nous noterons par

vim—my_1+1,k—1), vime—me-;+2,k—1), ..., v(Me_; —My_o k—1)

Posons maintenant
w1, k—2) = To(l, k—1), »2,k—2) = Tv@, k—1), ...,
V(M1 — Mye_9, b — 2) = To(myey — my—g, k— 1)
D’aprés le probléme précédent
v(1, k—2), ..., v(Mp—1— My_o, k—2)}

SQ - {ul, PR umk—.‘}’

est un sous-espace de W, _ 2 linéairement indépendant, que nous pouvons étendre a une base de W, _,
en adjoignant les éléments

VMo =My p+ 1, k~2), v(my_;—my_s+2,k—2), ..., v(mg_s—my_g k—2)

En continuant de cette maniére, nous obtenons une nouvelle base pour V, que nous écrivons comme suit
pour des raisons de commodité:

1)(1’ k); ey v(mk —ME—1, k)

v(L,k=1), ..., vim—m_, k—1), ..., vim_1—myu_y k—1)

’U(l, 2), ey v(mk — My 2), sy 'U(mk-—l — My g, 2)1 veey ?)(mz" my, 2)

’1)(1, 1), DY) 'U(mk —Mg—1, 1); sevy v(mk—l — Mg, 1)) ey v(m2~m1! 1); R} ’U(WL], 1)

La derniére ligne forme une base de W,, les deux derniéres lignes forment une base de W,, etc. mais
ce qui est important pour nous c’est que T transforme chaque vecteur en le vecteur immédiatement sous
lui dans le tableau précédent ou en O si le vecteur est dans la derniére ligne, c’est-d-dire

L v(t, j—1)pour j > 1
T'U(’Ly .7) - { 0 pour ] =1
Il est clair maintenant (voir probléme 10.13 (4)) que 7 aura la forme désirée si les v (i, j) sont ordonnés

par Pordre lexicographique ; en commengant par v(1, 1) et décrivant la premiére colonne jusqu’a v(l , k) ;
puis en passant & (2, 1) et en décrivant la seconde colonne,etc.

De plus, nous aurons exactement

m — my_, éléments diagonaux d’ordre k
(np_q — mp_p) — (mye — my_y) 2my_, — my — my_, éléments diagonaux d’ordre k — 1

2m, —m; — my éléments diagonaux d’ordre 2

2m; — my, éléments diagonaux d’ordre 1

comme nous pouvons le lire directement sur le tableau précédent. En particulier, puisque les nombres
my,..., m, sont uniquement déterminés par T, le nombre des éléments diagonaux de chaque ordre est

uniquement déterminé par 7. Finalement lidentité
my = (M —My_g) + @y =My —mmye_y) o+ @mg—my —mg) 4+ (2my — my)

montre que la nullité m, de T est le nombre total des éléments diagonaux de T.

011 0 1 001 1 1
00 1 1 1 0000 0

10.17. goit A=|000 0 0 Alors A2=|0 0 0 0 0 et A% =0
00000 000 0 0
00 0 0 0 000 0 0
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donc A est nilpotente d’indice 2. Trouver la matrice nilpotente M dans la forme canonique
qui est semblable a A
Puisque 4 est nilpotente et d’indice 2, M contient un bloc diagonal d’ordre 2 et aucun d’ordre su-

périeur 4 2. Remarquons que rang 4 = 2 ; donc la nullité de 4 = 5 — 2 = 3. Donc M contient 3 blocs
diagonaux. En conséquence M doit contenir 2 blocs diagonaux d’ordre 2, et 1 bloc d’ordre 1, c’est-a-dire

0 1;00 0

00,00 0

M = 0 0:0170
|

00, 00,0

00 00,0

Démontrer le théoréme 10.11, page 226, sur la forme canonique de Jordan d’un opérateur
T.

D’aprés le théoréme de la décomposition primaire, T est décomposable en opérateurs Ty, T,... T,,
cest-a-dire T =T, &...© T, ot (¢t — )\i)mi est le polyndme minimal de 7;. Ainsi en particulier

(Ty—nDm =0, ..., (T,— D™ =0
Posons N; = T; — ?\iI. Alors pour i = 1,...,r
T'i = N1+ >\lIY 0‘:1 N;m“ =

c’est-d-dire que T est la somme des opérateurs scalaires A;/ et d’un opérateur nilpotent N, , qui est d’in-

dice m;, puisque (r — X;) i est le polyndme minimal de T

D’aprés le théoréme 10.10 sur les opérateurs nilpotents, nous pouvons choisir une base de sorte que
N; soit sous sa forme canonique. Dans cette base T, = N; + X; [ est représentée par une matrice diagonale
bloc M; dont les éléments diagonaux sont les matrices Ji]-. La somme directe J des matrices M; est sous la
forme canonique de Jordan et, d’aprés le théoréme 10.5,est une représentation matricielle de T.

Nous montrons maintenant que les blocs J;; satisfont les propriétés demandées. La propriété (1) dé-
coule du fait que N; est d’indice m;. La propriété (2) est vraie car T et J ont le méme polyndme caracté-
ristique. La propriété (3) est vraie puisque la nullité de N; = T, — ;I est égale a la multiplicité géomé-
trique de la valeur propre A;. La propriété (4) découle du fait que T; et donc N; sont uniquement déter-
minés par T.

Déterminer toutes les formes canoniques de Jordan possibles pour un opérateur linéaire
T : V - V dont le polyndme caractéristique est A(t) = (¢ — 2)° (t — 5)%

Puisque r — 2 a pour exposant 3 dans A(¢), 2 doit donc apparaitre trois fois dans la diagonale prin-
cipale. De fagon analogue 5 doit apparaitre deux fois. Ainsi les formes canoniques de Jordan possibles sont

2 1 | 2 1 2 |
2 1 2 L2
S S L
___E%___- T2 [2+
e 2,
ol ) 501 | 501
| 5 | 5 [ 5
(1) (i1) (i)
2 1 | 2 1 2 |
| L
2 1, . Ez—jl
2 |27 '137
—— Lo Le
L5 _ 11:5_| I
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10.20. Déterminer toutes les formes canoniques de Jordan possibles J pour une matrice d’ordre 5
dont le polyndme minimal est m(t) = (¢t — 2)2
J doit avoir une matrice bloc de Jordan d’ordre 2 et les autres doivent étre d’ordre 2 ou 1. Ainsi il
y a donc seulement deux possiblités.:
2 1| 2

Remarquons que tous les éléments diagonaux doivent étre 2, puisque 2 est la seule valeur propre.

ESPACE QUOTIENT ET FORME TRIANGULAIRE

10.21. Soit W un sous-espace d’un espace vectoriel V. Montrer que les résultats suivants sont équi-
valents :

(1) u€v+W (2) u—vEW (8 vEU+W

Supposons u € v + W. Alors il existe wy € W tel que u = v + wy, Donc u — v = wy € W, Réci-
proquement, supposons ¥ — v € W. Alors u — v = w, olt wy € W, Donc u = v + wy € v + W. Donc
(1) et (2) sont équivalents.

Nous avons aussi u — vE Wssi —(u —v)=v —u € Wssiv €u + W, Donc (2) et (3) sont aussi-
équivalents,

10.22. Démontrer : Les classes de W dans V réalisent une partition de V en ensembles mutuelle-
ment disjoints, c’est-a-dire

(1)deux classes quelconques u + W et v + W sont soit identiques, soit disjointes, et

(2)chaque v € V appartient 2 une classe ; en fait v € v + W,

Deplusu + W=v + Wsiet seulement siu —vEWetdonc(v+w)y+W=v+ W
powr un w € W quelconque.

Soit v € V. Puisque 0 € W, nous avons v = v + 0 € v + W qui prouve (2).

Supposons maintenant que les classes u + W et v + W ne soient pas disjointes ¢’est-a-dire que le vec-
teur x appartient a la fois aux deux classes u + W et v+ W. Alors u — x € Wet x — v € W, La démons-
tration de (1) sera compléte si nous montrons que u + W = v + W, Soit u + wy un élément quelconque
de la classe u + W. Puisque u — x, x — v et w, appartiennent aw,

(@tw) —v = w—x)+@E—v)+tw, € W
Ainsi u + wy € w + W et dont la classe u + W est contenue dans la classe v + W. De fagon analogue

v + W est contenu dans u + Wet doncu + W =yv + W,

Le dernier résultat découle du fait que u + W = v + W si et seulement si u € v + W et d’aprés
le probléme précédent ceci est équivalent 4 u — v € W,

10.23. Soit W I’espace solution de 1’équation homogéene
2x + 3y +4z = 0. Donner les classes de W dans
R3
W est un plan passant par ’origine O = (0,0, 0)
et les classes de W sont les plans paralléles 3 W. De fa-

con équivalente, les classes de W sont les ensembles so-
lutions de la famille d’équations

2x+3y+4z=k KkER

En particulier 1a classe v + W ol v = (a, b, ¢) est I’en-
semble solution de I’équation linéaire

2x + 3y +4z= 22+ 3b+ 4c
ou 2x —a) +3(y - b)+4(z —-c)=0
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10.24. Supposons que W soit un sous-espace d’un espace vectoriel V. Montrer que les operatlons
dans le théoréme 10.15 page 229 sont bien définies ; montrer donc que siu + W= u "+ w
etv+ W=1v + W alors

(1) w+v)y+wW=@ +0v)+Wet (2) ku+ W= Fku' + W pour un k € K quelconque.

(1) Pulsqueu+W—u +Wetv+ W=y + W, ala foisu —u' ety —v' appartlennentaw Mais alors
(w+v— @ +v)—(u—u)+(v—v)€W Donc (u +v) + W= G +)+ w.

(2) Puisque aussi u — W eEwW implique k(v — u 'Y € W alors ku — ku' = k(u —u "YE W donc ku + W =
k' +w,
10.25. Soit V un espace vectoriel et W un sous-espace de V. Montrer que l’application n: V—> V/W
définie par n(v) = v + W est linéaire.
Pour tout u,v € V et pour tout k¥ € K, nous avons
put+v) = utv+W = ut+WHo+ W = gu) + 1)
et pkv) = kv + W = k(v+ W) = kq(v)

En conséquence, 7 est linéaire.

10.26. Soit W un sous-espace d’un espace vectoriel V. Supposons que {w,, ..., w,} soit une base
de W, et l’ensemble des classes {v,,...,v,} ou v = v; + W soit une base de ’espace quo-
tient. Montrer que B = {v,,..., v, Wy, ..., ,§, est une base de V. Ainsi dim V=dim W+
dim (V/W).

Supposons que u € V. Puisque {vj} est une base de V/W.
i = u+ W = q1®1+a2€v2+ o+ agby
Donc u = a; v, +---+ a,v, + w ol w € W. Puisque {wx.}est une base de W,
w = e+ -0+ aw+ bwy + -+ bav,
En conséquence B engendre V.

Montrons maintenant que B est linéairement indépendant. Supposons
vy + o Fegvg Fdywy + - Fdaw, = 0 (03]

Alors ¢y F o el = 0= w

Puisque {7, } est indépendant les ¢ sont tous nuls. En remplacant dans (1) on trouve d;w, + .- +d,w, = 0.
Puisque {w; } est indépendant, les d sont tous nuls, Ainsi B est linéairement indépendant et donc constitue
une base de V.

10.27. Démontrer le théoreme 10.16 : Supposons que W soit un sous-espace invariant par rapport
a lopérateur linéaire T : V - V. Alors T induit un opérateur linéaire T sur V/W défini par
T(v + W) =_T(v) + W. De plus, si T est un zéro d’un polynéme quelconque, il en est de
méme pour T. Ainsi le polynome minimal de T divise le polynome minimal de T.

Montrons d’abord que T est bien défini, c’est-d-dire que si u + W = v + W alors T(u + W)= T(r+ W).
Siu+ W= v+ Walorsu— v € W et puisque W est invarant par T, T(u ~ v) = T(u) — T(v) € W. En con-

séquence _ _
T+ W) = Tw +W = T@) + W = Tv+W)

comme demandé.
Montrons ensuite que 7T est linéaire. Nous avons

T+ W) -+ (v + W) Tau+v+W) = Tu+v)+ W = T@w) + Tv) + W

T + W+ Tw)+ W = Ta+w)+ Tv+w)

Il

fl

et
Thiu+ W) = Thu+W) = Thw) + W = kT + W = KT +W) = kTu+W)

Ainsi T est linéaire.
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Pour une classe quelconque u + W dans V/W,

THu+ W) = T2+ W = T(TW) + W = T(Tw+W) = T(Tu+Ww) = T2(utW)

Donc T2 = T2 De manitre analogue T = Tn quel que. soit n. Donc pour un polyndme quelconque,
) = aptr + -+ + ay = Dt
FDOw+w) = f(Dw + W = ZaTiw + W = Za(Tiw)+ W)
= Zuallu+w) = Zaliw+W) = (ZalYu+W) = AT+ W)

et donc f(T) = f(T). En conséquence, si T est une racine de f(z) alors f(T) = 0 = W= f(T) Cest-a-dire
que T est aussi une racine de f(¢). Ainsi le théoréme est démontré.

10.28. Démontrer le théoreme 10.1 : Soit T : V = V un opérateur linéaire dont les facteurs du
polyndme caractéristique sont des polyndmes linéaires. Alors V admet une base dans la-
quelle T est représentée par une matrice friangulaire.

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de V. Si dim ¥ = 1 alors toute représen-
tation matricielle de T est une matrice 1 x 1 qui est triangulaire,

Supposons maintenant que dim ¥ = n > 1 et que le théoréme soit vérifi€é pour des espaces de dimen-
sion inférieure 4 n. Puisque le polyndme caractéristique de T se décompose en produit de polyndmes li-
néaires, T a au moins une valeur propre et donc au moins un vecteur propre_non nul v, par exemple
T(v) = a,,;v Soit W le sous-espace & une dimension engendré par y. Posons ¥ = V/W. Donc (Probleme
10.26) dim ¥V = dim ¥V — dim W = n — 1. Remarquons aussi que W est invariant par 7, D’aprés le théo-
réme 10.16, T induit un opérateur linéaire 7 sur V dont le polyndme minimal divise le polyndme minimal
de T. Puisque le polyndme caractéristique de T est un produit de polyndmes linéaires, donc est son poly-

ndéme minimal ; et donc sont aussi les polyndomes minimal et caractéristique de 7. Ainsi V et T satisfont

les hypothéses du théoréme. Donc par récurrence, il existe une base {172,?3,. cay §n} de V telle que

T(By) = @by

T(93) = azby + a330

T(D,) = @0y + Qpglyg+ o + dpp¥y
Soient maintenant v,,..., v, des éléments de ¥ qui appartiennent respectivement aux classes VayeensVy
Alors {, Vysoens v,j est une base de ¥ (Probléme 10.26). Puisque T(v,) = a,,7,, nous avons

T(Dy) — ayePy = 0 etaussi  T(vg) — agvy € W

Mais W est engendré par v ; donc T(v,) — a,, v, est un multiple de v, c’est-a-dire

T(vg) — Agp¥s = anv et aussi  T(v2) = an v+ agvy
De fagon analogue, pour i = 3,...,n.
T(v) — @V — @03 — -+ — auyv; € W ot aussi T = ayv + apvg + -+ + ayy;
Ainsi T(v) = aqw
Ty = a0 + a0,
T(v,) = 6,V + apave + -+ + ap,v,

et donc la matrice de T est triangulaire dans cette base.

SOUS-ESPACES CYCLIQUES, FORMES RATIONNELLES CANONIQUES

10.29. Démontrer le fhéoréme 10.12 : Soit Z(v, T), un sous-espace T-cyclique, T, la restriction de
TaZ( T)etmy(t)=1t'+a, tF"'+ ...+ gy le T-annihilateur de v. Alors

(i) L’ensemble {v, T'(v),..., T*~!(v)} est une base de Z(v, T) ; donc dim Z(v, T) = k.
(ii) Le polyndme minimal de T, est m,(¢).

(i) La matrice de T, dans la base précédente est
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0 0 0 0 —ao
1 0 0 0 —a
C = |
0 0 0 0 k-2
0 0 0 1 —ar-
(i) D’aprés la définition de m (t) T (v) est le premier vecteur de la suite v, T(v), Tz(v) . qui est
une combinaison linéaire des vecteurs qui le précédent dans la suite ; donc ’ensemble
= {y, T(),. Tk 1(v)} est linéairement mdependant Il nous reste uniquement a montrer que

Z(v T) = L(B) est le sous-espace engendré par B. D’aprés ce qui précéde, Tk(v) € L(B). Démon-

trons par récurrence que T (v) € L(B) pour tout n. Supposons n> ket T" () € L(B) cest-a-

dire T"~1(») est une combinaison linéaire de v, T “1w). Alors T"(») = T(T" Y(»)) est une combi-
naison linéaire de T(¥), ..., T*¥—1(»). Mais Tk(v) E L(B) ; donc T"(v) € L(B), pour tout n. En conséquence
f(T) (v) € L(B) pour tout polyndme f(z). Ainsi Z(v, T) = L(B) et donc B est aussi la base

demandée comme nous 'avions affirmé.

(ii) Supposons m(z) = 5 + bo_y L S by soit le polyndbme minimal de 7,. Alors puisque
yvEZ(v, T)
0 = m(T)w) = m(T)(w) = T5() + by Ts~L(w) + - + bew
Ainsi T5(v) est une combinaison linéaire de v, T(¥), ..., T¥71(») et donc k < s. Cependant
m (T)v = 0 et aussi m (T,) = 0. Alors m(t) divise m (¢) et donc s < k. En conséquence Kk = s
et donc m,(¥) = m(2).

(iif) T, (v) = T(v)
Ty(T() = T3(v)
To(Te™2(v) = Tk 1(v)
T, (TE"1(v)) = THv) = —aw — a;T(wv) = &y T?(v) — -+ — @ T*71(v)

D’aprés la définition, la matrice de T, dans cette base est la transposée de la matrice des coeffi-
cients du systéme précédent dequat1ons donc il s’agit de C, comme il était demandé.

Soit T : V = V linéaire. Soit W un sous-espace invariant par T de V et f-l‘_l’opérateur induit
dans V/W. Démontrer (i) Le T-annihilateur de v € V divise le polyndome minimal de T
(ii) Le T-annihilateur de v € V/W divise le polyndme minimal de T.
(i) Le T-annihilateur de v € V est le polyndme minimal de la restriction de T & Z(v, T) et donc,
d’aprés le Probleme 10.6, il divise le polyndme minimal de T.
(ii) Le T-annihilateur de v € V/W divise le polyndme minimal de T, qui divise le polyndme minimal
de T d’aprés le théoréme 10.16.
Remarque. Dans le cas ol le polyndme minimal de T est f(¢#)" ol f(¢) est un polyndme normalisé

irréductible, alors le T-annihilateur de v € V et le T-annihilateur de v € V/W sont de la forme
F(OO™ ot m < n.

Démontrer le lemme 10-13 : Soit T : V = V un opérateur linéaire dont le polynéme mi-
nimal est f(£)" ou f(t) est un polyndme normalisé irréductible. Alors V est la somme directe
des sous-espaces T cycliques Z; = Z(v,, T), i = 1,...,r avec les T-annihilateurs corres-
pondants

f(t)";y f(t)’ﬂz, ey f(t)"'r, N o= == =,

Toute autre décomposition de V en somme directe de sous-espaces T cycliques a le méme
nombre de composantes et le méme ensemble de T-annihilateurs.
La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de V. Si dim V = 1, alors V est lui-méme

T-cyclique et le lemme est vrai. Supposons maintenant dim V > 1 et que le lemme soit vrai pour les
espaces vectoriels de dimension inférieure a celle de V.
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Puisque le polyndme minimal de T est f(#)", il existe v, € V tel que f(TY*"'(v,) # 0 ; donc le T-
annihilateur de v, est ", Soit Z, = Z(v,, T) et rappelons que Z est invariant par T, Soit V= V/Z,
et soit T l'opérateur linéaire sur V induit par T. D’aprés le théoréme 10.16, le polyndme minimal de
T divise f(z)" ; donc I'hypothése est vérifiée pour 7V et T. En conséquence, par récurrence, ¥ est la
somme directe des T sous-espaces cycliques, c’est-a-dire

V= 20,0 @ ©20,7)
ott les T annihilateurs correspondants sont F(t)72, ..., f(t), = ny = ... =y

Nous affirmons qu’il y a un vecteur v, dans la classe v, dont le T-annihilateur est )2, e T-
annihilateur de v,. Alors 2wy e z ;- Donc il existe un polynéme g(¢) pour lequel

AT (w) = g(T) (v;) ()
Puisque f(z)" est le polyndbme minimal de T, nous avons d’aprés (1),
0 = f(I)(w) = fT)" " g9(T) (vy)

Mais f(z)" est le T-annihilateur de v, ; donc f()" divise f(¢)" "2 g(r) et donc g(¢) = 2 h(t) pour
un certain polynome 4 (f). Nous posons
V2 = w— MT) (v,)

Puisque w — v, = h(T) (v;) € Z,, v, appartient aussi & la classe v,. Ainsi le T-annihilateur de v, est
un multiple du 7-annihilateur de ¥,. D’autre part, d’aprés (1)

(T (wy) = f(D)2w—KT)(v) = f(T)(w) — 9(T)(v) = 0

En conséquence le T-annihilateur de v, est £(£)*? comme nous 'affirmions.

De fagon analogue, il existe des vecteurs v;,..., %, € V tels que v; € v; et tel que le T-annihilateur
de v; est f(t)"’, le T-annihilateur de v;. Nous posons
Z2 = Z(’Uz, T)) vy ZT = Z(Uw T)

Soit d le degré de f(¢) et donc le degré de f(t)"i sera dn;. Alors puisque f(t)"i est a la fois le T-
annihilateur de v; et le T-annihilateur de ;, nous savons que

vy T, ..., T4 (v} et {0, T(@), ..., Tan—1(3)}

sont des bases pour Z(v;, T) et Z(v;, T) respectivement, pour i = 2,...,r. Mais
V=21, T)e..-@ Z(Fr, T) ; donc_
{9, ..., TIm—1(Dy), ..., ..., Tan—1(5 )} ___
est une base pour V. Donc d’aprés le probléme 10.26 et la relation Ti(i) = Ti(v) (voir probleme 10.27),
..., Td'”_l(vl), Vo seons Td""-’_l(vz),. s Vg Td""—l(vr)}
est une base powr V. Ainsi d’aprés le théoréme 104 V = Z(v;, T) © --- ® Z(y,, T) comme prévu,
Il(r;,ste d montrer que les exposants 7,,...,.n, sont uniquement déterminés par 7. Soit d le degré
de f(t),

dim V=d(n +---+n) et dim Z,=dn;, i=1,...,r

Ainsi, si s est un exposant quelconque entier positif (Probléme 10.59) f(T)° (Z;) est un sous-espace
cycligue engendré par f(T)s(vi) et il a pour dimension d(n; — s) si n; > s et pour dimension 0 si ;< s,

Un vecteur quelconque v € V peut étre écrit sous forme unique v = w; + ...+ w, ot w; € Z,.
Donc un vecteur quelconque de f(T)° (V) peut &tre écrit de maniére unique sous la forme

F(Ty(w)y = [T (wy) + -+ + f(T)(w,)
ol f(T) w;) € f(T)s(Zl.). Soit t ’exposant entier, dépendant de s, pour lequel

Ny >8 vy N 8 MNyyp =8
Alors ATy V) = (T (Z) & - @ f(T)(Zy
et donc dim (f(T)»(V)) = d[ny—s) + -+ + (n,—3)] ()

Les nombres 4 gauche de (*) sont uniquement déterminés par T. Posons s = n — 1 et (*) le nombre
des n égaux i n. Posons ensuite s = n — 2 (*) déterminant le nombre des n, égaux 4 n — 1. Répé-
tons ce raisonnement jusqu’a s = O et déterminons le nombre des n; égaux a 1. Ainsi les n; sont uni-
quement déterminés par T et V et le lemme est démontré.
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10.32. Soit V un espace vectoriel de dimension 7 sur R et soit T : V = V un opérateur linéaire
ayant pour polyndme minimal m(t) = (t* + 2) (¢t + 3)2. Trouver toutes les formes cano-
niques rationnelles possibles pour T.

La somme des degrés des matrices compagnons doit donner 7. Ainsi une matrice compagnon doit &tre

associée & r2 + 2 et une doit I’6tre 3 (¢ + 3)3. Ainsi !la forme rationnelle canonique de T est exactement
P'une des sommes directes suivantes des matrices compagnons suivantes :

(i) C#2+2) @ C(t2+2) @ C((t+3)3)
i) C(#+2) @ C((t+3)) @ C(t+3))
(iff) C(£24+2) @ C((t+3)%) @ C(t+3) G C(t+3)

c’est-a-dire

0 -2 0 —2 0 —2
1 0 1 0 1 0
0 —2 0 0 27 0o 0 —27
1 0 1 0 —27 1 0 —27
0 0 —27 0 1 -9 0 1 -9
1 0 -27 0 —9 -3
0 1 -9 1 -6 3
() (ii) (1ii)
PROJECTIONS
10.33. Supposons V.= W, .. .® W,. La projection de V dans son sous-espace W, est l'application

E : V- V définie par E(v) = w, ouv =w, + ..- + w,, w; € W,. Montrer que (i) E est
linéaire (ii) E? = E.
(i) Puisque la somme v = w; + ... + w, w; € W est umquement determlne par v, lapplication E

est bien définie, Supposons que pour u e V, u= w1 +...+ w w € W, Alors

v4+u = (witw)+ A+ (wotw) et kv = kw+ - + kw, kw;,, w,+w € W,

sont les sommes uniques correspondant & v + u et kv. Donc

Ew+u) = w,+w, = E(W)+ E(uw) et E(kv) = kw, = kE(v)

et donc E est linéaire.

(ii) Nous savons que w, = 0+ - +0+w,+0+---+0

est la somme unique correspondant a w, € W, ; donc E(wk) = wg. Alors pour tout v € V
E2v) = EBE@) = Ewy) = we = E(v)
Ainsi E? = E, comme demandé,

10.34. Supposons E : V = V linéaire et E2 = E. Montrer que (i) E(u) = u pour tout u € Im E,
c’est-a-dire la restriction a E de son image est l’application identique, (ii) V est la somme
directe de 'image et du noyau de E : V = Im E ® Ker E ; (iii) E est la projection de V
sur Im E, son image. Ainsi, d’aprés le probléme précédent, une application linéaire T: V>V
est une projection si et seulement si T = T ; cette caractérisation d’une projection est
fréquemment utilisée comme définition.

(i) Siu € Im E, alors il existe v € V pour lequel E(v) = u ; donc

Eu) = EE®Ww) = E)v) = E'(v) = u
comme demandé.

(ii) Si v € V. Nous pouvons écrire v sous la forme v = E(v) + v — E(v). Maintenant E(v) € Im E et
puisque )
Ev—Ew) = E(v) — E2(v) = E(v) —E(v) =

v — E(v) € Ker E. En conséquence V = Im E + Ker E.
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Supposons maintenant w € Im E N Ker E, D’aprés (i) E(w) = w car w € Im E. D’autre part
E(w) = 0, car W € Ker E. Ainsi w = 0 et donc Im E N Ker £ = {0} Ces deux conditions im-
pliquent que V est la somme directe de I'image et du noyau de E.

(iii) Soit v € V est supposons ¥ = u + w olt ¥ € Im E et w € Ker E, Remarquons que E(u) = u
d’aprés (i) et E(w) = 0 car w € Ker E. Donc

E@w) = Emu+w) = Ew +Ew) = u+0 = u

C’est-a-dire, F est la projection de ¥V sur son image.

10.35. Supposons V = U & W et supposons que T : V = V soit linéaire. Montrer que U et W
sont tous deux invariants par T si et seulement si TE = ET ou E est la projection de V
sur U.

Remarquons que E(v) € U pour tout v € V et que (i) E(v)=vssi v € U (ii) E(v) = 0ssiv € W.
Supposons ET = TE. Soit u € U. Puisque E(u) = u
T(w) = T(Ew) = (TE)(w) = (ETYw) = E(T(w) € U
0.
E(T(w)) = (ET)(w) = (TE)}w) = T(E(w)) = T(0) = 0 etainsi Tw) eW
Donc W est invariant par T,

Donc U est invariant par T, Soit w € W, Puisque E (w)

Réciproquement supposons a la fois U et Wtous deux invariants par T. Soit v € V et supposons v=u+ w
o u€ETetwEW Alors Tw)E U et Tw) € W ; donc E(T(u)) = T(u) et E(T(w)) = 0.
Ainsi
ET)(v) = ET)(u+w) = (ETYu) + (ETHw) = E(Tw) + E(Tw) = T(
ot (TE)w) = (TE)u+w) = TE@+w) = T(u)

C’est-3-dire, (ET) (v) = (TE) (v) pour tout v € V ; donc ET = TE comme demandé.

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

SOUS-ESPACES INVARIANTS
10.36. Supposons W invariant par T : ¥V = V. Montrer que W est invariant par f(T) pour tout polyndme f(2).
10.37. Montrer que chaque sous-espace de V est invariant par I et 0 ; qui sont les opérateurs identique et nul

10.38. Supposons W invariant par S : V= V et T : V — V. Montrer aussi que W est invariant par § + T et
ST.

10.39. Soit T : V - ¥V une application linéaire et soit W le sous-espace propre.correspondant a la valeur propre
A de T. Montrer que W est invariant par T.

10.40. Soit V un espace vectoriel de dimension impaire (supérieure a4 1) sur le corps des réels R. Montrer que
tout opérateur linéaire sur ¥ a un sous-espace invariant autre que ¥ ou {0}.

, . . . (2 —4 Car s , o .
10.41. Dgtermmeir les sous-espaces invariants de 4 = ( 5 ) ) considéré comme un opérateur linéaire sur (i)
R (i) C-.

10.42. Supposons que dim ¥ = n. Montrer que T : V ~ ¥V a une représentation matricielle triangulaire si et

seulement si il existe des sous-espaces invariants par T, W, C W, C. .. C W, = V pour lesquels
dim W, =k k= 1,..., n :

SOMMES DIRECTES INVARIANTES

10.43. Les sous-espaces W,,..., W, sont dits indépendants si w, + .-+ + w, = 0, w; € W, ce qui implique que
chaque w; = 0. Montrer que L(W;) = W, ® --. ® W, si et seulement si les W; sont indépendants. (Ici
L (W;) indique I’ensemble des générateurs des W,).

10.44. Montrer que V' = W, @ ... @ W, si et seulement si (i) W = L(W,) et (ii) W, N L(W,,..., Wi_,,
Wesgso- s W) ={0}k=1,...,r

10.45. Montrer que L(W;) = W, @ --- ® W, si et seulement si dim L(W,) = dim W, + --- + dim W,.
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10.46. Supposons que le polyndme caractéristique de 7 : ¥V — V soit A(f) = fl(z‘)n1 f2(t)"2...fr(t)"’ ot les f;(1)
sont des polyndomes normalisés distincts et irréductibles. Soit V' =W, & ... & W, la décomposition pri-
maire de V en sous-espaces invariants par 7. Montrer que fi(t)"’ est le polyndme caractéristique de la restric-
tion de T & W,

NILPOTENTS OPERATEURS

10.47. Supposons que S et T soient des opérateurs nilpotents qui commutent c’est-a-dire tels que ST = TS, Mon-
trer que S + T et ST sont aussi nilpotents.

10.48. Supposons que 4 soit une matrice supertriangulaire, c’est-a-dire que tous les éléments sur et dessous la
diagonale principale sont nuls, Montrer que 4 est nilpotent

10.49. Soit V P'espace vectoriel des polyndmes de degré <X n. Montrer que l'opérateur différentiel sur V est nil-
potent et d’indice n + 1.

10.50. Montrer que les matrices nilpotentes suivantes d’ordre n sont semblables :

0 10 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
............... et 0 1 0 0
0 0 0 L
0 0 0 0 0 0 1 0

10.51. Montrer que deux matrices nilpotentes d’ordre 3 sont semblables si et seulement si elles ont méme indice de
nilpotence. Montrer par exemple que ce résultat n’est pas vrai pour des matrices nilpotentes d’ordre 4.

FORME CANONIQUE DE JORDAN

10.52. Trouver toutes les formes canoniques de Jordan possibles pour les matrices dont le polyndme caractéristique
A(t) et le polyndOme minimal m(¢) sont les suivants

1) Ay = (E—-2)04(t—3)%, m(f) = (t—2)2(t— 3)2
() A = (=75 m@) = (t—7)2
(iil) At) = (¢—2)7, m(t) = (t—2)3
(iv) A(t) = (¢—38)4(t—5)%, m(t) = (t—3)2(t—5)2

b

10.53. Montrer que toute matrice complexe est semblable 4 sa transposée. (Utiliser la forme canonique de Jordan
et le probleme 10-50).

10.54. Montrer que toutes les matrices complexes 4 d’ordre n pour lesquelles 4™ = [ sont semblables.

10.55. Supposons que A soit une matrice complexe avec seulement des valeurs propres réelles. Montrer que 4 est
semblable 4 une matrice avec seulement des éléments réels.

SOUS-ESPACES CYCLIQUES

10.56. Supposons que T : V -> V soit linéaire. Démontrer que Z(y, T) est l'intersection de tous les sous-espaces
invariants par T contenant v.

10.57. Soient f(¢) et g(t) les T-innihilateurs de u et v respectivement, Montrer que si f(z) et g(¢) sont premiers
entre eux, alors f(¢) g(¢) est le T-annihilateur de u + v,

10.58. Démontrer que Z(u, T) = Z{(v, T) si et seulement si g(T) (x) = v ol g(¢) est premier par rapport au
T-annihilateur de u.

10.59. Soit W = Z(», T) et supposons que le T-annjhilateur de v soit f(z)" ob f(z) est un polynéme normalisé
irréductible de degré d. Montrer que f(T)° (W) est un sous-espace cyclique engendré par f(7)° (v) et admet
pour dimension d(n — 5) si n > s et de dimension 0 si n < &.

FORMES RATIONNELLES CANONIQUES

10.60. Trouver toutes les formes rationnelles canoniques possibles pour
(i)  des matrices 6 x 6 ayant pour polyndme minimal m(t) = # +3) (¢ + 1)
(ii) des matrices 6 x 6 ayant pour polyndme minimal m () = (¢ + 1)3,
(iii) des matrices 8 x 8 ayant pour polyndme minimal m(t) = (2 + 2) (+ + 3)%

10.61. Soit A4 une matrice 4 x 4 ayant pour polyndme minimal m(t) = (£ + 1) (t2 — 3). Trouver la forme ra-
tionnelle canonique de 4 si 4 est une matrice sur (i) le corps des rationnels Q,(ii) le corps des réels R,
(iii) le corps des complexes C.
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A1 0 0
10.62. Trouver la forme canonique rationnelle pour la matrice de Jordan g 3 :\ 2
0 0 0 A
10.63. Démontrer que le polyndme caractéristique d’un opérateur T : ¥V > V est un produit de ses diviseurs élémen-
taires.
10.64. Démontrer que deux matrices 3 x 3 ayant les mémes polyndmes caractéristique et minimal sont semblables,
10.65. Soit C(f(¢) la matrice compagnon d’un polyndme arbitraire f(t). Montrer que f(¢) est le polyndme caracté-
ristique de C(F(2)).
PROJECTIONS
10.66. Supposons ¥V = W, @ ...@ W,. Soit E, la projection de ¥ sur W,. Démontrer (1) EE; = 0, i # j3(2)
[=E +..+ E,.
10.67. soit E,, ., E, des opérateurs linéaires sur V tels que (1) Ei2 = E; c’est-a-dire que les E; sont des projec-
tions ; (2) EiEj =0,i¥j;3)I=E; + ...+ E, Démontrer que V=ImE, ©...@ ImE,.
10.68. Supposons que E : ¥V = V soit une projection c’est-d-dire que £2 = E. Démontrer que F a une représen-
0
tation matricielle de la forme ( g ) ol r est le rang de E et I, la matrice r x r identique.
0 0
10.69. Démontrer que deux projections quelconques de méme rang sont semblables. (Utiliser le résultat du pro-
bléme 10.68).
10.70. Supposons que £ : ¥V = V soit une projection. Démontrer que

(1) I — E est une projection et V= ImE & Im{(I — E). (2) I + E est inversible (si 1 + 1 # 0).

ESPACES QUOTIENTS

10.71.

10.72.

10.73.

10.74.

10.75.

10.76.

10.77.

10.78.

Soit W un sous-espace de V. Supposons que ’ensemble des classes {V1 W,y YWy, T w}

dans V/W soit linéairement indépendant. Montrer que l’ensemble des vecteurs{v1 s V3 ey Vy } dans V
est aussi linéairement indépendant.

Soit W un sous-espace de V. Supposons que ’ensemble des vecteurs {“1 yUpseee, U } dans ¥ soit linéai-
rement indépendant et que L(u;) N W = {0}, Montrer que I’ensemble des classes {nul +W,...,u,+Ww}

dans V/W et aussi linéairement indépendant.

Supposons V' = U & W et que {ul,. . un} soit une base de U. Montrer que {u; + W, ..., u, + W} est
une base de ’espace quotient V/W. (Remarquer qu’il n’existe aucune condition sur la dimension de ¥ ou
W).
Soit W ’espace solution de 1’6quation linéaire
0¥yt agky + o F e, =0, g €K

et soit v = (b, b,,...,b,) € K. Démontrer que la classe v + W de W dans K" est ’ensemble solution
de I’équation linéaire

@ + gy + - +a,x, = b oll b = ayby + - 4+ ayb,
Soit ¥ D’espace vectoriel des polyndomes sur R, et soit W le sous-espace des polyndmes divisibles par 4,
c’est-a-dire de la forme aq, + a; B+t a,_4 t". Montrer que l’espace quotient V/W est de dimen-
sion 4., . :

Soit U et W les sous-espaces de V tels que W C U C V. Remarquons que toute classe ¥ + W de W dans

U peut étre aussi considérée comme une classe de W dans V puisque ¥ € U implique u € V ; donc U/W

est un sous-ensemble de V/W. Démontrer que (1) U/W est un sous-espace de V/W, (2) dim (V/W) — dim(U/W)=
dim (V/U).

Soit U et W des sous-espaces de V. Montrer que les classes de U N W dans V peuvent étre obtenues par inter-
section de chacune des classes de U dans V par chacun des classes de W dans V:

VIiUnw) = {{(»+U0)n@+W): v,v" €V}

Soit T : V= V' une application linéaire ayant pour noyau W et pour |4

image U. Montrer que l'espace quotient V/W est isomorphe 4 U par 'ap- T
plication 6 : V/W — U définie par 6 (v + W) = T(v). De plus, montrer
que T=ioc 0 onoun: V> V/W est 'application naturelle de” V sur
VIW cest-d~dire n(y) = v + W et i : U C V'est ’application i(u) = u V/W'-o“" U=V’
(voir le diagramme). ¢
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REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES.

(i) €2, {0}, W, = L((2, 1 —2{)), W, = L((2, 1 + 23)) -

(i) R2 et {0}

10.41.
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CHAPITRE 11

Formes linéaires et espace dual

INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous étudierons les applications linéaires d’un espace vectoriel dans son corps
des scalaires K (a moins qu’il en soit spécifié autrement, nous considérons K comme un espace
vectoriel sur lui-méme). Naturellement tous les théorémes et les résultats obtenus pour des appli-
cations linéaires quelconques sur V restent vrais pour ce cas particulier., Cependant nous traite-
rons ces applications séparément a cause de leur importance fondamentale, et parce que la relation
particuliére entre V et K donne lieu a de nouvelles notions et résultats qui ne s’appliquent pas
dans le cas général.

FORMES LINEAIRES ET ESPACE DUAL

Soit V un espace vectoriel sur le corps K. Une application ¢ : V = K est appelée fonctionnelle
linéaire ou forme linéaire si, pour tout u, v € V et pour tout a, b € K
¢ (au + V)= aop (u) + bo (v)

En d’autres termes, une forme linéaire ou fonctionnelle linéaire sur V est une application linéaire
de V dans K.

Exemple 11.1 : Soit 7; : K" = K P’application i®™¢ projection, c¢’est-3-dire mi(ay, ay,...,4,) = a;. Alors
m; est linéaire et donc c’est une forme linéaire sur K",

Exemple 11.2 : Soit V l’espace vectoriel des polyndmes en ¢ sur R, Soit ¢ : ¥V = R Popérateur d’inté-
1
gration défini par ¢ (p(¢)) = f p(t) dt. Rappelons que g est linéaire ; et donc il s’agit
d’une forme linéaire sur V.
Exemple 11.3 : Soit V I’espace vectoriel des matrices carrées n x n sur K, Soit T : V = K la trace :
TAY=a, * ap, +---+ a,, ol A= (ai].)

C’est-a-dire, T associe & une matrice A la somme de ses éléments diagonaux. Cette appli-
cation est linéaire. (Probléme 11.27) et donc il s’agit d’une forme lin€aire sur V.

D’aprés le théoréme 6-6, I’ensemble des formes linéaires sur un espace vectoriel V sur un
corps K est aussi un espace vectoriel sur K avec l’addition et la multiplication par un scalaire dé-
finis par

(¢ +o)v) = ¢(v) + a(v) et (k¢)(v) = ko(v)

ol ¢ et o sont des formes linéaires sur V et k € K. Cet espace est appelé lespace dual de V et
on le note V*,

Exemple 11.4 : Soit V = K", l’espace vectoriel des n-tuples que nous écrivons comme des vecteurs co-
lonnes. Alors ’espace dual V* peut étre identifié avec I'espace des vecteurs lignes. En

particulier, toute forme linéaire ¢ = (a,...,q,) dans V* a pour représentation
Ty
Ty
¢(xlr -‘-,xn) = (al’a"l) ...,a") o
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ou simplement
HXy, s X)) = @ Xy + axZy + -+ ay®,

Historiquement, la forme précédente était appelée forme linéaire.

BASE DUALE

Supposons V un espace vectoriel de dimension n sur K. D’aprés le théoréeme 6.7, la dimension
de l’espace dual V* est aussi n (puisque K est de dimension 1 sur lui-méme). En fait, chaque base
de V détermine une base de V* comme suit :

Théoréme 11.1 : Supposons que {v,,...,v,} soit une base de V sur K. Soient ¢,,...,9, € V*
les formes linéaires définies par

1 81 =74
w) = §, =
4{v) K {0 si i3]
Alors {¢,,...,¢,} est une base de V*.

La base précédente {¢,} est appelée la base duale de {v;}. Les formules précédentes utilisant
le symbole de Kronecker 5:‘;’ sont une écriture contractée pour
o, (v) =1, ¢,(v,)=0, ¢,(v)=0, ..., ¢,(v)=0
$5(1,) =0, 6,(v,) =1, ¢,(v)) =0, ..., ¢,(v,)=0

............................................

$a(v) =0, ¢,(v)) =0, ..., ¢, (v,_) =0, ¢,(v,)=1
D’apreés le théoréme 6.2, ces applications linéaires ¢, sont uniques et bien définies.
Exemple 11.5 : Considérons la base suivante de R? :{vl =2, D, v,=0, 1)} Trouver la base duale
{¢1, 92}
Nous cherchons les formes linéaires ¢, (x, y) = ax + by et ¢,(x, y) = cx + dy telles
que
6.0 =1,6,0)=0,6,0) =0, 6,0,) =1

Ainsi $1(v) = ¢4(2,1) = 2a+ b = 1}

ou a=-1,b=3
#1(vg) = ¢4(3,1) 3a+b =0

I

ou c=1,d=-2

d2(v1) = ¢9(2,1) = 2¢+d = 0
$o(vs) = #9(3,1) = 8¢+d = 1

Donc la base duale est {¢,(x, ¥) = — x + 3y, ¢,(x, ) = x — y}.
Le théoréme suivant établit des relations fondamentales entre les bases et leurs duales.

Théoréme 11.2 : Soit {v,,...,v,} une base de V et soit {¢,,...,9,} la base duale de V*. Alors
pour tout vecteur u € V
u = ¢ (W, + ¢, (w)v, + -+ + ¢ (W,

et pour toute forme linéaire ¢ € V*
o = U(’vl)(i)l + U(vg)¢2 + et U(vn)‘f’n

Théoréme 11.3 : Soient {v,...,v,} et {w,,...,w,} des bases de V et soit{¢,,...,9,} et
{01, N } les bases duales de V* correspondant respectivement aux {v,} et
{w,;}. Supposons que P soit la matrice de passage de la base {v;} a la base {w;}.
Alors (P™')" est la matrice de passage de {¢,} a {0,}.
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ESPACE DUAL D’UN ESPACE DUAL OU ESPACE BIDUAL

Rappelons que tout espace vectoriel V a un espace dual V* qui est ’ensemble de toutes les
formes linéaires sur V. Ainsi V* lui-méme a un espace dual V** appelé espace bidual de V qui
est I’ensemble de toutes les formes linéaires sur V*,

Montrons maintenant que chaque v € V détermine un élément particulier ¥ € V**, D’abord
nous définissons pour tout ¢ € V*

0(9) = ¢(v)
Il reste a démontrer que cette application & : V* - K est linéaire. Pour tous scalaires a, b € K et
pour toutes formes linéaires ¢, 0 € V* nous avons ’

2@p+bo) = (ap+bo)v) = ap() +bo(v) = av(e) + b2 (o)
C’est-a-dire, U est linéaire et donc U € V**, Le théoréme suivant s’applique alors.
Théoréme 11.4 : Si V est de dimension finie, alors 1’application v = U est un isomorphisme de V

sur V¥¥,

L’application précédente v = § est appelée ’application canonique de V dans V**, Insistons
sur le fait que cette application n’est jamais surjective sur V** si V n’est pas de dimension finie.
Cependant, elle est toujours linéaire et de plus elle est toujours injective.

Supposons maintenant que V soit de dimension finie. D’apres le théoreme précédent 1’appli-
cation canonique détermine un isomorphisme de V dans V** A moins qu’il en soit spécifié au-
trement nous identifierons V avec V** par cette application. En conséquence nous considérerons
V comme lespace des formes linéaires sur V* et nous écrirons V = V**, Remarquons que si
{¢} est la base de V* duale de la base {v;} de V alors {v;} est la base de V = V** duale de {¢,}.

ANNIHILATEURS

Soit W un sous-ensemble (non nécessairement un sous-espace) d’un espace vectoriel V. Une
forme linéaire ¢ € V* est appelée un annihilateur de W si ¢ (w) = 0 pour tout w € W, c’est-a-
dire si ¢ (W) = {0}. Nous démontrerons que ’ensemble de telles applications noté par W° qui est
appelé 'annihilateur de W, est un sous-espace de V*. Il est clair que 0 € we. Supposons mainte-
nant ¢, 0 € WwO. Alors pour tous scalaires @, b € K et pour tout w € W

(ap +ba)(w) = a¢(w) + bo(w) = ad + b0 = 0
Ainsi ap + bo € W® et donc W° est un sous-espace de V*.

Dans le cas ou W est un sous-espace de V, nous avons la relation fondamentale suivante
entre W et son annihilateur W°,

Théoréme 11.5 : Supposons V de dimension finie et W un sous-espace de V. Alors
(i) dim W + dim W° = dim V et (i) W°° = W.

Iei W% = {v € V ; ¢ (v) = 0 pour tout ¢ € W°}, ou de facon équivalente W°° = (W°)°
ot W% est considéré comme un sous-espace de V par rapport a lidentification de V a V*¥*,

La notion d’annihilateur nous permet de donner une autre interprétation d’un systéme homo-
géne d’équations linéaires,
Quxy + Qigke + ¢+ Qunka =

Aa1%1 + Qo2 + -+ + Aonkn = 0

Am1%y + AmoZle2 + ** ¢+ + AmnZn = 0
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Ici chaque ligne (q;;, a;,,...,q;,) de la matrice des coefficients A = (q;;)est considérée comme
un élément de K" et chaque vecteur solution ¢ = (x,, x,,...,x,) est considéré comme un élé-
ment de 'espace dual. Dans ce contexte, I’espace solution S de (*) est ’annihilateur des lignes
de A et donc de Vespace ligne de A. En conséquence, en utilisant le théoréeme 11-5, nous obte-
nons encore le résultat fondamental suivant sur la dimension de ’espace solution d’un systéme
homogéne d’équations linéaires :

dim S = dim K" — dim (espace ligne de A) = n — rang (A)

FRANSPOSEE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Soit T : V = U une application linéaire quelconque d’un espace vectoriel V dans ’espace
vectoriel U. Pour une forme linéaire quelconque ¢ € U*, Papplication composée ¢ o T est une
application linéaire de V dans K :

T ]

14 — U K

doT

C’est-a-dire ¢ « T € V*. Donc la correspondance

pr>¢oT
est une application de U* dans V* ; nous la noterons par T? et I’appellerons la transposée de T.
En d’autres termes, T" : U* - V* est définie par

T'(¢) = ¢ T
Ainsi (T*(¢)) (v) = ¢ (T(v)) pour tout v € V.

Théoréme 11.6 : L’application transposée T® définie plus haut est linéaire.

Démonstration : Pour tous scalaires a, b € K et pour toutes formes linéaires ¢, 0 € U*,

THap +bo) = (ap+bo)eT = a(¢poT) + blaoT)
= aTi(¢) + DTHo)

C’est-a-dire que T? est linéaire, comme nous ’avions affirmé.

Insistons sur le fait que si T est une application linéaire de V dans U, alors T® est une appli-
cation linéaire de U* dans V¥ :

V> U V< U

Le nom de “‘transposée’ pour 'application T’ provient du théoréme suivant.

Théoréme 11.7 : Soit T : V = U une application linéaire, et soit A la représentation matricielle
de T relativement aux bases {v;} de V et {u,} de U. Alors la matrice transposée
A’ est la représentation matricielle de T? : U* - V* relativement aux bases
duales de {u;} et {v,} respectivement.
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PROBLEMES RESOLUS

ESPACES DUAUX ET BASES
11.1. Soit ¢ : R > R et 0 : R> > R les formes linéaires définies par ¢ (x, y) =x + 2y et
g(x, ¥}y = 3x — y. Trouver (i) ¢ + o, (il) 4¢, (iii) 2¢ — bo.
D (+o)zy) = ¢z, y) +olw,y) = v+2y+8r—y = 4oty
(i) (“e)z,y) = 4g@,y) = Az+2y) = 4z + 8y
(iil) (2¢ —Ba)(x,y) = 2¢(z,¥) — Solz,y) = 20x+2y) — 58z —y) = —13z + Yy

12 . 3
11.2. Considérons les bases suivantes de R” : {v;, = (1, — 1, 3), v, = (0, 1, — 1), vy, = (0, 3, —2)L
Trouver la base duale {¢,, ¢,, ¢,}.
Nous cherchons les formes linéaires
1%, ¥, 2) = a2+ agy + agz, #9(%,y4,2) = b+ byy + bz, gylx, y,2) = e+ ey + g2

telles que gi(vy) = 1 p1(vy) = 0 pa(vg) = 0
#alvy) = 0 $a(vy) = 1 #a(vg) = 0
#3(vy) = 0 #3(vg) = 0 #alvg) = 1

Nous trouvons ¢; comme suit :
#1(vy) = ¢:(1,—1,3) = @y —ap+ 3a3 = 1

¢1(’l)2) = ¢1(0) 1: &1) = Ay — az = 0
#1(vs) = $1(0,8,—2) = 3ay — 2a3 = 0
En résolvant le systéme d’équations, nous obtenons a; = 1, a, = 0, a3 = 0. Donc ¢, (x, », z) = x.

Nous trouvons ensuite B,
#a(vy) = ¢9(1,~1,3) = by —by+3by = 0

#2(va) = $2(0,1,—-1) = by— by =1
Po(V3) = ¢4(0,8,—2) = 3by — 2b; = 0
En résolvant le systéme, nous obtenons b; = 7, by = —2, b3 =—3. Donc ¢,(x, ¥, 2) = Tx — 2y — 3z

Finalement nous trouvons ¢3 :

p3(vy) = ¢3(1,—1,8) = ¢y —cy+ Beg =

#3(va) = 3(0,1,—1) = ¢ — ¢3 = 0
pa(vg) = ¢3(0,8,—2) = 3¢y — 2¢5 =
En résolvant le systéme, nous obtenons ¢; = — 2, ¢, = 1, ¢3 = 1. Donc ¢3(x, », 2) = —2x + y + 2z

11.3. Soit V Despace vectoriel des polyndmes sur R de degré < 1, c’est-a-dire V = {a + bt
a, b € R}. Soit ¢; : V= R et ¢,: V > R définies par

sif) = f Ao et p00) = f ityar

(Nous remarquons que ¢, et ¢, sont linéaires et donc appartiennent a I’espace dual V*).
Trouver la base {v,, v,} de V qui est la base duale de {6, 0, 1.

Soient v, = a + bt et vy, = ¢ + dt. D’aprés la définition de la base duale
prlo) =1, o) =0 et 40 =0, glvy) =1

Ainsi .
#1(vy) = (@+bt)dt = a+3b =1

Il
=

$a(vy) = (a+0bt)dt = 2a + 2b
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Il
o

1
#1(v)) = f (et+dt)ydt = ¢+ 3d
0

2¢ + 2d

1
—

il

2
#a(vg) = f (c+dt)dt

0

En d’autres termes, {2 — 2¢, — % + t}est la base de V dont la base duale est {¢;, ¢,)}.

11.4. Démontrer le théoreme 11.1 : Supposons que {v,, v,,...,v,} soit une base de V sur K.
Soit ¢, ¢,,...,¢, € V* des formes linéaires définies par
1 sii=j3
{(v)y = 9§, = [
#{v) K 10 si ij

Alors {¢,, ¢,,..., ¢,} est une base de V*,

Démontrons d’abord que {¢1, ¢5,...,0,} engendrent V* Soit ¢ un élément arbitraire de V™, et
supposons que :

p(v1) = ky, p(v)) = kg, (.., ¢(va) =k,

Posons 0 = k;¢; + -+ + k,¢,. Alors

o(vy) = (kypy+ o0 +Repn)(vy)
= kyé1(vy) F kaga(v) + T kyen(vy)
= kyol 4+ kptO 4+ oo + k00 = Ky
De méme pour i = 2,...,n,
o) = (kypy+ -+ ks @)
= kyg(w) + oo+ kigiv) + o+ kpga(v) = Kk

Ainsi ¢(v;) = o(v;) pour i = 1,...,n Puisque ¢ et ¢ appartiennent a la base des vecteurs
p=0=ki¢; +---+ k,%,. En conséquence {¢1’” ¢2,_,.. ,¢n} engendre V¥,

Il reste 4 montrer que {¢,,..., ¢,} est lindairement indépendant. Supposons
Qg + Ay + - taue, = 0

Appliquons les deux membres a v,, on obtient

0

0(’01) = (a1¢1 +oeeet an‘f’n)(”l)
= oy ¢1(v)) + Gaga(vy) + -0+ @y en(vy)
a1'1+a/2'0+"'+0/n'0 -~ 0

De méme, pour i = 2,...,n,

0 = 0(w) = (a1t +ap)v)
gy pi(v) + o0 oaypv) + -t oag () = g

Cest-a-dire ¢, = 0,... 4, = 0. Donc {¢,, ..., ¢,} est linéairement indépendant et donc est bien une
base de V*,

11.5. Démontrer le théoréme 11-2 : Soit {v,, v,,..., v,} une base de V et soit {¢,,...,¢,}
la base duale de V*. Alors pour tout vecteur u € V

u = ¢ (wv, + (v, + - + ¢, (w)v, (1)

et pour toute forme linéaire 0 € V*
o = U(v1>¢1 + 0'(7)2)4)2 + T + 0‘(7)n)¢n (2)
Supposons U = awy + ayy o+ oay, - 3)

Alors
P1u) = ayéi(vy) + age(vy)) + o+ @(v,) = 091+ ape0 + 0 0,00 = g
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De fagon analogue, pour i = 2,...,n,

pi) = apevy) + o0 oape@) + o angilv) =

Clest-a-dire, ¢, (u) = a, $,(u) = a,,...,¢,(u) = a,. En substituant ces résultats dans (3) nous obtenons (/).
Démontrons ensuite (2). Appliquons la forme linéaire ¢ aux deux membres de (I),
o(w) = g(uo(vy) + g(w) ovg) + o0 + @ (u) olvy)
= o(vy) ¢1(w) + o) ga(w) + -0 A a(vy) ¢ (w)
= (olvpder T alvadps + -+ + o(v,)p,)(w)

Donc égalité précédente est vraie pour tout u € V, ¢ = o(v))¢; + o(vg)gs + - + o(v,)¢, comme demandé.
11.6. Démontrer le théoréme 11.3 : Soient {v,, v,,...,v,} et {w,,...,w,} des bases de V et
soient {¢,,..., ¢,} et {g,,...,0,} les bases de V* dual de {v;} et {w,} respectivement.

Supposons que P soit la matrice de passage de {v;}a {w,;}. Alors (P_l)}

passage de {¢.}a{g,}.

est la matrice de

Supposons
Wy = eV T oapvy o e, oy = bugy by + o0+ byyey
Wy = @9 ¥y + ooV T 0+ ¥y oy = bypy T bogpo + o+ bong,
Wy = Opi¥y + Guovg + o0 + AnnVn O = bn1¢1 + bn2¢2 + ot bnn¢’n

ol P = (al-j) et 0 = (bij). Nous cherchons i démontrer que Q = (P~ 1),
Appelons R; la ieme ligne de @ et Ci]- la jéme colonne de P’. Alors
Ry = (b, byg, ..., b)) B Ci = (a1, gy -0y @)t
D’aprés la définition de la base duale
oi{w) = (byer+ biaga + ¢+ bippn)(@; vy + ajpvg+ -+ aj0,)
= byaj + bgap + - + b, = RC; = §;

ol Sij est le symbole de Kronecker. Ainsi

R,C, R, ... R, 10 ... 0
opt = |BCi BCo ... BCu) _ [0 1 ... 0} _ g
R,C, R,C, R.C, 0 0 1

et donc Q@ = (PH)”! = (P71’ comme nous Paffirmions,

11.7. Supposons que V soit de dimension finie. Montrer que si v € V, v # 0, alors il existe
¢ € V* tel que ¢(v) # 0.

Etendons {»} une base {vl, Vasenos vn} de V. D’aprés le théoreme 6.1, il existe une application li-
néaire unique ¢ : ¥V = K telle que ¢(») = 1 et ¢(v)) = 0,i = 2,...,n Donc ¢ a la propriété
demandée.

11.8. Démontrer le théoréme 11.4 : Si V est de dimension finie, alors I’application v = 7 est un
isomorphisme de V sur V**, (Ici § : V* — K est définie par #(¢) = ¢(v)).

a

Démontrons d’abord que I’application v = ¥ est linéaire, c’est-d-dire pour tous vecteurs v, w € V et
pour tous scalaires a, b € K. @ + bw = a7 + bW. Pour toute forme linéaire ¢ € V¥,
@Gt bw(e) = elav+bw) = as(v) + be(w)
= adlg) + bw(g) = (ab + bw)e)

- — T — A ~ .
Puisque m (¢) = (@@ + bW)¢ pour chaque ¢ € ¥V* nous avons av + bw = a¥ + bw. Donc I'appli-
cation v = 7 est linéaire.
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Supposons maintenant que v € V, v # 0. Alors d’aprés le probléme précédent il existe ¢ € V'*
pour lequel ¢(v) # 0. Donc #(¢) = ¢(v) # 0 et ainsi # # 0. Puisque v ¥ 0 implique » F 0, I’application
v+ § n’est pas singuliére et donc est un isomorphisme (Théoréme 6.5).

Nous avons maintenant dim ¥V = dim ¥* = dim V** car V est de dimension finie. En conséquence
I’application v ¥ 7 est un isomorphisme de V sur V**,

ANNIHILATEURS

11.9.

11.10.

11.11.

11.12.

Montrer que si ¢ € V* annule un sous-ensemble S de V, alors ¢ annule I’ensemble des com-
binaisons linéaires L (S) engendré par S. Donc S° = (L(8))°.
Supposons v € L(S). Alors il existe wy,..., w, € § pour lesquels v = a;w; + a,w, + ..-taw,
o(v) = ayp(wy) + agp(wy) + -+ + a,9(w,) = a0 + a0 + -+ + a0 = 0
Puisque v est un élément quelconque de L (S), ¢ annule L(S) comme il était demandé.

Soit W le sous-espace de R* engendré par v, = (1, 2, — 3, 4) et v, = (0, 1, 4, — 1). Trou-
ver une base de 'annihilateur de W,

D’aprés le probléme précédent, il suffit de trouver une base de 1’ensemble des formes linéaires
¢(x,y,z,w) =ax + by + & + dw pour laquelle ¢$(v;) = 0 et ¢(v,) = 0 :

$(1,2,-3,4) = ¢+ 2b—~8c+4d = 0

$(0,1,4,-1) = b+4ec— d =0
Le systéme d’équations ayant pour inconnues a, b, ¢, d est mis sous forme échelonnée.
Posons ¢ = 1, d = 0 on obtient la solution a = 11,6 = —4, ¢ = 1, d = 0 et donc la forme linéaire
¢, (x,y,z,w)=11x — 4y + z
Posons ¢ = 0, d = — 1 on obtient la solutiona = 6, b = — 1, ¢ = 0,d = — 1 et donc la forme

linéaire ¢,(x,y, 2z, w) = 6x —y — w,
L’ensemble des formes linéaires{¢, , #,} est une base de w?, I’annihilateur de W.

Montrer que (1) pour tout sous-ensemble S de V, § C §°°%5(2) si §; C §,, alors § C 8?.

(1) Soit v € S. Alors pour chaque forme linéaire ¢ € A ¥(@) = ¢(v) = 0. Donc ¥ € $%)°. Donc d’aprés
I'identification de V et de V**, » € S0, En conséquence § C S0,

(2) Soit ¢ € Sg.\ A}ors ¢(v) = 0 pour chaque 3 € §,. Mais §; C §, ; donc ¢ annule chaque élément
de §,, c’est-a-dire ¢ € §,. De plus Sg C sy,

Démontrer le théoreme 11.5 : Supposons V de dimension finie et W un sous-espace de V.
Alors (1) dim W + dim W° = dim V et (2) W°° = W.

(1) Supposons dim V = n et dim W = r < n, Nous désirons montrer que dim WO = n — r. Choisissons
une base {w,,...,w,} de W et étendons-laa la base suivante de ¥V ={w,,...,w,,v;,...,V

192 s r? n—rl
Considérons la base duale

’ -
{¢1 '--,¢r5013-'-30n r}

D’aprés la définition de la base duale, chacun des ¢ précédents s’annule sur chacun des w; ; donc
Oys...,0,_, € wo. On peut donc dire que {oj}est un sous-ensemble d’une base de V* et donc
est linéairement indépendant.

Montrons maintenant que{ oj}engendre W(? Soit 0 € WP. D’aprés le théoréme 11.2,
o = U(w1)¢1 +oee + ”(w1)¢r + 0(111)61 + et U(vn—r)an—‘r
0¢1 R 0¢T + 0(’01)01 + -+ U(”n—r)c’n—r

o(vyay + -+ F o(Vp_p)on_y

Ainsi {0, ,..., 0, _,}engendre WO et donc est une base de W®. En conséquence dim Wl =n —r =
dim ¥ — dim W comme demandé.

(2) Supposons dim ¥V = n et dim W = r. Alors dim V* = n et d’aprés (1) dim WO = n — r. Ainsi d’aprés
(1) dim W® = n — (n = r) = r ; donc dim W = dim woo. D’aprés le probléme précédent W C we.
En conséquence W = W9,
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11.13. Soient U et W des sous-espaces de V. Démontrer que (U + W)° = U° N WO,
Soit ¢ € (U + w)°. Alors ¢ s’annule sur U + W, et aussi en particulier sur U et V. C’est-a-dire ,
pEU%etp € W? ; donc ¢ € U’ N WO, Ainsi (U+ w)° C U° N wo,

D’autre part, supposons 0 € U® N wO. Alors ¢ s’annule sur U et aussi W. Si v € U + W, alors
v=utwounu€Uetw&W. Donc o(v) =0w) +o(w)=0-+ 0=0., Ainsi ¢ s’annule sur U + W,
Cest-a-dire 0 € (U + W)°, En conséquence v + w® c (U + w).

Les deux relations d’inclusion nous donnent la relation d’égalité demandée.

Remarque : Observons qu’aucun raisonnement de dimension n’est employé dans la démonstration ;
en conséquence le résultat reste valable qu’il s’agisse d’espaces de dimension finie ou infinie,,

TRANSPOSEE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

11.14. Soit ¢ la forme linéaire de R? définie par ¢(x,y) = x — 2y. Pour chacun des opérateurs
linéaires suivants T de R? trouver (T7(¢) (x,y) : (1) T(x,y) = (x,0);(2) T(x,y)=(y, x+y);
3) T(x,y) = (2x— 3y, 5x + 2y).
Par définition de I’application transposée T*(¢) = ¢ o T c’est-a-dire (T*(¢))(v) = ¢(T(v)) pour chaque

vecteur v. Donc
(i) (TUe)N=, y)
(i) (THe))(w, ¥)
(iii) $THeN)(2, v)

#HT(x,y) = ¢(x,0 = »
& T(z, ¥)) sy, zty) = y—2x+y) = —2x—y
(T (x, v)) (22 — 8y, b+ 2y) = (22 —3y) — 2(bx+2y) = —8x — Ty.

Il
I

Il
I

11.15. Soit T : V = U une application linéaire et soit T? : U* = V* sa transposée. Montrer que
le noyau de T? est ’annihilateur de 1'image de T ; c’est-a-dire Ker T? = (Im T)°.

Supposons ¢ € Ker T7 ; c’est-d-dire T?(@) = ¢ o T = 0. Si u € Im T, alors u = T(v) pour unvE V;
donc
(1) = ¢(T(v)) = (poD) = 0(v) = 0
On a ¢(u) = 0 pour tout u € Im 7 ; donc ¢ € (ImT)°. Donc Ker T? C (ImT)°.
D’autre part, supposons 0 € (Im T)° ; c’est-d-dire o(Im T) = {0} Alors pour tout v € V,
(THo))(w) = (6o THv) = o(T(®)) = 0 = 0(v)

On a gionc (TT(©@))(») = 0(») pour tout » € ¥V ; donc T*(@) = 0. De plus 0 € Ker T? et donc (Im T)° C
Ker T

Les deux relations d’inclusion nous donnent la relation d’égalité demandée.

11.16. Supposons V et U de dimension finie et supposons T : V = U linéaire. Démontrer que
rang (T) = rang (T").
Supposons dim ¥V = n et dim U = m. Supposons aussi rang (T) = r. Alors, d’aprés le théoréme 11.5,
dim (Im7)°) = dimU — dim(Im7T) = m —rang(T) = m — r

D’aprés le probléme précédent, Ker T? = (Im T)°. Donc la nullité (I'’)y = m — r, I s’ensuit que, comme
nous l’avions dit,

rang (TY) = dimU* —nullité (Tt) = m — (m—7r) = r = rang(T)

11.17. Démontrer le théoréme 11.7 : soit T : V = U linéaire et soit A la représentation matri-
cielle de T relativement aux bases {v,,...,v,} de V et{u;,..., u,} de U. Alors la ma-
trice transposée A’ est la représentation matricielle de T'? : U* — V* relativement aux
bases duales de {u;} et {v;}

Supposons T(vy) = anuy +apuy + -0+ agu,
T(vg) = @gtty + agotty + - + Aoty

D
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Nous désirons montrer que
4 THoy) = apgr + @ape + * + Gpidm

THoy) = ayapy + @Goap + ** + Gpodm

------------------------------------ (2)
THop) = @rue1 + Gopge + 7 + Cnttm
ou {g,} et {¢]. }sont les bases duales de {u;} et{ vj} respectivement,
Soit v € V et supposons que v = k, v, + kv, +...+k v, Alors d’aprés (1)
Tw) = kiT(wy) + kyT(wy) + -+ + kp,, T(wy)
= kyaguy e Fagun) +oka(aguy + ot agpun) o F Ep(@pgy ot apgit)
= (kg Fhata + o Hhpanduy + o+ (Biagy t Keton + o F R,
n
= 21 (krag; + kot + -« + + kpamdu;
=
Donc pour j = 1,...,n, .
@) = o) = o 3 Gt Fatat o+ ptnus )
- kla/” + kza/zj + e+ kmam] (3)
D’autre part, pourj = 1,...,n,
(161 + agjpat *+* + Upidm)(V) = (@y;p1 + Ujbp+ =+ F Q) 10y + Ko + + -+ + Kyv)
= kyay; + kgag; + 0+ 4)

Puisque v € V est arbitraire,(3) et (4) impliquent que

Il
e
3

Ttoj) = ayj¢1 + Ggipp + 0 + Gy, J

qui est équivalent 4 (2). Le théoréme est ainsi démontré.

11.18. Soit A une matrice m x n arbitraire sur un corps K. Démontrer que le rang ligne et le
rang colonne de A sont égaux.

Soit T : K" - K™ lapplication linéaire définie par T(¥) = Av, ol les éléments de K" et K™ sont
écrits sous forme de vecteurs colonnes. Alors 4 est la représentation matricielle de T relativement aux
bases usuelles de K" et K™, et I'image de T est I’espace colonne de 4. Donc

rang (T') = rang colonne de A4

D’aprés le théoréme 11.7, A7 est la représentation matricielle de 77 relativement aux bases duales, Donc

rang (T = rang colonne de Al = rang ligne de A
Mais d’aprés le probléme 11.16,rang (T) = rang (T?) ; donc le rang ligne et le rang colonne de A sont

égaux. (Ce résultat a été énoncé plus haut, Théoréme 5.9, page 90, et a été démontré de maniére directe
dans le probléme 5.21.)

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES
ESPACES DUAUX ET BASES DUALES
11.19. Soit ¢ ; R®* > R et 0 : R® > R, les formes linéaires définies par ¢(x, y,z) = 2% — 3y + z et o(x,y,2) =
4x — 2y + 3z. Trouver (1) ¢ + 0,(2) 3 ¢,(3)2¢ — 50.

11.20. Soit ¢ la forme lindaire de R® définie par (2, 1) = 15 et ¢(1, — 2) = — 10. Trouver ¢(x, y) et en parti-
culier trouver ¢(— 2, 7).

11.21. Trouver les bases duales de chacune des bases suivantes de R3 :

(i) {(1; 0, 0)) (0: 1; O)y (0; Oy 1)}’ (il) {(1: -2, 3): (1’ '_1: 1)} (27 —'4, 7)}
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11.22. Soit V I’espace vectoriel des polyndomes sur R de degré < 2. Soit ¢, ,¢, et ¢; les formes linéaires sur V
définis par

1
(1)) = f ftyde,  golft)) = (1), ¢3(f(8)) = f(0)
0

Ici f(t) = a + bt + ct> € V et f'(1) est la dérivée de f(t). Trouver la base {f, (1), £ (1), 13 (D} de V qui
est la base duale de{p,,¢,, #3}

11.23. Supposons u, v € V et supposons que ¢{u) = 0 implique ¢ (v) = O pour tout ¢ € V*, Montrer que
vy = ku pour un certain scalaire k.

11.24. Supposons ¢ ,0 € V* et supposons que ¢(v) = 0 implique ¢(¥) = 0 pour tout v € ¥, Montrer que
= k ¢ pour un certain scalaire ‘k.

11.25. Soit V ’espace vectoriel des polynémes sur K. Pour ¢ € K, nous deflmssons ¢, : V= K par¢,(f(t)= f(a).
Montrer que (1) ¢, est linéaire;(2) si @ # b, alors ?, * ?y.

11.26. Soit V I’espace vectoriel des polynémes de degré < 2, Soient @, b, ¢ € K des scalaires distincts. Soient

9,9, et ¢, les formes linéaires définies par ¢,(f(2)) = f(a)) ; ¢, (f(2)) = f(b), ¢.(f(1)) = f(c).
Montrer que {¢a , Pp s 0, } est linéairement 1ndependant et trouver la base {fl(t) f2(t) f3(2)} de
V qui est sa base duale,

11.27. Soit V I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n. Soit T : V - K 1’application trace : T(4) =
ay; T ay, ta, obd= (aij). Montrer que T est linéaire.

11.28. Soit W un sous-espace de V. Pour toute forme linéaire ¢ sur W, montrer qu’il existe une forme linéaire
o sur V telle que o(w) = ¢(w) pour tout w € W, c’est-a-dire que ¢ est la restriction de ¢ 3 W.

11.29. Soit {e,,...,e_ }la base usuelle de K”. Montrer que la base duale est {m,,..., 7 }ol m, est I'applica-
<1 > n 1 n i
tion :*™¢ projection:m;(a;,...,q,) = a,

11.30. Soit ¥ un espace vectoriel sur R. Soit $,,9, € V* et supposons que ¢ : ¥V — R définie par o(v) =
®,(v) ¢,(v) appartienne aussi a V*. Montrer que soit ¢, = 0, soit ¢, = 0

ANNIHILATEURS

11.31. Soit W le sous-espace de R* engendré par (1, 2, —3, 4), (1, 3, —2, 6) et (1, 4, — 1, 8). Trouver une
base de ’annihilateur de W.

11.32. Soit W le sous-espace de R> engendré par (1, 1, 0) et (0, 1, 1). Trouver une base de I'annihilateur de W.

11.33. Montrer que, quel que soit le sous-ensemble S de ¥, L(S) = S ol L(S) est Pespace des combinaisons li-
néaires d’éléments de S.(L(S) est le sous-espace engendré par §).

11.34. Soient U et W des sous-espaces d’un espace vectoriel ¥ de dimension finie. Démontrer que (U N W)= U%+ w?.

11.35. Supposons ¥V = U ® W. Démontrer que V* = U% & WO,

TRANSPOSEE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

11.36. Soit ¢ la forme lindaire de R? définie par ¢(x,y) = 3x — 2y. Pour toute application linéaire T:R> —>R2
trouver (T*(¢)) (x, v, z) :

(1) T(x)y:z)'— (x +y’y+ Z); (2) T(x:yrz): (x +y +Z’ 2 x _y)-
11.37. Supposons S : U~ Vet T : V = W des applications linéaires. Démontrer que (T o §)* = §% o T7.
11.38. Supposons T : ¥V — U une application linéaire, ¥ étant de dimension finie. Démontrer que Im 7% = (Ker T)°.

11.39. Supposons T : V = U une application linéaire et u € U. Démontrer que « € Im T ou qu’il existe ¢ € V*
tel que T%(¢) =0 et Pp(u) = 1.

11.40. Soit V de dimension finie. Montrer que l’application 7+ T? est un isomorphisme de Hom (V, V) sur
Hom (V¥ , V*). (Ici T est Popérateur linéaire générique sur V).
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PROBLEMES DIVERS

11.41.

11.42.

11.19.

11.20.

11.21.

11.25.

11.26.

11.31.

11.32.

11.36.

Soit ¥ un espace vectoriel sur R, Le segment de droite uv joignant deux points u, v € V est défini par
w={tmw+ (1 —Hv:0<1t<1} Un sousensemble S de V est dit convexe si u, v € S implique uy C 8.
Soit ¢ € V* et soit

W+ = {wEV:g)>0}, W={DEV: ¢v) =0}, W~ = {peV: ¢(v) <0}
Démontrer que W+, W et W™ sont convexes.

Soit ¥ un espace vectoriel de dimension finie, Un hyperplan H de V¥ est défini comme le noyau d’une
forme linéaire non nulle ¢ de V. Montrer que chaque sous-espace de V est Iintersection d’un nombre fini
d’hyperpians.

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

(i) 6x — by + 4z, (ii) 6x — 9y -+ 3z, (iii) —16x +4y — 132
¢, y) = dx + Ty, ¢(—2,7) =41

(i) {pa(x,y,2) = —8x — by — 22, ¢o(x,¥y,2) = 2+ ¥, ¢3(x,¥,2) = v+ 2y + 2}

(2) Posons f(2) = . Alors ¢,(f(2)) = a # b = ¢,(f(1)) et donc ¢, # ¢,

g2 —(b+o)t+ be _t2—(a+c)t+ ac _t2—(at bt + adb
{n(t) = —a—ba—9 0= G—ap=g > = ot =n }
{¢1(x1 Y, %, t) = 51;—"1/‘*‘ 2, ¢2(x) Y, %, t) = 2y— t}
{pw,y,2) = x—y+2}

(i) (TUs)(w,y,2) = 3z +y—2z, (i) (THe)(@,¥,2) = —x+ by + 3z.



CHAPITRE 12

Formes bilinéaires — Formes quadratiques et hermitiennes

FORMES BILINEAIRES

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un cbrps K. Une forme bilinéaire sur V est
"une application f: V x V = K qui satisfait

(1) flawr+ bus, v) = af(us, v) + bf(us, v)

(2) f(u, avi+bvs) = af(u, v1) + bf(u, vs)

pour tous @, b € K et tous u;, v; € V. Nous exprimons la condition (1) en disant que f est linéaire
par rapport a la premiére variable et la condition (2) en disant que f est linéaire par rapport a la
seconde variable.
Exemple 12.1 : Soit ¢ et ¢ des formes linéaires quelconques sur V. Soit f : V x V = K définie par
Flu,v) = ¢(u) 0 (v). Alors f est bilinéaire puisque ¢ et ¢ sont chacune linéaires (Une
telle forme bilinéaire f est en fait le “produit tensoriel” de ¢ et ¢ et est écrite quelque-
fois sous la forme f = ¢ © 0).

Exemple 12.2 : Soit f le produit scalaire dans R”, c’est-a-dire
flu,v) = usv = albl + a,zb2 + e+ anbn

ol u = (g;) et v = (b;). Alors [ est une forme bilinéaire sur R,

Exemple 12.3: Soit 4 = (al.]-) une matrice quelconque n x n sur K. Alors A peut étre considérée comme
une forme bilinéaire f sur K" en définissant

@y Qg ... Qg ¥y
| f(X’ Y) = X'AY = (xl, Loy o - .,xn) Q21 Qg ... Qgp Yo
n Apy Qpo ... Quy Yn

= i,,~2= L a%Y; = onZiyr + ey + 0+ oagray,

L’expression formelle précédente des variables x;, y; est appelée le polyndme bilinéaire
correspondant 4 la matrice A. La formule (1) pius bas montre que dans un certain sens,
chaque forme bilinéaire est de ce type.

Nous noterons B(V) I’ensemble des formes bilinéaires sur V. On peut munir B(V) d’une struc-
ture d’espace vectoriel en définissant f + g et kf par
(f+9)wv) = flu,v) + 9(u, )
(kf)(u,v) = kf(u,v)

pour tous f, g € B(V) et pour tout £ € K. En fait,

Théoréme 12.1 : Soit V un espace vectoriel de dimension n sur K. Soit {¢, ,...,¢,} une
base de l'espace dual V* Alors{f, :i,j=1,..., n} est une base de B(V)
ou f;; est définie par fiy w,v) = ¢;(u). ; (v). Ainsi en particulier,

dim B(V) = n?.
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FORMES BILINEAIRES ET MATRICES

Soit f une forme bilinéaire sur V et soit {e,,...,e,} une base de V. Supposons u, v € V et
Supposons U = aéx + -+ An€n, v = blel +oe bnen
Alors fu,v) = flaer+ -+ 4+ anen, brer+ - -+ + buen)
= alblf(el,ei) + albgf(el, 62) + -+ anb‘nf(en; en) - 2 aibjf(ei: ei)

Li=1

2

Ainsi f est completement déterminée par les n* valeurs f(e;, €;).

La matrice A = (a;) ol a;; = f(e;, ¢;) est appelée la représentation matricielle de f relative-
ment a la base {e;} ou simplement la matrice de f dans {e;}. Elle “représente” f dans le sens que

b:

fa,v) = S abiflese) = (a, ..., a)A b2 — u] Alv)e (1)

b

pour tous u, v € V. (Comme a I’habitude, [u], indique le vecteur coordonnée colonne de u € V
dans la base {e;}).

Demandons-nous ensuite comment une matrice représentant une forme bilinéaire est trans-
formée lorsqu’on choisit une nouvelle base. La réponse a cette question est donnée dans le théo-
réme suivant. (Rappelons d’aprés le Théoréme 7.4 que la matrice de passage P d’une base {e¢;} a
une autre base {e;} est telle que [u], = P[u], pour tout u € V).

Théoréme 12.2 : Soit P la matrice de passage d’une base a une autre. Si A est la matrice de f
dans la base initiale, alors

B = P'AP
est la matrice de f dans la nouvelle base.

Le précédent théoréme entraine la définition suivante.

Définition : Une matrice B est dite congruente a une matrice A s’il existe une matrice inversible
(ou non singuliére) P telle que B = P'AP,

Ainsi d’aprés le précédent théoréme les matrices représentant la méme forme bilinéaire dans
diverses bases sont congruentes. Remarquons que les matrices congruentes ont le méme rang car
P et P sont non singuliéres ; donc la définition suivante est bien définie.

Définition : Le rang d’une forme bilinéaire f sur V, que l'on note par rang (f), est donc le rang
de toute matrice représentant f. Nous disons que f est dégénérée ou non dégénérée
suivant que le rang (f) < dim V ou rang (f) = dim V.

FORMES BILINEAIRES ALTERNEES

Une forme bilinéaire f sur V est dite alternée si
i flv, v) =0
pour tout v € V. Si f est alternée, alors

0 = flu+v,ut+v) = flu,u) + flu,v) + fv, %) + f(v,v)

et donc (i) f(u,v) = —flv, w)
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pour tout u, v € V. Une forme bilinéaire qui satisfait la condition (ii) est dite anti-symétrique. Si
1 + 1 # 0 dans K, la condition (ii) implique f(v, v) = — f(v, v), ce qui implique la condition (i).
En d’autres termes, les formes alternées ou anti-symétriques sont équivalentes lorsque 1 + 1 # 0.

On en déduit le théoréme principal suivant sur les formes bilinéaires alternées.

Théoréme 12.3 : Soit f une forme bilinéaire alternée sur V. Il existe alors une base de V dans la-
quelle f est représentée par une matrice de la forme

0 1|

\ L0
ro

De plus le nombre des (

0) est uniquement déterminé par f (car il est
égal a % rang (f)).

En particulier, le théoréme précédent montre qu’une forme bilinéaire alternée doit avoir un
rang pair,

FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES, FORMES QUADRATIQUES
Une forme bilinéaire f sur V est dite symétrique si
fu, v) = f(v, u)
pour tout u, v € V. Si A est une représentation matricielle de f, nous pouvons écrire
f(X, Y) = X'AY = (X'AY) = Y'A'X
(Utilisons le fait que X*AY est un scalaire et donc égal a sa transposée). Donc si f est symétrique
YIA'X = f(X, Y) = f(Y, X) = Y'AX
et puisque ceci est vrai pour tous les vecteurs X, Y il s’ensuit que A = A’ d’oli A est symétrique.
Réciproquement si A est symétrique, alors f est symétrique.
Le résultat principal concernant les formes bilinéaires symétriques est le suivant :

Théoréme 12.4 : Soit f une forme bilinéaire symétrique de V sur K (dans lequel 1 + 1 # 0).
Alors V admet {v,, ..., v,}dans laquelle f est représentée par une matrice diago-
nale, c’est-a-dire f(v,, vj) = 0 pour i # J.

Autre forme du Théoréme 12.4 : Soit A une matrice symétrique sur K (dans lequel 1 + 1 # 0).
Alors il existe une matrice inversible (ou non singuliére) P telle que P'AP est
diagonale. C’est-a-dire que A est congrue a une matrice diagonale.
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Puisqu’une matrice inversible est un produit de matrices élémentaires (Probléme 3.36), une
facon d’obtenir la forme diagonale P’AP est d’effectuer une suite d’opérations élémentaires sur
les lignes et d’effectuer la méme suite d’opérations élémentaires sur les colonnes. Ces deux suites
de. mémes opérations élémentaires sur I nous donneront P*, Cette méthode est illustrée dans
I’exemple suivant.

1 2 -3
Exemple 12.4 : Soit A = 2 5 —4 |, une matrice symétrique. Il est commode de former la ma-
-3 —4 8
trice bloc (4, 7) :
1 2-3!1 0 o0
Aa,n = 2 5 —4 : 0 1 0
-3 -4 8 1 0 0 1

Appliquons les opérations élémentaires R, > — 2R; + R, et R; > 3R, + R; a (4, I)
et ensuite les opérations correspondantes C, >~ 2C,;+C, et C; > 3C; + C3 4 4;0n

obtient
1 2-31 1 0 0 1 0 0! 1 0 0
0 1 2,-2 1 0 etalors 0 1 21 -2 1 0
0 2-1! 3 0 1 0 2-1; 8 0 1

Appliquons ensuite I'opération élémentaire R; > —~ 2R, + R; et l'opération corres-
pondante C; > — 2C, + C; ; on obtient

1 0 0! 1 0 0 1 0 0, 1 0 0
0 1 2;—2 1 o] etalors 0 1 o:—z 1 0
0o 0 -5, 7-2 1 o 0 -5t 7 -2 1
Maintenant 4 a été diagonalisée. Posons
1 -2 7 1 0 0
P=10 1 -2 et donc PtLAP = |0 1 0
0o 0 1 0 0 -5

Définition : Une application g : V = K est appelée forme quadratique si g(v) = f(v, v) pour une
certaine forme bilinéaire symétrique quelconque f sur V.,

Nous appelons g la forme quadratique associée a la forme bilinéaire symétrique f. Si 1 +1#0
dans K, alors f peut étre obtenue a partir de g grice a l'identité

flu, v) = 3 (q(u + v) = q(u) — q(v)
La formule précédente est appelée la forme polaire de f.

Si f est représentée maintenant par une matrice symétrique A = (g;;) alors ¢ a pour forme

Q1n M2 ... Qia X1
dX) = fX,X) = XAX = (21, ..., 2 Qa1 Q22 ... O\ X2
An1  An2 Onn Xn
= Zaijxixj = (11123% + a’22x§ + -+ annx,z, + 2 igj Q%5
1)

L’expression formelle précédente des variables x; est appelée le polyndme quadratique correspon-
dant a la matrice symétrique A. Remarquons que si A est une matrice diagonale, alors ¢ admet
une représentation diagonale

gX) = X*AX = anx% + (12290% + e 4+ a,mxﬁ

c’est-a-dire, le polyndome quadratique représentant ¢ ne contiendra aucun terme rectangle X%, 0 i#]
D’aprés le théoréme 12.4, toute forme quadratique a une telle représentation (lorsque 1 + 1 % 0).
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Exemple 12.5 : Considérons la forme quadratique suivante sur RZ;
q(x,y) = 2x% — 120y + 5y?

Une maniére de diagonaliser g est la méthode de Gauss de ““‘complétion des carrés”, qui
est entiérement décrite dans le Probléme 12.35. Dans ce cas, nous posons x = s+ 3f, y =1t
pour obtenir la forme diagonale

g(z,y) = 2(s48t)2 — 12(s + i)t + 512 = 22 — 1342

FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES REELLES. LOI D’INERTIE

Dans cette partie nous traiterons des formes bilinéaires symétriques et des formes quadratiques
sur des espaces vectoriels sur le corps des réels R. Ces formes apparaissent dans diverses branches
des mathématique et de la physique. La nature spéciale de R permet une théorie indépendante. En
voici le résultat principal :

Théoréme 12.5 : Soit f une forme bilindaire symétrique sur V dans R. Alors il y a une base de V
dans laquelle f est représentée par une matrice diagonale ; toute autre représen-
tation diagonale a le méme nombre P d’éléments positifs et le méme nombre N
d’éléments négatifs. La différence S = P — N est appelée la signature de f.

Une forme bilinéaire symétrique réelle f est dite positive. si
q(v) = f(v, v) = 0
pour tout vecteur v ; et est dite définie positive si
qv) = f(v, v) > 0
pour tout vecteur v ¥ 0. D’aprés le théoreme précédent,
(i) f est positive si et seulement si S = rang (f) |
(ii) f est définie positive si et seulement si S = dim V

ol S est la signature de f.

Exemple 12.6 : Soit f le produit scalaire sur R" ; c’est-a-dire
flu,v) = uev = ayb; + aghy + -+ + a,b,
ol u = (ag;) et v = (b;). Remarquons que [ est symétrique puisque

flu,v) = wuev = veu = flv,u)

De plus, f est définie positive parce que

flw,u) = ai+aZ+ -+ +al >0
lorsque u #* 0.

Dans le chapitre suivant, nous verrons comment une forme quadratique g se transforme lorsque
la matrice de passage P est orthogonale. S’il n’existe aucune condition sur P, alors g peut étre
représentée sous une forme diagonale avec seulement 1 et — 1 comme coefficients non nuls. En
particulier

Corollaire 12.6 : Une forme quadratique réelle quelconque g admet une représentation unique de
la forme
gy, .. %) = 224+ 22—l — o — a2

Le résultat précédent pour les formes réelles quadratiques est quelquefois appelé Loi d’inertie
de Sylvester.
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FORMES HERMITIENNES

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur le corps des complexes C. Soit f: Vx V = C
telle que

4 () faws+busv) = af(us,v) + bf(us, v)
(ii) flu,v) = flv,w)

oua bEcetu, ve& V. Alors f est appelee une forme hermitienne sur V. (Comme a l’ordinaire,
% représente le nombre complexe conjugué de k € C). D’aprés (i) et (ii).

fu, avi +bvs) = flavi+bvs, u) = af(vy, w) + bf(vs, u)
= Qf(vr, w) + Df(ve, u) = af(u,vi) + bf(u, ve)

Clest-a-dire - (i)  f(uw, avi+bvy) = @f(u, v1) + bf(u, vs)

Comme précédemment, on exprime la condition (i) en disant que f est linéaire par rapport a la
premiére variable. D’autre part on exprime la condition (iii) en disant que f est antilinéaire par
rapport a la seconde variable. Remarquons que, d’aprés (ii) f(v, v) = f(v, v) et donc que f(v, v)
est réelle pour tout v € V.,

Exemple 12.7 : Soit A = (a;;) une n x n matrice sur C. Ecrivons A la matrice obtenue en prenant les
éléments complexes conjugues de chaque élément de 4, dout 4 = (a]) Nous écrivons
aussi A* pour 4 = AT, La matrice 4 est dite hermltlenne si A*¥ = 4 c'est-a-dire si

ai]- = Si A est hermitienne alors f(X, Y) = X?AY définit une forme hermitienne

sur (Probleme 12.16).

L’application q¢ : V = R définie par q(v) = f(v, v) est appelée la forme quadratique her-
mitienne ou forme complexe quadratique associée a la forme hermitienne f. Nous pouvons ob-

tenir f a partir de ¢ grice a l'identité suivante appelée forme polaire de f:

Flu, ) = Haw+v) — qlw—2)) + Halu+ i) — q(u— i)

Supposons maintenant que {e,,...,e,} soit une base de V. La matrice H = (h ;j) ou

= f(e; e;) est appelee la representatlon matricielle de f dans la base {¢;}. D’aprés (ii),
f(e,, g) = f’(_]—,— donc H est hermitienne et, en particulier, les elements diagonaux de H
sont reels Ainsi toute représentation diagonale de f contient seulement des éléments réels. Le
théoreme suivant est le théoréme analogue pour les complexes au théoréme 12.5 sur les formes
bilinéaires symétriques réelles.

Théoréme 12.7 : Soit f une forme hermitienne sur V. Alors il existe une base {e,,...,e,} de V
dans laquelle f est représentée par une matrice diagonale c’est-a- d1re f (e,, 2 ) =
pour i # j. De plus, toute representatmn diagonale de f a le méme nombre P
d’éléments positifs et le méme nombre N d’éléments négatifs. La différence
8 = P — N est appelée la signature de f.

De fagon analogue, une forme hermitienne f est dite positive si
q(v) = f(v, v) =0
pour tout v € V, et est dite définie positive si
q(v) = f(v, v) > 0

pour tout v # 0.

Exemple 12.8 : Soit f le produit scalaire sur C"* ; c’est-d-dire
fu,v) = urv = 2y, + 25wy + - + 2,W,

ou u = (z;) et v = (w;). Alors f est une forme hermitienne sur C". De plus f est définie
positive puisque pour tout v # 0,

fu,u) = 2123+ 298+ - + 2,2, = |52+ |2+ o+ 22 > 0
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PROBLEMES RESOLUS

FORMES BILINEAIRES

12.1.

12.2.

12.3.

Soit u = (x,, x,, x5) et v = (¥, ¥,, ¥3) et soit
fu,v) = 3x1ys — 2x:Y2 + 5T2y1 + TX2y2 — Bxoys + 4xsyz — X3Ys

Exprimer f en notation matricielle.
Soit 4 la matrice 3 x 3 dont le i élément est le coefficient de XY Alors
3 -2 o\/wy

flu,v) = X'AY = (x;,%,%}| 5 7 —8 || v
‘ 0 4 —1/\y;3

Soit A une matrice n x n sur K. Montrer que ’application suivante f est une forme bili-
néaire sur K" : f(X, Y) = X'AY.
Pour tout @, b € K et pour tout X;, ¥; € K",
f@X,+bX,, Y) = (aX,+bXIAY = (aXi+bX)AY
= aXiAY + bXIAY = af(X,Y) + bf(X, Y)
Donc f est linéaire par rapport a la premiére variable. On a aussi
fX,aY +bY,) = XtA(aY,;+bY,) = aXtAY, + bXtAY, = af(X,Y,) + bf(X,Y,)

Donc f est linéaire par rapport i la seconde variable, et donc f est une forme bilinéaire sur K”.

Soit f la forme bilinéaire de R? définie par
f((xy, ®2), (Y1, Y2)) = 2X1y1 — 3T1Y2 + T2Y2
(i) Trouver la matrice A de f dans la base {u, = (1, 0), u, = (1, 1)}
(ii) Trouver la matrice B de f dans la base {v, = (2, 1), v, = (1, — )}
(iii) Trouver la matrice de passage P de la base {u;} a la base {v;} et vérifier que B = P*AP.

i) Posons 4 = (ai]-) ou a; = fluy, u]-):

ay = f(ul!ul) - f((l,o)’ (1’0)) = 2_0+0 —_ 2
ajg = fluy,uy) = f((1,0),(1,1)) = 2—-3+0 = —1
Qg = f(uZ’ul)' = f((ly 1): (1i0)) =2-0 +0 2
aye = flug,uy) = f((1,1),(1,1)) = 2-3+1 = 0
2 -1
Ainsi 4 = (2 ) est la matrice de f dans la base {u;, u,}

(ii) Posons B ='(bl-]-) oll biJ- = f; (v, v]-):

by = fv,v) = A2, 1),(2,1) =8—-6+1=3
by = flvpvg) = F(2,1),(1,-1) =4+6—-1 =9
by = flvgvy) = F(1,-1),2,1) =4-3-1=0
bae = flvg,vg) = f((1,-1),(1,—1)) = 2+3+1 = 6

39
Ainsi B = (O ¢ ) est la matrice de f dans la base {v}, v,}.

(ili) Nous devons écrire v, et v, en fonction des u;:

v = (2,1) = (1,0 +(1,1) = Uy +oup
v, = (1,-1) = 2(1,0) — (1,1) = 2u; ~ u,
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1 2 1 1
Alors P = ( ) et donc P! = ( ) Ainsi
1 1 2 -1

rar = (3 3)G o)) = (o) =

12.4. Démontrer le théoréme 12.1 : Soit V un espace vectoriel de dimension n sur K. Soit {¢,,...,9,

une base de P'espace dual V*. Alors{f;; : 4, j=1,..., n} est une base de B(V) ou fi; est dé-
finie par f (u, v) = ¢;(u) ¢> (v). Ainsi en partlcuher dim B(V) =
Soit {el, e, € } la base de V duale de {¢,}. Montrons d’abord que{f } engendre B(V). Soit f € B(V)
et supposons f(el, e) a. Nous avons f = Zla f 11 suffit de montrer que fleg, €)= (Ea f ) e, €,)
pours, t = 1,.. . Nous avons
(2 aijfij)(ess e) = Safilese) = Daeies) pie)
= ;858 = ag = flege)

Donc{f } engendre B (V).

Il reste & montrer que {fu} est linéairement indépendant. Supposons Eaufl] 0. Alors pour
s, t =1, , 1

’ : 0 = O(es) et) = (E a’i]'fi]')(esr et) = Uy
Il s’ensuit que {f,]} est indépendant et donc est une base de B(V).

12.5. Soit [f] la représentation matricielle d’'une forme bilinéaire f sur V relativement a une base
{e,,...,e,} de V. Montrer que l’application f +> [f] est un isomorphisme de B(V) dans les-
pace vectoriel des matrices carrées n x n.

Puisque f est complétement déterminée par les scalaires f(e;, € ) I'application f = [f] est bijective. 11
suffit de montrer que 1’application f > [f] est un homomorphlsme : C’est-a~dire, que

laf + bg] = a[f] + blg] (*)
Cependant, pour i, j = 1,...,n
(af + bg)(e;, ej) = af(e;, ej) + byg(e;, e;)

qui est une autre forme de (*). Ainsi le résultat est démontré.

12.6. Démontrer le théoréeme 12.2 : Soit P la matrice de passage d’une base {e;} & une autre
base {e; } Si A est la matrice de f dans la base initiale {e;}, alors B = PtAP est la matrice
de f dans la nouvelle base {e }.

Soit u, v € V. Puisque P est. la matrice de passage de {¢;}2 {e;}, nous avons P[u],, = [u], et
Ply],, = [v]e ; done [ulf, = [u] P!, Ainsi

fu,v) = [u}t A[v], = [u]} PtAP[v],

Puisque u et v sont des éléments arbitraires de ¥, P'AP est la matrice de f dans la base {e;-}.

FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES’ FORMES QUADRATIQUES

12.7. Trouver la matrice symétrique qui correspond a chacun des polyndmes homogenes en x et
y suivants, ou en x, y, 2z et de degré 2:

(i) q(x, y) = 4x® — 6xy — Ty? (i) q(x, y, 2) = 3x® + 4xy — y* + 8xy — 6yz + 22
(i) qx y) =xy +y° (iv) q(x, ¥, 2) = x* — 2yz +az
La matrice symétrique 4 = (g; ) representant K (xy,...,x,) a 'élément diagonal a . égal au coefficient

de x2 et a ses éléments a; et aj; chacun égaux 4 la m01t1e du coefficient de x; Xje A1n51
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3 2 4 1 0 3

< 4 “3> <0 %) 2 —1 -3 0 0 -1

-3 =7 o1 4 -3 1 -1 0
¢)) (2) (3) 4)

12.8. Pour chacune des matrices réelles symétriques suivantes A, trouver une matrice non singu-
liere P telle que P'AP soit diagonale et trouver aussi sa signature:

1 -3 2 0 1 1
(1) A=|-3 75 2 A=11-2 2
2 -5 8 1 2 -1
(i) Formons d’abord la matrice bloc (4, I):
1 -3 2 : 1 0
@n =[-8 7-610 1 0
2 -5 8 10 1

Appliquons les opérations élémentaires sur les lignes suivantes : R, >3R; + R, et Ry~ —2R; + R,
i (4, I) et ensuite les opérations élémentaires correspondantes sur les colonnes C, > 3C, + C, et
C3 - - 20 + Cy 2 4 ; on obtient

1-3 21 1 0 o 10 011 0
0-2 1, 3 1 0 et ensuite 0-2 11 3 1 0
0 1 4,-2 0 1 0 1 4, -2 1

Appliquons maintenant I'opération élémentaire sur les lignes Ry > R, + 2R, et ensuite I'opération
élémentaire correspondante sur les colonnes C; > C, + 2C;; on obtient

1 0 0 : 1 0 O 1 0 0 : 1 0 0
0 —2 11 8 1 0] et ensuite 0-2 01 3 1 0
|
0o 9,1 2 0 0 18, -1 1 2
1 3 -1 1 0 0
A a été maintenant diagonalisée. Posons P = {0 1 1]; alors PtAP = [0 —2 0
o 0 2 0 o0 18
La signature S de 4 est S =2 — 1 = 1.
(ii) Formons d’abord la matrice bloc (4, I):
0 1 1 : 0 0
4,1 = 1 -2 21+ 0 1 0
1 2-1,0 0 1

De fagon 3 amener 1’élément non nul diagonal — 1 4 la premiére position sur la diagonale principale,
appliquons lopération élémentaire sur les lignes R; <> R 5 et ensuite I'opération élémentaire sur les co-
lonnes correspondantes, C; < C5; on obtient

1 2-110 0 1 -1 2 1,0 0 1
1 -2 2 : 0 1 0/ et ensuite 2 -2 1 : 0 1 o
o 1 1 ,1 0 0 1 1 0,1 0 o0

Appliquons les opérations élémentaires sur les lignes suivantes:R, > 2R; + R, et R; > R + R, et
ensuite les opérations élémentaires correspondantes sur les colonnes C, > 2C, + C, et C3 > C; + Cy;

on obtient
-1 2 1 : 0o 0 1 -1 0 0 : 0 0 1
0 2 310 1 2 et ensuite 0 2 310 1 2
0 3 1,1 0 1 o 3 1,1 0 1
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12.9.

12.10.

12.11.

Appliguons loperatlon ligne R = — 3R2 + 2R, et ensuite I’opération colonne correspondante
C; > — 3C, + 2C5 ; on obtient

-1 0 0 0 0 1 -1 0 0 0o 0 1
0 2 3 0 1 2] etensuite 0 2 0 0 1 2
0o 0 -7 2 -3 —4 0 0 —14 2 -3 —4
0O 0 2 -1 0 0
Maintenant 4 a été diagonalisée. Posons P = |0 1 —3|; alors PtAP = 0o 2 0
1 2 —4 L0 0 —14
La signature S de A est la différence S =1 — 2 = — 1,

Supposons 1 + 1 # 0 dans K. Donner un algorithme formel pour diagonaliser une matrice
symétrique A = (a;;) sur K.

Cas I : a;; # 0. Appliquons les opérations élémentaires sur les lignes R,»>=—ayR;+ayRyi=2...,nm
et ensuite les opérations correspondantes sur les colonnes C; > — 4;,C; + &, C; pour réduire 4 a la forme
(" 5)

o B/
Cas II : ¢,; = 0 mais ¢; ¥ 0 pour un certain { > 1. Appliquons l'opération élémentaire ligne R, < R;

puis opération colonne correspondante C; + C; pour trouver g; dans la premiére position sur la diagonale.
Ceci réduit la matrice au cas /.

Cas III : Tous les éléments diagonaux g; = 0. Choisissons i, j tel que a;; i # 0 et appliquons ’opération
élémentaire ligne R; > R; + R; et loperatlon élémentaire colonne correspondante C; = C + C; pour trou-
ver 2a # 0 dans la iéme pos1t10n diagonale. Ceci réduit la matrice au Cas Il

a 0
. . s 11 R .
Dans chacun des cas, nous pouvons finalement rédulre 4 a la forme ( ) ou B est une matrice
0 B
symétrique d’ordre inférieur 4 A. Par récurrence nous pouvons finalement trouver 4 sous forme diagonale.

Remarque : L’hypothése que 1 + 1 # 0 dans K est utilisée dans le cas III ol nous supposons que
2a;; # 0.
i

Soit q la forme quadratique associée a la forme bilinéaire symétrique f. Vérifier la formule
polaire pour f : f(u, v) = %(q(u + v) — q(u) — q()). (On suppose 1 + 1 # 0).
gu+v) — qu) — qv) = flutv, utv)— flu,u) — f(v,v)
flu, ) + f(u, ) + flv,w) + f(v,v) — flu,u) — f(v,v)
= 2f(u,v)
Si 1 + 1 # 0, nous pouvons diviser par 2 et nous obtenons I'identité demandée.

Démontrer le théoréme 12.4 : Soit f une forme bilinéaire symétrique de V sur K (dans
lequel 1 + 1 # 0). Alors V admet une base {v,,...,v,} dans laquelle f est représentée
par une matrice diagonale ¢’est-a-dire f(v, v;) = 0 pour i * j.

Méthode 1,

Si f= 0 ousidim ¥V =1 alors le théoréme est évident. Donc nous pouvons supposer f # 0 et
dim V=n>1. 8Siq(») = f(v, v) = 0 pour tout v € V, alors la forme polaire de f (voir Probléme
12.10) implique que f = 0. Ainsi nous pourrons supposer qu’il y a un vecteur v; € V tel que
f(vy, v;) # 0. Soit U le sous-espace engendré par V, et soit W le sous-espace constitué des vecteurs
v € V pour lesquels f(v,, v) = 0. Nous allons montrer que V = U & W,

(i) Démontrons que UN W = {0} Supposons u € U N W. Pulsque u € U, u = kv, pour un certain
scalaire ¥ € K. Puisque u € W, 0 = f(u, u) = flkvy, kv,) = k2 fy, vy). Mais f(v,, v,) # 0 ;
donck=0etdep1usu=kv1=0.A‘msiUﬂW—01}



Chapitre 12/Formes bilinéaires — Formes quadratiques et hermitiennes 271

(ii) Démontrons que V= U + W : Soit v € V. Posons
f(vlr ’U)

wos v flvy,vy) 1 @
flvy,v) _
Alors flep,w) = flvy,v) — mf(vn%) = 0

Ainsi w € W. D’aprés (), v est la somme d’un élément de U et d’un élément de W. Donc V= U+ W,
Draprés (i) et (i), ¥ = U & W.

Maintenant f restreint a W est une forme bilihéaire symétrique sur W, Mais dim W = n — 1 ; donc
par récurrence il v a une base {v2, cov, v} de W otelle que fl, v]-) = 0 pour { ¥ jet 2 <i{ j<n Mais
par définition de W, f(v,, vj) = 0 pourj= 2,...,n Donc la base {vl, e vn} de V a la propriété
demandée c’est-a-dire f(v, vj) = 0 pour { # j.

Méthode 2.

L’algorithme dans le probléme 12.9 montre que chaque matrice symétrique sur K est congrue 3 la
matrice diagonale. Ceci est équivalent au fait que f a une représentation matricielle diagonale.

a1
12.12. Soit A = ( * N une matrice diagonale sur K. Montrer que
\\ a
(i) pour tous les scalaires non nuls ky,...,k, € K, A est congrue a une matrice diago-

nale, dont les éléments diagonaux sont aikiz.

(ii) si K est le corps des complexes C, alors A est congrue a une matrice diagonale avec
seulement des 1 ou des O pour éléments diagonaux.

(iii) si K est le corps des réels R, alors A est congrue a une matrice diagonale avec seule-
ment des 1, des — 1 et des 0 comme éléments diagonaux.

(1)  Soit P la matrice diagonale avec pour éléments diagonaux k;. Alors

fey 31 fey axklz
PLAP = Fey ay ka - agk}
kn a, kn a’nerz
B ) ) IAN/a; si a;# 0 .
(ii) ~ Soit P la matrice diagonale avec des éléments diagonaux b; = . . Alors P°AP
a la forme demandée. 1 Stoa; =
) L, ) ”Vi"il si g; %0 .
(iii) Soit P la matrice diagonale avec des éléments diagonaux b; = ] . Alors P'AP
a la forme demandée, 1 5t a; =

Remarque : Remarquons que (ii) n’est plus vraie si la congruence est remplacée par une congruence
hermitienne (voir Problemes 12.40 et 12.41).

12.13. Démontrer le théoréeme 12.5 : Soit f une forme bilinéaire symétrique de V sur R. Alors il
v a une base de V dans laquelle f est représentée par une matrice diagonale, et toute autre
représentation diagonale de f a le méme nombre d’éléments positifs et le méme nombre
d’éléments négatifs.

D’aprés le théoréme 12.4, il v a une base{ul, cees un}de V, dans laquelle f est représentée par une
matrice diagonale avec P éléments positifs et NV éléments négatifs. Supposons maintenant que {wl,. R wn}
soit une autre base de V dans laquelle f est représentée par une matrice diagonale, avec P éléments posi-
tifs et N' éléments négatifs. Nous pouvons supposer sans supprimer la généralité du probléme que les 41é-
ments positifs dans chaque matrice apparaissent en premiére position. Puisque rang (f) = P + N = P +N'
il suffit de montrer que P = P,
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Soit U I’ensemble des générateurs des u,, ..., u, et soit W I’ensemble des générateurs des wp'y Wy
Alots f(v, v) > 0 pour tout vecteur non nul v € U et f(y, v) <,O pour tout vecteur non nul vy € W. Donc
unw={ok Remarquons que dim U = P et dim W = n — P. Ainsi

dim(U+W) = dimU + dimW — dim(UnW) = P+ @—P)—0 = P—P +n
Mais dim (U + W) < dim V=n ;donc P — P + n < n ou P < P'. De fagon analogue P’ < P et donc
P = P' comme il était demandé.

Remarque. Le théoréme précédent et sa démonstration dépendent seulement du concept de positivité,
Ainsi le théoréme est vrai pour tout sous-corps K du corps R.

12.14. Une matrice n x n symétrique réelle A est dite positive définie si X’AX > 0 pour chaque
vecteur (colonne) non nul X € R” ; c’est-a-dire, si A est définie positive on peut la consi-
dérer comme une forme bilinéaire. Soit B une matrice quelconque réelle non singuliere.
Montrer que (i) B’B est symétrique et (ii) B’B est définie positive.

(i) (B'B) = B*B' = BB ; donc B?B est symétrique
(ii) Puisque B est non singuliére, BX # 0 pour un vecteur quelconque non nul X € R”. Donc le produit

scalaire de BX par lui-méme BX - BX = (BX)' (BX) est positif. Ainsi X'(B'B) X= (X'B") (BX) =
(BX)" (BX)> 0 comme demandé.

FORMES HERMITIENNES

12.15. Déterminer laquelle des matrices suivantes est hermitienne :

2 2+3i 4-—5i 3 2—4 4+1i\ 4 -3 5
2 — 3i 5 6 + 2i 2—-71 6 i -3 2 1
4+5i 6—-2 -7 4+7 1 3 5 1 —6

(1) (2) (3)

Une matrice 4 = (g;;) est hermitienne ssi 4 = A* cest-a-dire ssi ay; = .
(i) La matrice est hermitienne, puisqu’elle est égale d la conjuguée de sa transposée,
(ii) La matrice n’est pas hermitienne, elle est symétrique.

(iii) La matrice est hermitienne. En fait une matrice réelle est hermitienne si et seulement si elle est
symétrique.

12.16. Soit A une matrice hermitienne. Montrer que f est une forme hermitienne sur C” ou f est
définie par f(X, Y) = X'AY.
Pour tout g, b € C, et tout X,, X,, ¥ € C",
flaX,+bX, V) = (aX,+bX)AY = (@Xi+bXH)AT
= aX AY + bXLAY = af(X,Y) + bf(X,Y)
Donc f est linéaire par rapport 4 la premiére variable, Aussi
FXY) = XTAY = (XtAY) = YtAtX = YtA*X = YtAX = f(Y,X)

Ainsi f est une forme hermitienne sur C". (Remarque : Utilisons le fait que X?'AY est un scalaire et donc
qu’il est égal a son transposé).

12.17. Soit f une forme hermitienne sur V. Soit H la matrice de f dans une base {e,,...,e,} de
V. Montrer que

(i) f(u, v) = [u]’ H[v], pour tous u, v € V.
(ii) Si P est la matrice de passage de {e;} 4 une nouvelle base {e;} de V alors B = P'HP
(ouB= Q*HQ ou @ = P) est la matrice de f dans la nouvelle base {e;}.

Remarquons que (ii) est ’analogue en complexe du Théoréme 12.2.
(i) Soit u, v € ¥V et supposons

A . R o A et v = bye; + bgeg + -0 + bre,
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Alors flu,v) = flajeq+ - +aze, bieg+ - +bye,)
by
e b
- E aibj .f(ei: ej) = (a'lr ey an) H 2 = [u]é H [v]e
7 ..
b

comme il est demandé

(2) Puisque P est la matrice de passage de {¢; }4 {e/}, alors

P[u]e = [u],, P[v]e = [v], et aussi [u}f= [u]l Pt, [v], = P[],

Ainsi d’aprés (1) f(u,v) = [u]] H[v] = [u]! P'Hfg v],- Mais u et v sont des éléments arbitraires
de V ; ainsi P'HP est la matrlce de f dans la base {e;

1 1+14 27
12.18. Soit H =([1—¢ 4 2—3i une matrice hermitienne. Trouver une matrice non sin-
—2¢ 2+ 31 7
guliére P telle que P?HP soit diagonale.
Formons d’abord la matrice bloc (H, 1)

1 1+4-  2¢ :
1—1 4 2—-3i1
|

!

S O =
[ ]
|l =]

—2¢ 2+ 34 7

Appliquons les opérations élémentaires sur les lignes R, > (-1 + ) R, + R, et Ry = 2i Ry + R,
4 (4 ,I) et ensuite les “les opérations élémentaires colonnes hermitiennes” correspondantes (voir Probléme
1242) C, > (-1 =D C; + C, et C3 > —2i C; + C5 2 4 ; on obtient

1144 2 | 1 00 1o o 1 00
0 2 —5i | —1+4 1 0] etensuite |0 2 —5i, —1+4 1 0
0 5 3 , 2 01 0 5 3 | 20 o0 1

Appliquons ensuite 1'opération élémentaire ligne R; - — 5iR, + 2R, et l'opération élémentaire colonne
hermitienne correspondante C; - 5iC, + 2C;, on obtient

1 0 0 : 1 0 0 1 0 0 : 1 0 0
0 2 -5¢ : —1+¢ 1 0 et ensuite [0 2 0 : -14+< 1 0
0 0 —19,; 5+9i -5i 2 0 0 —38, 5+97 -bHi 2
Maintenant H a été diagonalisée. Posons
1 —1+4 5+9i 10 0
P=10 1 —5i et ensuite PtHP = [0 2 0
0 0 2 0 0 —38

Remarquons que la signature S de Hest § =2 — 1 =

PROBLEMES DIVERS
12.19. Montrer quune forme bilinéaire quelconque f sur V est la somme d’une forme bilinéaire
symétrique et d’une forme bilinéaire antisymétrique.
Posons g(u,v) = L[f(u,v) + f(v,u)] and h(u,v) = L[f(,v) — J(v,u)]. Alors g est symétrique car
glu,v) = 3flu,v) + flv,w)] = {f(v,u) + f(u,v)] = g(v,%)
et h est antisymétrique car
hlu,v) = [, v} — flv,0)] = —§[f(v,u) — flu,v)] = —h{v,%)
Deplus f=g + h
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12.20. Démontrer le théoréme 12.3 : Soit f une forme bilinéaire alternée sur V. Alors il existe
une base de V dans laquelle f est représentée par une matrice de la forme

1

De plus le nombre des ( 5

[rang (F)]).

Si f = 0, alors le théoréme est évident. Aussi, si dim V = 1, alors f(kyu, kyu) = k Kk, f(u, u)=0
et donc f = 0. En conséquence nous pouvons supposer que dim V' > 1 et f % 0.

0) est uniquement déterminé par f (car il est égal a

Puisque f # 0, il existe u;, u, € V non nuls tels que f(u,, u,) ¥ 0. En fait, en multipliant u,
par un facteur approprié, nous pouvons supposer que f(u,, u,) = 1 et donc f(u,, u;) = — 1. Donc
maintenant u, et u, sont linéairement indépendants, car si on pose u, = ku,, alors f(u;, u,) =
fluy, kuy) = kf(u;, u;) = 0. Soit U le sous-espace engendré par u, et u, cest-d-dire U = L (u,, u,).
Remarquons que :

0 1
(i) La représentation matricielle de la restriction de f 4 U dans la base {ul, u2} est( ) .

(i) siu € U, en posant u = au; + bu,, alors 1o

Flu,uy) = flaug + bug, uy) = —b

fu,ug) = flauy+ bug, uy) = a

Soit W le sous-espace des vecteurs w € V tels que f(w, u;) = 0 et f(w, uy} = 0. De maniére
équivalente

W = {w€V: f(w,u) =0 pour chaque u € U}

Démontrons que V = U & W, 11 est clair que U N W = {0} et donc il reste & montrer que V=U+Ww.
Soit v € V. Posons

u = f(v,ugdug — f(v,uq)uy et w=v—u (1)

Puisque u est une combinaison linéaire de u, et u,, v € U. Montrons que w € W. D’aprés (I) et (ii)
f(u, u) = f(v, u;) donc

|
=

f(w)ul) = f(v_u: ul) = f(v:ul) - f(u:ul) =
De fagon analogue f(u, u,) = f(», u,) et donc

f(w:u2) = f(’u_uru2) = f('l’:uz)“f(u,uz) =0

Alors w € W et donc d’aprés (1), v=u + w, ot u € U et w € W. Ceci montre que ¥V = U + W et
donc V=U®eW.

Maintenant la restriction de f & W est une forme bilinéaire alternée sur W. Par récurrence, il existe

une base u3,...,u, de W dans laquelle la matrice représentant f restreinte 4 W a la forme demandée.

Ainsi u,, u,, us,...,u, est une base de V dans laquelle la matrice représentant f a la forme désirée.
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PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES
FORMES BILINEAIRES

12.21. Soit u = (x,, x,) et v = (¥, ¥,). Déterminer si les formes suivantes sont des formes bilinéaires sur R2.
(1) flu,v) = 2299 — 37,504 (iv) flu,v) = wy@s + ¥1Y0
(i) flu,v) = % + yg v fl,v) =1
(iii) f(u,v) 3xoys (vi) flu,v) = 0.

il

12.22. Soit f la forme bilinéaire de R? définie par
f((xl, 902), ('1/1:?/2)) = 3xyyy — 201Yy + 4%9y; — %oYs

(i) Trouver la matrice A de f dans la base {“1 =(, 1), u, = (1, 3}
(i) Trouver la matrice B de f dans la base {», = (1, — 1), v, = 3, D}
(iii) Trouver la matrice de passage P de {u;}a {v; }et vérifier que B = P'4P.

1 2
12.23. Soit V I’espace vectoriel des matrices 2 X 2 sur R, Soit M = (3 s ) et soit f(4, B) = tr (4*MB) ou

A, B € V et “tr” notant la trace. (i) Montrer que f est une forme bilinéaire sur V. (ii) Trouver la ma-
, 10 0 1 00 00
lab , , , .
trice de f dans la base {(0 0> <0 0) <1 0> <0 1>}

12.24. Soit B(V) I’ensemble des formes bilinéaires ¥ sur K. Démontrer :

(i) sif g € B(V), alors f + g et kf, pour k € K, appartiennent aussi a3 B(V) et donc B(V) est un
sous-espace de ’espace vectoriel des fonctions de V x V dans K.

(ii) si ¢ et o sont des formes linéaires sur V, alors f(u, v) = ¢(u) o(v) appartient a3 B(¥).

12.25. Soit f une forme bilinéaire sur V. Pour tout sous-ensemble S de ¥V, nous écrivons
st={hev ; f(w, v) = 0 pour chaque u € S}, ST={vE€V ;f( u) =0 pour chaque u € S}.

Montrer que : (i) St et ST sont des sous-espaces de V, (ii) §; C §, implique S% C Sf et Sg C SI,
i) {0} ={0}' = ¥

12.26. Démontrer que si f est une forme bilinéaire sur ¥, alors rang (f) = dim V — dim vl = dim V - dim V7
et donc dim V* = dim V1

12.27. Soit f une forme bilinéaire sur V. Pour chaque u € V, soit &t : ¥V > K et u : V — K définies par
u(x) = f(x, u) et W(x) = f(u, x). Démontrer que
(i) u et % sont chacune lindaires, c’est-d~dire 1, W € V*,
(ii) u > u et u = U sont chacune des applications linéaires de V dans V*.

(iii) rang (f) = rang (u "~ u) = rang (u > ).

12.28. Montrer que la congruence des matrices est une relation d’équivalence, c’est-a-dire que (i) 4 est congruente
A A, (ii) si 4 est congruente & B, B est congruente a A, (iii) si 4, est congruente B et B congruente a C,
alors A est congruente a C.

FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES. FORMES QUADRATIQUES

12.29. Trouver la matrice symétrique appartenant & chacun des polyndmes quadratiques suivants (polyndmes ho-
mogénes par rapport i ’ensemble des variables x, y, z et de degré 2):

@) qlx,y,2) = 222 — 8xy + y? — 16wz + 1dyz + 522
(i) qlx,y,2) x2 — xz + y?

(iii) q(x,y,2) xy + 2 + 4wz + 22

iv) qlz,y,2) = zy + vz

I

il
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12.30.

12.31.

12.32.

12.33.

12.34.

12.35.

12.36.

Pour chacune des matrices suivantes 4, trouver une matrice non singuliére P telle que P'AP soit diagonale,

1 -2 -
2 3 1 -2 3 1 2 —5 ~3
; = i = |- ~9 id =
i A <3 4>, (ify A 2 6 , (i) A 92 .5 & 9
3 -9 4
-3 -1 9 11

Dans chacun des cas, trouver le rang et la signature.

Soit g la forme quadratique associée & une forme bilinéaire symétrique f, Vérifier une autre forme polaire
pour f : f(u, v) = Z[‘Y(“ + ) — qu — vl

Soit S(V) I’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur V. Montrer que :
(i) S(¥) est un sous-espace de B(V) ; (ii) si dim V = n alors dim S(V) = —% nin + 1).

Soit f la forme bilinéaire symétrique associée i la forme réelle quadratique q(x, y) = ax? + bxy + cy2.
Montrer que :

(i) f est non dégénérée si et seulement si b2 — dac# 0 ;
(ii) f est définie positive si et seulement si ¢ > O et b2 — 4ac < 0.

Supposons que A soit une matrice définie positive réelle et symétrique. Montrer qu’il existe une matrice
non singuliére P telle que 4 = PP,

n
Comnsidérons un polyndme réel quadratique g(2y, ..., z,) = “E_] a;xx;, ol ay = aj

(i) Si ayy # 0, montrer que la substitution

1 .
ry = ?/1‘;:(“122‘!2‘*‘"""“11;%), Lo = Y2, -5 Xp T Yn

donne I’équation q(x,, x,,...,x,) = a“yf + q'(yz, ..., ¥V,) ol q est aussi un polyndme qua-
dratique.

(i) Sia;; = 0, mais a;, ¥ 0, montrer que la substitution
X =y T Y Xg T Y Y X T Vg Xy = Yy
donne I'équation g(x,,...,x,) = Z by ¥y ol by, # 0, c’est-a-dire réduit ce cas au cas (i).

Cette méthode de diagonalisation de g est connue sous le nom “méthode des carrés de Gauss”.

Utiliser des raisonnements du type précédent pour réduire chaque polyndme quadratique du Probléme
12.29 3 la forme diagonale. Trouver le rang et la signature dans chaque cas.

FORMES HERMITIENNES

12.37.

12.38.

12.39.

12.40.

Pour toute matrice complexe 4, B et pour tout k¥ € C, montrer que :

()A FB=A+B, (i) kA = k4, (i) AB = A B, (v) AT — 4°

Pour chacune des matrices hermitiennes suivantes H, trouver une matrice non singuliére P telle que
P'HP soit diagonale :

1 7 2+1
. 1 4 N 1 2+ 3 , )
(i) H:<—i 2>, (ii) H:<2——3i 1 ), (iiiy H = —i 2 1—1
2—1 144 2
Trouver le rang et la signature de chacune de ces matrices.

Soit A une matrice quelconque complexe non singuliére. Montrer que H = A*4 est hermitienne définie
positive.

Nous savons que B est congrue hermitienne i 4 s’il existe une matrice non singuliére O telle que
B = Q0*A4Q. Montrer que la congruence de matrice hermitienne est une relation d’équivalence.
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Démontrer le théoréme 12.7 : Soit f une forme hermitienne sur V, Alors il existe une base {el, €nsv s en}
de V dans laquelle f est représentée par une matrice diagonale, c’est-d-dire f(e;, e;) = 0 pour i # j. De plus,
chaque représentation diagonale de f a le m&me nombre P d’éléments positifs et le méme nombre N d’é1é-
ments négatifs. (Remarquons que la seconde partic du théoréme n’est pas vraie pour les formes complexes
symétriques bilinéaires, comme on 1’a vu dans le Probléme 12.12 (ii). Cependant, la démonstration; du théo
réme 12.5 dans le probléme 12-13 s’étend pour le cas des formes hermitiennes.

PROBLEMES DIVERS

12.42.

12.43.

12.44.

Considérons les opérations élémentaires sur les lignes suivantes :
(@) Ry <> R;, [ay] B> kR, k+#0, [ag R~kR;+R,

Les opérations élémentaires correspondantes sur les colonnes sont respectivement
(0] C;<> Cj, [by] C;= kC;, k+ 0, [bgl C;—= kC;+C;

Si K est le corps des complexes C, alors les opérations colonnes hermitiennes correspondantes sont res-
pectivement

[Cd Ci > C}', [02] Ci g EC” E 7= 0, [‘Cs] Ci g EC] + Ci

s

(i) Montrer que la matrice élémentaire correspondant i [b;] est la transposée de la matrice élémentaire
correspondant 4 [a;].

(ii) Montrer que la matrice élémentaire correspondant 3 [c;] est la conjuguée transposée de la matrice
élémentaire correspondant a [q;].

Soient ¥V et W deux espaces vectoriels sur K. Une application f : V X W = K est appelée forme biliné-
aire V et W si

() flavy +bvy, w) = af(vy, w) + bf(vy, w)
(i) Fv, aw; + bwy) = af(v, wy) + bf(v, wy)
pour chaque a, b €K, v; € V, w; € W. Démontrer que

(i) L’ensemble B(V, W) des formes bilinéaires sur ¥ et W est un sous-espace de 1’espace vectoriel des fonc-
tions de V x W sur K.

(i) Si{¢,,...,9,} est une base de V* et {0, 0,,...,0,} une base de W* alors{f,, : 1= 1,...,m,
i=1..., nf"cst une base de B(V, W) ou fij est définie par fl.].(v, w) = ¢,(») ol-(w). Ainsi
dm B(V, W) = dim V - dim W.

(Remarque : Observons que si ¥V = W, alors nous obtenons ’espace B(V) traité dans ce chapitre).

m fois
Soit ¥ un espace vectoriel sur K. Une application f: V x V... x ¥V = K est appelée une forme multi-
linéaire sur V si f est linéaire par rapport 4 chaque variable : c’est-a-dire, pour i = 1,...,m,
Floo, @B, ..) = af(c.oty ) + BF .., 5.

ol A note la {éme composante, les autres composantes étant fixées. Une forme multilinéaire f est dite
alternée si
Fog, o, v) = 0 pour v =, 1Fk

Démontrer que :

(i) L’ensemble Bm(V) des formes m-linéaires sur V est un sous-espace de l’espace vectoriel des fonctions
de VxVx---x Vdans K.

(ii) L’ensemble 4, (V) des formes m-linéaires alternées sur V est un sous-espace de B, (V).

Remarque 1. Si m = 2, alors nous obtenons I’espace B(V) traité dans ce chapitre.

Remarque 2. Si V = K™, alors le déterminant est une forme particuliére m-linéaire alternée sur V,
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- REPUNSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

12.21. (@) Oui, (i) Non, (iii) Oui, (iv) Non, (v) Non, (vi) Oui.

_ 0 —4 3 5
1222. 0 4 =(3 1) 5=y ) @ p=(5 )

12.23. i)

' 2 —4 -8 10—} 0
1229, & (-4 1 7| @) | 0 1 o) (i) |}
-8 7 5 ————% 0 0 2

[ VC R T
WO~ o
(=2 I
O N o

S O
~—

(=T
- O D
\/

—_

-

<

-~
—TTT
S ©
[C -

. _ /1 -8 _ (2 0 _
12.30. ® P —<0 > PtAP —<o 2>’ § =0
1 2 0 1 0 o
i) P={0o 1 38|, PeAP =0 2 o0, S=1
0 0 2 0 0 —38
1 -1 -1 26 1 0 0 0
0 1 3 13 o 1 0 0
i) P = , PLAP = =
(i) 0 0 1 9 0 0—7 o ST2
o 0 0 7 0 0 0 469
1238. i) P =(L?), pup =} °> -
(1) 0 ) P 0 1/’ S 2
1 —2+3i _ /1 0
P = PtH = =
i (0 1 > P <0 —14)’ §=0
1 i —3+34 1 0 0
i) P=1{0 1 i , PPHP = |0 1 o0, S=1
00 1 0 0 —4




CHAPITRE 13

Espaces préhilbertiens

INTRODUCTION

La définition d’un espace vectoriel V suppose donné un corps quelconque K. Dans ce chapitre
nous restreindrons K soit au corps des réels R, soit au corps des complexes C. Dans le premier cas,
V est appelé un espace vectoriel réel, dans le second cas V est un espace vectoriel complexe.

Rappelons que les concepts de “longueur” et *d’orthogonalité” n’apparaissent pas dans P'étude
des espaces vectoriels arbitraires (quoiqu’ils soient apparus dans le chapitre I pour les espaces R” et
C™). Dans ce chapitre, nous ajoutons une nouvelle structure a un espace vectoriel V pour obtenir
un espace préhilbertien, et nous définirons ces concepts dans ce cadre.

Nous supposerons que V reste un espace vectoriel de dimension finie a moins qu’il en soit
spécifié autrement. De fait, de nombreux théorémes de ce chapitre ne sont pas valables pour des
espaces vectoriels de dimension infinie. Nous illustrerons cela par quelques exemples et problémes.

-

ESPACES PREHILBERTIENS
Donnons d’abord une définition.
Définition : Soit V un espace vectoriel (réel ou complexe) sur K. Supposons que pour chaque

paire de vecteurs u, v € V on associe un scalaire <u, v> € K. Cette application est
appelée produit scalaire dans V, si elle satisfait aux axiomes suivants :

(Z,] fCau, + bu,, v)> = afu,, v) + blu,, v’
(1,1 (u, v)= <y, u)

(I;3] (u, ud>>0et (u, u)= 0 si et seulement si u = 0
L’espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien.

Remarquons que (u, u) est toujours réel d’apres [I, ] et donc l'inégalité donnée dans [I;] a un

sens. On utilise aussi la notation
lull = /<u, w?

Ce nombre réel non négatif ||u| est appelé la norme ou la longueur de u. En utilisant [I;] et [I,]
on obtient (Probléme 13.1) la relation

(u, av, + bv,) = aluy, v,) + by, v,)
Si le corps initial K est réel, le signe conjugué apparaissant précédemment et dans [I,] ne doit pas
étre considéré,

D’aprés le chapitre précédent, un prbduit scalaire est une forme bilinéaire positive définie et
symétrique si le corps de base est réel, et est une forme hermitienne définie positive si le corps
de base est complexe, )

Un espace préhilbertien réel est appelé quelquefois espace euclidien, et un espace préhilber-
tien complexe est quelquefois appelé espace unitaire,
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Exemple 13,1 : Considérons le produit scalaire dans R":

uev = aiby + agby + -+ ayb,

ol u = (a;) et v = (b;). 1l s’agit d’un produit scalaire sur R”?, et R” muni de ce produit
scalaire est appele habltuellement espace euclidien de dimension n. Quoiqu’il existe plusieurs
maniéres de définir un produit scalaire sur R” (voir Probléme 13-2) nous supposerons qu’il
s’agit de ce produit scalaire sur R” 4 moins qu’il en soit spécifié autrement.

Exemple 13.2 : Considérons le produit scalaire sur C™:

wev = 2y + 2oy + 0+ 2 W,

ou u = (z) et v = (w;). Comme dans le cas réel, il s aglt d’un produit scalaire sur C” et
nous supposerons qu’il Sagit du produit scalaire de C”, & moins qu’il en soit spécifié
autrement.

Exemple 13.3 : Soit ¥ ’espace vectoriel des m x n matrices sur R. L’expression suivante est un produit

scalaire sur V :
(4,B) = tr(BtA)
ol tr désigne la trace de la matrice, c’est-a-dire la somme des éléments diagonaux.

De fagon analogue, si U est I’espace vectoriel des m x n matrices sur C, alors I’expres-
sion suivante est un produit scalaire sur U :

(A,B) = tr (B*A)

Comme d’habitude, B*, indique la matrice transposée conjuguée de la matrice B,

Exemple 13,4 : Soit V I’espace vectoriel des fonctions réelles continues sur ’intervalle ¢ < ¢ < b. L’expres-

sion suivante est alors un produit scalaire sur V
b
v = f iwewa
a

De fagon analogue, si U est I’espace vectoriel des fonctions complexes continues sur 1'in-
tervalle réel ¢ < t < b, alors I’expression suivante est un produit scalaire sur U :

b
oy = f 7(t) 570 dt

Exemple 13,5 : Soit V I’espace vectoriel des suites infinies de nombres réels (a,, a,,...) satisfaisant a

Remarque 1

Remarque 2 :

2 2
a? = aitaz+ - <o

k1

s

1

c’est-a~dire la somme précédente converge. L’addition et la multiplication scalaire des
suites sont définies par :

(@, @y ...) + (b, by, ...) = (ag+ by, a0+ by, ...)
kla, ay,...) = (kay, kay, ...)
Un produit scalaire est défini dans V par
(ay, ag, ...), (b1, by, ... )y = ayby + agby +

La somme précédente converge absolument pour tout couple de points de V (Probléme
13-44) ; donc le produit scalaire est bien défini. Cet espace préhilbertien est appelé L.

Si [lvll = 1, c’est-a-dire si v, v» = 1, alors v est appelé vecteur unitaire, on dit
qu’il a été normé. Remarquons que tout vecteur non nul ¥ € V peut étre normé
en posant v = u/llull.

Le nombre réel non négatif d(u, v) = |lv — ul|| est appelé distance de u a v ;
cette fonction satisfait les axiomes d’un espace métrique (voir Probléme 13-51).
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INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ

La formule suivante, appelée inégalité de Cauchy-Schwarz est utilisée dans de nombreuses
branches des mathématiques.

Théoréme 13.1 : (Cauchy-Schwarz) : Pour tous vecteurs u, v € V
[<u, v < [lull llvll
Examinons maintenant cette inégalité dans des cas bien déterminés.

Exemple 13.6 : Considérons des nombres complexes quelconques @y ,49,...,a,, b ,...,b, €C. Alors
d’aprés 1’inégalité de Cauchy-Schwarz
(algl +-eo+ anzn)2 = (\0152 +oo ia’n‘z)“bl&z +oet lbn‘z)

c’est-a-dire (w-v)2 = lu][2]||v]?2

o u = (g) et v = (b)).

Exemple 13.7 : Soient f et g deux fonctions quelconques réelles et continues définies sur un intervalle unité
0 < t < 1. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1 2 1 1
)32 = < (& g(t) dt) = fAE) dt g rdt = |ifI?|lglf?
S Jroa )
Ici V est 'espace préhilbertien de 'exemple 13-4,

ORTHOGONALITE

Soit V un espace préhilbertien. Les vecteurs u, v € V sont dits orthogonaux si {u, v} = 0,
Cette relation est évidemment symétrique ; c’est-a-dire si u est orthogonal a v, alors (v-, W =W, V) =
0 = 0 et donc v est orthogonal a u. Remarquons que 0 € V est orthogonal a tout vecteur v € V,

car
0,v) = (Ov,v) = Ov,vy = 0

Réciproquement, si u est orthogonal a chaque v € V, alors (u, u) = 0 et donc u = 0 d’apres [I,].

Supposons maintenant que W soit un sous-espace quelconque de V. L’orthogonal de W, noté
par W4 contient les vecteurs de V qui sont orthogonaux a chaque w € W :

W+ = (v€V: @, w)= 0 pour tout w € W}

Montrons que W' est un sous-espace de V. On a évidemment 0 € W*. Supposons maintenant
u,v € W-. Alors pour tout a, b € K et pour tout w € W

{ou + bv, w) = a{u,w) + b(v,w) = a*0+5b:0 = 0

Ainsi au + bw € W' et donc W est un sous-espace de V.

Théoréme 13.2 : Soit W un sous-espace de V. Alors V est la somme directe de W et W', c’est-a-dire
V=WweWw.

Maintenant si W est un sous-espace de V, alors V = W & W! d’aprés le théoréme précédent ; il
existe donc une projection unique E,, : V = V ayant pour image
W et pour noyau W*. C’est-d-dire, si v € Vet v = w + w' oulweW,
w' € W, alors E w est définie par E,, (v) = w. Cette application E, est
appelée projection orthogonale de V sur W,

Exemple 13.8 : Soit W ’axe des z dans R3, cest-a-dire
W={(0,0,c): cER}
Alors W est le plan xy, c’est-d-dire
Wt = {(a,b,0): ¢,bER}

Comme nous l’avions prévu, R3=we W' La pro-
jection orthogonale E de R3 sur W est donnée par
E(x,y,z)=1(0,0,2).
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Exemple 13.9 : Considérons un systéme homogéne d’équations linéaires sur R :

Q1% F @y + 0 a2, = 0
Gg(%y + Qooty + ctc + g, = 0
Qg T Qo T * 0 + G, = 0

ou en notation matricielle AX = 0. Rappelons que l’espace solution W peut &tre consi-
déré comme le noyau de 'opérateur linéaire 4. Nous pouvons aussi considérer W comme
Pensemble de tous les vecteurs v = (x,,..., x,) qui sont orthogonaux a chaque ligne de
A. Ainsi W est I'espace orthogonal & Vespace ligne de A. Le théoréme 13-2 nous donne
alors une autre démonstration du résultat fondamental dim W = n — rang (4).

Remarque : Si V est un espace préhilbertien réel, alors ’angle que font entre eux deux vecteurs
non nuls u, v € V est défini par
(U, v)

cosf = ——
[l [[]]

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, —1 <X cos 6 << 1 et donc 'angle 0 existe tou-
jours. Observons que u et v sont orthogonaux si et seulement si ils sont “perpendiculaires”
c’est-a-dire 6 = m/2.

ENSEMBLES ORTHONORMES

Un ensemble {u,;} de vecteurs dans V est dit orthogonal si ses éléments distincts sont orthogo-
naux, c’est-a-dire si (;, u]-) = 0 pour i # j. En particulier ’ensemble {u;} est dit orthonormé s’il
est orthogonal et si chaque u; a pour longueur 1, c’est-a-dire si

0 pour ¢+ j
(U, u) = 8 = .
1 pour 1 =3
Un ensemble orthonormé peut toujours étre obtenu a partir d’'un ensemble orthogonal de vecteurs
non nuls en normant chacun des vecteurs.

Exemple 13.10 : Considérons la base usuelle de 1’espace euclidien 4 3 dimensions R3:
{61 = (11 0; O)y 62 = (01 1) O)y e3 = (01 0’ 1)}
Il est clair que
(€1, €1) = (€g, €3) = (€3,€3) = 1 et (eje) =0 pouri#j

c’est-a-dire, {e, ey, e3} est une base orthonormée de R3. Plus généralement, la base
usuelle de R” ou de C" est orthonormée quel que soit 7.

Exemple 13.11 : Soit V I’espace vectoriel des fonctions réelles continues sur 'intervalle — 7 < t < 7 avec
+7
le produit scalaire défini par {f, g) = f f(t) g(t) dt. L’ensemble suivant est un exemple
—
classique de sous-ensemble orthogonal de V:
{1, cos t, cos 2¢, ..., sin ¢, sin 2¢, ...}

L’ensemble orthogonal précédent joue un rdle fondamental dans la théorie des séries de
Fourier.

Les propriétés suivantes d’un ensemble orthonormé seront utilisées dans cette partie.

Lemme 13.3 : Un ensemble orthonormé {u,, u,,..., u, }est linéairement indépendant, et pour
tout v € V le vecteur

W =V — (U, UnUs — (U, Ug)Us — * -+ — (V, Ur)U»r

est orthogonal a chacun des u,.



Chapitre 13/Espaces préhilbertiens 283

PROCEDE D’ORTHOGONALISATION DE GRAM-SCHMIDT

Les bases orthonormées jouent un rdle primordial dans les espaces préhilbertiens. Le théoréeme
suivant montre qu’une telle base. existe toujours ; sa démonstration utilise le célebre procédé d’ortho-
gonalisation de Gram-Schmidt.

Théoréme 13.4 : Soit {v, ,..., v, } une base arbitraire d’'un espace préhilbertien V. Il existe alors
une base orthonormée {u,,u,,..., u,} de V telle que la matrice de passage de
{v;} a{u;} soit triangulaire, c’est-a-dire, pour i = 1,...,n,
Ui = A1+ Qpl2 + -« - + Qi
Démonstration : Posons u, = v, /l|v,]l, alors {u,} est orthonormé. Posons ensuite

Wy = V3 — (vzyul)ul et Ug = ll)z/HWzH

D’aprés le lemme 13.3 w, (et donc u,) est orthogonal a u, ; d’ou{u,, u,} est orthonormé, Posons
ensuite

Wz = V3 — (V3, Ui)U1 — (Vs, Ug)Uz et Us = WS/H?/USH

De nouveau d’aprés le lemme 13.3 Wy (et donc uy) est orthogonal au, et u, donec {u,, U, , uy}
est orthonormé. En général, aprés avoir obtenu { Uy, Uysonny U Ynous posons
Wir1 = Vit1 — @i+, UDUT — =+« — (Vi+1, U)W et Ui+1 = wi+1/||Wi+1H
Remarquons que w, , ¥ 0 car U, EE Lw,,...,v) = L(u,,...,u)). Comme plus haut{u cen Uit
est aussi orthonorms. Par recurrence nous obtenons un ensemble orthonorme {u,...,u, }qul est indé-

pendant et donc qui est une base de V. La construction de cet ensemble montre blen que la matrice
de passage est triangulaire.

Exemple 13.12 : Considérons la base suivante de 1’espace euclidien R3:
{vi = (,1,1), v, =(0,1,1), v3 = (0,0,1)}

Utilisons le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt pour transformer{v }en une base
orthonormée {u} Normalisons d’abord v,» posons.

2 (1,1,1) 1 1 1
u = —_— = = _— =, —
‘ LT Tl V3 <\/’3‘ V3 V3
Posons ensuite
2 1 1 1 211
Wy = Vg — (Vg Uy T (0,1,1)—ﬁ<ﬁ,ﬁ,7§> = <—§,§,§>

et normalisons w,, on pose alors
Wy 2 1
u. = T - T = ’
: [lw] V6 V6 Ve
Finalement posons

wy = V3 — (Vg UUy — (V3, Ug)Usy

A/1 1 1\_ 1/ 2 1 1)\ _ (,_11
000 {5y E) T vl ve) = e
puis normalisons wj:

vy = U = <0,_i,i>
{ows| V2 2
La base orthonormée de R3 demandée est donc
{m:(—l-,i,-l—), uy = <_1,_1_,_1_), g = <0,__1_,L>}
V3 Vi VB V6 Ve Ve ve'va
FORMES LINEAIRES ET OPERATEURS ADJOINTS

Soit V un espace préhilbertien. Chaque u € V détermine une application & : V = K définie
par

d@) = v, w
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Donc pour tout a, b € K et pour tout v,V €V,

2
ﬁ(avl + bvy) = (avi+bve, uy = v, u) + b(vs, Uy = aﬁ(vl) + ba(vz)

C’est-a-dire, ## est une forme linéaire sur V. La réciproque est aussi vraie pour des espaces de di-
mension finie et constitue un théoreme important.

Théoréme 13.5 :Soit ¢ une forme linéaire sur un espace préhilbertien de dimension finie V. Il
existe alors un vecteur unique u € Vtel que ¢(v) = (v, u), pour chaque v € V.

Remarquons que le théoréme précédent n’est pas vrai pour des espaces de dimension infinie
(Probleme 13-45), quoiqu’on ait quelques résultats dans cette direction. L’un d’entre eux est
connu sous le nom de théoréme de représentation de Riesz).

Utilisons le précédent théoréme pour démontrer le théoréme suivant

Théoréme 13.6 : Soit T un opérateur lindaire sur un espace préhilbertien V de dimension finie. Il
existe alors un opérateur linéaire unique T* sur V tel que
(T(u), vy = (u, T*(v))

pour tout (u, v) € V. De plus, si A est la matrice de T relativement a une base
orthonormée {ei}de V, alors la conjuguée transposée A* de A est la matrice de
T* dans la base {e .

Insistons sur le fait qu’il n’existe pas de telle relation simple entre les matrices représentant
T et T* si la base n’est pas orthonormée, Nous voyons ici une propriété trés utile des bases ortho-
normées.

Définition :  Un opérateur linéaire T sur un espace préhilbertien V est dit admettre un opérateur
adjoint T* sur V si (T(u),v) = w, T*(v)? pour chaque u,v € V.

"Le théoréme 13.6 établit ainsi que chaque opérateur T a un adjoint si V est de dimension
finie, Ce théoréme n’est pas valable si V est de dimension infinie (Probléme 13.78).
Exemple 13.13 : Soit T 'opérateur linéaire de c? défini par
T(x,y,2) = (2x+ 1y, y— biz, x + (1 — i)y + 32)

On trouve une formule analogue pour l’adaioint T* de T. Remarquons (Probléme 7.3) que
la matrice de T dans la base usuelle de C~ est

2 0
T] = (0 1 —5i
1 1—i 3

Rappelons que la base usuelle est orthonormée. Ainsi d’aprés le théoréme 13.6, la ma-
trice de T* dans cette base est la transposée conjuguée de [T] :

2 0 1
(T*] = |[—i 1 1+
0 5 3

En conséquence,
T*(w,y,2) = (22 +z, —ix +y+ (1 + )z, 5iy + 32)

Le théoréme suivant résume quelques propriétés de l’adjoint.

Théoréme 13.7 : Soient S et T des opérateurs linéaires sur V et soit £ € K. Alors
iy (S+T)* = S*+T* (iii) (ST)* = T*S*
(ii) (kT)* = kT* (iv) (T*)* =T
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ANALOGIE ENTRE A (V) et C ; OPERATEURS SPECIAUX

Appelons A (V) lalgébre des opérateurs linéaires sur un espace préhilbertien V de dimension
finie. L’application adjointe T+ T* sur A (V) est tout a fait analogue a ’application conjuguée
z P z sur le corps des complexes C. Pour illustrer cette analogie, nous identifierons dans le tableau
suivant certaines classes d’opérateurs T € A (V) dont le comportement par Papplication adjointe est
analogue au comportement par conjugaison de certaines classes familiéres de nombres complexes.

Classe de Comportemant par Classe d’opérateurs Comportement par
nombres complexes conjugaison dans A (v) P’application adjointe
Cercle unité (|z] = 1) 7= 1/z Ope':rateurs ort.ho.gonaux (cas réel) % = 71
Opérateurs unitaires (cas complexe)
Opérateurs auto adjoints
Axe réel 7= Appelés aussi Té=T

symétriques (cas réel)
hermitiens (cas complexe)

Opérateur anti-adjoints
Axe imaginaire 7=z — antisymétriques (cas réel) T* = —T
— antihermitiens (cas complexe)

T=8*§
avec § non singulier

Demi-axe positif

(0, + ) z=w.w,w# 0 | Opérateurs définis positifs

L’analogie entre ces classes d’opérateurs T et les nombres complexes z est donnée dans le théo-
réme suivant

Théoréme 13.8 : Soit A une valeur propre d’un opérateur linéaire T sur V.
(1) Si T* =T7! alors |A|l = 1.
(2) Si T* = T, alors A est réel.
(8) Si T* = — T, alors X\ est imaginaire pur.
(4) Si T = S*S avec S non singuliére, alors A est réel et positif.

Nous démontrons maintenant le théoréme ci-dessus. Dans chaque cas, soit v un vecteur propre
non nul de T appartenant a A, c’est-a-dire T(v) = Av avec v # 0 ; donc (v, v) est positif.

Démonstration de (1) : Montrons que A\ v, v) = (v, v).
Mo, vy = (w,A) = (T), Tw) = (v, T*TW)) = @,1(v)) = (v,v)
Mais (v, v) ¥ 0 : donc AA = 1 et donc |A| = 1.

Démonstration de (2) : Montrons que Aw, v) = Mo, v
Mv,vy = (w,v) = (T),v) = @, T*@)) = @, T(®)) = W, ) = \v,?)
Mais v, v) # 0 ; donc A = A et donc A est réel.
Démonstration de (3) : Montrons que Av, v) = — A v, v).
Mo, v) = v, vy = (T(@),v) = (v, T*@)) = (v,—-T®)) = ,—Av) = —X,7)

Mais (v, v» # 0 ; donc A = — A ou = — et donc A est un imaginaire pur.
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Démonstration de (4) : Remarquons d’abord que S(v) # 0, car S est non singuliére ; donc
{S(v), S(v)) est positif. Montrons que A (v, v} = (S(v), S()).

Mo, v) = (Ww,v) = (T(@),v) = (S*S(v),v) = (S(v),S(v))
Mais (v, v) et {(S(v), S(v)? sont positifs ; donc N\ est positif.

Remarquons que tous les opérateurs précédents T commutent avec leur adjoint, donc
TT* = T*T, De tels opérateurs sont appelés opérateurs normaux.

OPERATEURS UNITAIRES ET ORTHOGONAUX

Soit U un opérateur linéaire sur un espace préhilbertien V de dimension finie. Comme on l’a
défini plus haut, si

U* = U™! ou de fagon équivalente UU* = U*U = I

alors U est dit orthogonal ou unitaire suivant que le corps sous-jacent est réel ou complexe. Le
théoréme suivant donne diverses caractérisations de ces opérateurs.
Théoréme 13.9 : Les conditions suivantes sur un opérateur U sont équivalentes.

(iy U* = U!, cest-a-dire UU* = U*U = I.

(ii) U conserve les produits scalaires, c’est-a-dire pour chaque v, w € V

Wy, Uw)) = v, w.
(iii) U conserve les longueurs, c’est-a-dire pour chaque v € V |[U@)ll = vl

Exemple 13.14 : Soit 7 : R3 - R3 ['opérateur linéaire qui fait su-
bir a chaque vecteur une rotation autour de l’axe
des z d’un angle fixe 6:

T(x,y,z) = (xcos 8 — ysin 6,
x sin 8§ + y cos 6, z)

Observons que les longueurs (les distances a 1’ori-
gine) sont conservées par T. Donc T est un opé-
rateur orthogonal.

x

Exemple 13.15 : Soit V Iespace I, de 'exemple 13.5. Soit T : ¥ = V lopérateur linéaire défini
par T{a,, ay,...) = (0, a;, a,,...). 1l est clair que T conserve les produits scalaires
et les longueurs., Cependant T n’est pas surjectif puisque, par exemple,(1, 0, 0,...)
n’appartient pas a ’image de T ; donc T n’est pas inversible. Ainsi nous remarquons
que le théoréme 13.9 n’est pas valable pour des espaces de dimension infinie,

Un isomorphisme d’un espace préhilbertien dans un autre est une application bijective qui
conserve les trois opérations de base d’un espace préhilbertien, addition vectorielle, multiplication
scalaire, et les produits scalaires. Ainsi les applications précédentes (orthogonale et unitaire)
peuvent étre aussi caractérisées comme des isomorphismes de V dans lui-méme. Remarquons
qu’une telle application U conserve aussi les distances, puisque

[U@) = Uw)| = [[U-w)]| = [v—wl

et donc U est aussi appelé une isométrie.

MATRICES ORTHOGONALES ET UNITAIRES

Soit U un opérateur linéaire sur un espace préhilbertien V. D’aprés le théoréme 13.6 nous
obtenons le résultat suivant quand le corps de base K est complexe.

Théoréme 13.10A : Une matrice A a éléments complexes représente un opérateur unitaire U (rela-
tivement a une base orthonormée) si et seulement si A* = A~!,
D’autre part, si le corps de base est réel alors A* = A? ; donc nous obtenons ainsi le théo-
réme suivant pour les espaces préhilbertiens réels.
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Théoréme 13.10B : Une matrice A a éléments réels représente un opérateur orthogonal U (rela-
tivement a une base orthonormée) si et seulement si A7 = A1,
Les théoremes précédents nous conduisent aux définitions.
Définition : Une matrice complexe A pour laquelle A* = A~!
est appelée une matrice unitaire.

, ou de fagon équivalente AA*=A*A =1

‘Définition : Une matrice réelle A pour laquelle A* = A~ ou de facon équivalente AA? = A'A = I
est appelée une matrice orthogonale,

Remarquons qu’une matrice unitaire & éléments réels est orthogonale.

a, a
Exemple 13.16 : Supposons que 4 = ( ! b2> soit une matrice unitaire, Alors A4™* = I et donc
1 92

Adr = [0 @2\ & ?1 _ lag? + lagl?  a;by + asdy (10 _
by by /\ Gy by Ayby + dgbg  [by]2 + [by)2 01
Ainsi
lay|? + Jagl> = 1, [byf2 + [byf2 = 1 et aby + azhy = 0

En conséquence, les lignes de 4 forment un ensemble orthonormé. De fagon analogue
A*A = I signifie que les colonnes de 4 forment un ensemble orthonormé.

Le résultat de I'exemple précédent reste vrai en général, ce qui donne

Théoréme 13.11 : Les conditions suivantes pour une matrice A sont équivalentes.
(i) A est unitaire (orthogonale).
(ii) Les lignes de A forment un ensemble orthonormé.
(iii) Les colonnes de A forment un ensemble orthonormé.

Exemple 13.17 : La matrice 4 représentant la rotation T dans ’exemple 13.14 relativement i la base
usuelle de R3 est

cos § —sing 0
A = sin ¢ cosd O
0 0 1

On vérifie bien que les lignes et les colonnes de 4 forment chacun un ensemble ortho-
normé ; c’est-d-dire que 4 est une matrice orthogonale.

CHANGEMENT DE BASES ORTHONORMEES

Si I’on considére le role spécial joué par les bases orthonormées dans la théorie des espaces
préhilbertiens, on est amené naturellement a considérer les propriétés de la matrice de passage d’une
base orthonormée a une autre base orthonormée. Le théoréme suivant s’applique alors:

Théoréme 13.12 : Soit {e,,...,e,} une base orthonormée d’un espace préhilbertien V. La matrice
de passage de {e;} a une autre base orthonormée est unitaire (orthogonale). Ré-
ciproquement, si P = (a;;) est une matrice unitaire (orthogonale) alors la base

. i
suivante est orthonormée :

(el = auer +anes+ -+ +amen: 1=1,...,1}

Rappelons que les matrices A et B représentant le méme opérateur linéaire T sont semblables,
c’est-a-dire B = P~'AP ou P est la matrice de passage (non singuliére). D’autre part, si V est un
espace préhilbertien nous sommes intéressés d’habitude par le cas ou P est unitaire (ou orthogo-
nale) comme le théoréme précédent le suggére. (Rappelons que P est unitaire si P* = P! et P
est orthogonale si P* = P~!), Ceci nous conduit a la définition suivante :
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Définition : Des matrices complexes A et B sont unitairement équivalentes s’il existe une matrice
unitaire P pour laquelle B = P¥AP. De facon analogue, les matrices réelles A et B sont
orthogonalement équivalentes s’il existe une matrice orthogonale P pour laquelle B =P!AP.

Remarquons que des matrices orthogonalement équivalentes sont nécessairement congruentes
(voir page 262).

OPERATEURS POSITIFS
Soit P un opérateur linéaire sur un espace préhilbertien V ; P est dit positif (ou semi-défini)
si
P = 8*S pour un certain opérateur S
et il est dit défini positif si S-est aussi non singulier. Les théorémes suivants donnent diverses ca-
ractérisations de ces opérateurs.

Théoréme 13.13A : Les conditions suivantes sur un opérateur P sont équivalentes :

(1) P=T? pour un certain opérateur auto-adjoint T.
(2) P = S*8 pour un certain opérateur S.
(3) P est auto-adjoint et (P(u), u) = 0 pour chaque u € V.

Le théoréme correspondant pour les opérateurs définis positifs est alors

Théoréme 13.13B : Les conditions suivantes sur un opérateur P sont équivalentes :
(1) P= T2 pour un certain opérateur non singulier auto-adjoint T.
(2) P = S*S pour un certain opérateur non singulier S.
(8) P est auto-adjoint et (P(u), u) > 0 pour chaque u # 0 dans V.

DIAGONALISATION ET FORMES CANONIQUES DANS LES ESPACES EUCLIDIENS

Soit T un opérateur linéaire sur un espace préhilbertien V de dimension finie sur K. La possi-
bilité de représenter T par une matrice diagonale dépend des vecteurs propres et des valeurs pro-
pres de T, et donc dépend des racines du polyndme caractéristique A(t) de T(Théoréme 9.6). Mais
A(t) peut toujours se décomposer en un produit de polyndmes linéaires sur le corps des complexes
C, mais ne peut pas toujours se décomposer en produit de facteurs linéaires sur le corps des réels
R. Ainsi la situation pour les espaces euclidiens (ou K = R) est complétement différente de celle
pour les espaces unitaires (ou K = C) ; nous traiterons donc ceux-ci a part. Nous étudierons les
espaces euclidiens d’abord, et les espaces unitaires dans le prochain paragraphe.

Théoréme 13.14 : Soit T un opérateur symétrique (auto-adjoint réel) sur un espace préhilbertien
V réel de dimension finie. Il existe alors une base orthonormée de V conte-
nant uniquement les vecteurs propres de T ; c’est-a-dire que T peut étre repré-
senté par une matrice diagonale relativement a une base orthonormée.

Donnons les théorémes correspondants pour les matrices.

Autre forme du théoréme 13.14 : Soit A une matrice réelle symétrique. I1 existe alors une ma-
trice orthogonale P telle que B = P"'AP = P'AP soit
diagonale.

Les colonnes de la matrice précédente P forment un systéme orthonormal de vecteurs propres
de A ; et les éléments diagonaux de B sont les valeurs propres correspondantes.
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2 =2
Exemple 13.18 : Soit 4 = ( 5). Trouvons une matrice orthogonale P telle que P'AP soit diago-

nale. Le polyndme caractéristique A(f) de A est

t— 2 2

A}y = [tI—A| = s i

’ = (t—6)(t—1)

Les valeurs propres de A sont 6 et 1. Remplagons ¢ par 6 dans la matrice ¢t/ — A, on
obtient le systéme homogéne correspondant d’équations linéaires

4x +2y =0, 2x+y=0

Une solution non nulle est v, = (I, — 2). Remplagons maintenant # par 1 dans la ma-
trice t/ — A, on trouve le systéme homogéne correspondant

—-x+2y=0, 2x—-4y=0

Une solution non nulle est (2, 1). Comme dans le Probléme 13.31, v, et v, sont ortho-
gonaux, Normalisons v, et v,,on obtient la base orthonormée

{uy = V5, —2/V5), up = 2/V5,1/V/5)}

Finalement soit P la matrice dont les colonnes sont u; et u, respectivement. Alors

W 2B\ pligp = pap = <6 °>
—2/v/8 1/V/B 01

Comme prévu, les éléments diagonaux de P’AP sont les valeurs propres correspondant
aux colonnes de P.

Nous remarquons que la matrice B = P 1AP = P'AP est aussi congruente avec la matrice A.
Si g est une forme réelle quadratique représentée par la matrice A, alors la méthode précédente
peut étre utilisée pour diagonaliser ¢ par un changement orthogonal de coordonnées. Ceci est illus-
tré par ’exemple suivant :

Exemple 13.19 : Trouver une transformation orthogonale de coordonnées qui diagonalise la forme quadra-
tique q(x, y) = 2x%2 — 4xy + 5y2.

-2
La matrice symétrique représentant g est 4 = ( ) Dans le précédent
exemple nous avons obtenu la matrice orthogonale 5

P - V5 21V
—2/V5 11/

(Ici 6 et 1 sont les valeurs propres de 4). Ainsi la transformation orthogonale des coor-
données demandée est

<x> <x’> x = z'/V5+ 2y'VE
= P\| _,] c'est-a-dire
Y Y y = —22'/V5+ y'/VE

Par ce changement de coordonnées g est transformée en la forme diagonale

> pour laquelle P!AP = <g (1)>

g,y = 6x'2 + 2
Remarquons que les éléments diagonaux de g sont les valeurs propres de A.

Un opérateur orthogonal T n’est pas nécessairement symétrique et donc ne peut étre repré-
senté par une matrice diagonale relativement a une base orthonormée. Cependant, un tel opérateur
T peut avoir une représentation canonique simple, comme il est dit dans le théoréme suivant :

Théoréme 13.15 : Soit T un opérateur orthogonal sur un espace préhilbertien réel V. Il existe
alors une base orthonormée par rapport a laquelle T a la forme suivante :

20
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Teosd, sind,
|sin 4,  cos 6,

Le lecteur reconnaitra que les blocs diagonaux 2 a 2 représentent des rotations dans les sous-
espaces a 2 dimensions correspondants.

DIAGONALISATION ET FORMES CANONIQUES DANS DES ESPACES UNITAIRES

Présentons maintenant le théoréme fondamental de diagonalisation pour les espaces préhilber-
tiens complexes c’est-a-dire pour les espaces unitaires. Rappelons qu’un opérateur T est dit normal
§'il commute avec son adjoint, c’est-a-dire si TT* = T*T. De facon analogue, une matrice complexe
A est dite normale si elle commute avec sa transposée conjuguée, c’est-a-dire si AA* = A*A,

11
Exemple 13.20 : Soit 4 = ( ) Alors
P340

aas = (11 1 =i\ _ 2 3-8
B <i 3+2i><1 3—2i> 3+3 14

UV S e N V2 T S 2 3—3i
B 13—2¢><i3+2i>" 3+3 14

Ainsi A est une matrice normale.

Le théoréme suivant s’applique alors :

Théoréme 13.16 : Soit T un opérateur normal sur un espace préhilbertien complexe de dimension
finie V. Il existe alors une base orthonormée de V contenant uniquement les
vecteurs propres de T ; c’est-a-dire que T peut étre représenté par une matrice
diagonale relativement a une base orthonormée.

Donnons les théorémes correspondants pour les matrices.

Autre forme du théoréme 13.16 : Soit A une matrice normale. Il existe alors une matrice unitaire
P telle que B = P~'AP = P*AP soit diagonale.

Le théoréme suivant montre que méme des opérateurs non normaux sur des espaces unitaires
ont une forme relativement simple.

Théoréme 13.17 : Soit T un opérateur quelconque sur un espace préhilbertien complexe de di-
mension finie V. Alors T peut étre représenté par une matrice triangulaire rela-
tivement a une base orthonormée de V.
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Autre forme du théoréme 13.17 : Soit A une matrice quelconque complexe. Il existe alors une
matrice unitaire P telle que B = P~1AP = P*AP soit triangulaire.

THEOREME SPECTRAL

Le théoreme spectral est une autre formulation des théorémes 13.14 et 13.16 de diagona-
lisation.

Théoréme 13.18 (Théoréme spectral) : Soit T un opérateur normal (symétrique) sur un espace
préhilbertien complexe (réel) de dimension finie V. Il existe alors des projec-
tions orthogonales E,, E,,...,E, sur V et des scalaires A}, A,,..., A, tels
que
(1) T=MNE, + NE, +--- +NE
(2) E, +E, +.--E, =1

(3) E,E;, = 0 pour i+

r

L’exemple suivant nous montre une relation importante entre une représentation matricielle
diagonale et les projections orthogonales correspondantes.

Exemple 13.21 : Considérons une matrice diagonale, c’est-a-dire 4 = . Soit

Le lecteur peut vérifier que les E; sont des projections, c’est-3-dire que E12 = E; et que

(i) A = 2E,+3E,+5E;, (i) E,+Ey,+E, = I, (iii) EE;=0pour i # .

PROBLEMES RESOLUS

PRODUITS SCALAIRES
13.1. Vérifier la relation (u, avi +bvy) = au, v1) + b(u, v).

En utilisant [/, ], [,] et enfin [I,], nous trouvons

(w, av; +bvy) = (avy+bvy, u) = a(vy,u) + b(vy, u)

= a@puw + buuy = aw,vy) + bu, vy

13.2. Vérifier que I’expression suivante est un produit scalaire sur R?:
(U, V) = T1Y1 — L1Y2 — ToYs + BTays, oU U = (T1,Z2), ¥V = (Y1, Y2).
Méthode 1.
Vérifions les trois axiomes d’un produit scalaire. En posant w = (z,, z,), nous trouvons

au + bw = a(xy, %) + b(zy,25) = (ax; + bz, axy + bzy)
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Ainsi
(au+bw, v) = ((ax;+ bz, axy + bzy), (¥1,¥2))

= (aw;+ bzy)y; — (awy+ bzy)ys — (axy + b2zy)y; + 3(awy+ bzo)ys

= a(@y; — % We — %Yy + 3%ayp) + b(21yy — 21Y2 — 2a¥1 + 32300

= a{u,v) + b(w,v)
et donc I’axiome [I,] est satisfait. On a aussi

V,U) = Y127 — Y1%o — Y&y + BYoZy = X 1Y) — T Yo — XYy + 3%y = (U, V)

et donc I'axiome [I,] est satisfait. Finalement,

=

(w,u) = at— 2uwy + 3x) = @) — 2y, + xl + 202 = (13— ap)? + 2x§ =0

Donc {u, u) = 0 si et seulement si x; = 0, x, = 0, c’est-a-dire si ¥ = 0. Donc le dernier axiome [Z5]
est satisfait.

Méthode 2 :

Raisonnons a 1’aide de matrices. Nous pouvons écrire (u, v) sous forme matricielle :

1 -1
2

donc [I,] est vrai. Puisque 4 est symétrique, [I,] est vrai. Il nous reste donc uniquement a montrer que
A est positive définie. Appliquons ’opération élémentaire ligne R, = R;. + R, puis I'opération élémen-

10
taire colonne correspondante C, - C; +C,, on transforme 4 en la forme diagonale ( ) . Ainsi 4
est positive et [I5] est vrai. 0 2

13.3. Trouver la norme de v = (3, 4) € R? par rapport
(i) au produit scalaire ordinaire,(ii) au produit scalaire du Probleme 13.2.
(i) |v]|2 (w,v) = ((3,4), (3,4)) 9 + 16 = 25; donc ||v|| = 5.

(i) |2 = w,v) = ((3,4), (3,4)

Il
I

9—12 —12 + 48 = 33; donc |[v]| = V33.

13.4. Normaliser chacun des vecteurs suivants dans I’espace euclidien R3.
(i) w=(2,1,-1), (i) v=(}%—-%).

(i) Appelons (u, u) la somme des carrés des éléments de u ; c’est-3-dire {u, u) =22 + 12 + (= 1)2=6.
Divisons u par |lull = /{u, u) = v/6 on obtient le vecteur unitaire désiré
w/|lul| = (@/V6,1/V6, —1/V6)

(ii) Multiplions d’abord v par 12 pour éliminer les fractions;on a 12y = (6, 8, — 3). Nous avons
(12v, 12v) = 62 + 82 + (— 3)2 = 109; le vecteur unitaire désiré est donc

120/]|12v]| = (6/V/109, 8//109, —3/1/109)

13.5. Soith ’espace vectoriel des polyndmes muni du produit scalaire donné par (f, g) =
=f f(t) g(t) dt. Soit f(t) = t + 2 et g(¢t) = t2 — 2t — 3. Trouver (i) {f, g et (ii) [If]l.
0

1
i (9 = f (t+2)(t2—2t—3)dt = I:t4/4—-7t2/2—6t]1 = —37/4
0

0

1
@) Ff = f E+2E+2dt = 198 et |l = VTP = Vi
0
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13.6. Démontrer le théoreme 13.1 (Cauchy-Schwarz) : Ku, v)|< |lull . liv].

Si v = 0, I'inégalité se réduit & 0 < 0 qui est vraie. Supposons maintenant v ¥ 0, et utilisons zz = lzl2
(qui est valable pour tout nombre complexe z) et {v, u) = {u, v), nous savons que IIu —u, » |2 = ol
t est une valeur réelle quelconque:

0 = Jlu— (oy)]? = (U~ (uv)tv, u— (U, V)tv)
= (u) — {0, v) — 0t + ), vk, v)
= (w2 — 2t[w, 02 + [, )22 |[v]f2
I, v

Posons ¢ = 1/||v[?, on trouve 0 < [jull®> — , d’oli P'on tire [{u, i < lull® |Ivl[2. En prenant

livi?

la racine carrée des deux membres, on obtient I’inégalité demandée.

13.7. Démontrer que la norme dans un espace préhilbertien satisfait les axiomes suivants:

[Nl] vl 2 0 et [lv]l = 0 si et seulement si v = 0.
[N, ] kvl = |k llv]l
[N;] Ml + ol < Hlull + el
Daprés [1,] (v, ») > 0 ; donc |y]| = V@, % = 0. De plus, |7l = 0 si et seulement si (v, ») = 0 ce qui

est vrai si et seulement si v = 0. Ainsi [V, ] est démontré.

On trouve [[kv|* = (v, kv) = kk (&, v) = |k]* |v 2. En prenant la racine carrée des deux membres,
on trouve [N, ].

En utilisant Pinégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

lut+2l2 = @+v,utv) = @u + uv) + @ + @0
ull2 + 2l |]o]] + {lv]2 = (] + {v|)2

I\

En prenant la racine carrée des deux membres on trouve [N,].

Remarque : [N,] est fréquemment appelé I'inégalité triangulaire, car

w4+ v
si nous considérons u + v comme le c¢dté d’un triangle formé par u et »
par v (comme sur la figure de droite), alors [N3] indique que la longueur
d’un cdté d’un triangle est inférieure ou égale 2 la somme des longueurs

u

des deux autres cdtés.

ORTHOGONALITE

13.8. Montrer que si u est orthogonal a v, alors tout multiple scalaire de u est aussi orthogonal
a v. Trouver un vecteur unitaire orthogonal a v, = (1,1,2)etv, = (0,1, 3) dans R?,

Si{u, v = 0 alors (ku, v = k{u, v’ = k.0 = 0 comme demandé. Soit w = (x, y, z). Nous désirons
avoir
0 = (w,v)) = x4y + 22 et 0 = (w,vy) = y+ 32

Nous obtenons ainsi le systéme homogene

x+y+2z2=0 |, y+3z—0

Posons z = 1, on trouve y = — 3 et x = 1 ; alors w = 3, 1). En normalisant w, on obtlent le vec-
teur unitaire w orthogonal a v, ety, : w' = w/llw|l = (1/\/ — 3/4/11, 1/4/11).

13.9. Soit W le sous-espace de R® engendré par u = (1, 2, 3, —1,2)etv= (2,4, 1, 2, —1).
Trouver une base de I’orthogonal W' de W.
Nous cherchons tous les vecteurs w = (x, y, z, s, t) tels que

(w,uy = x+2y+3z2— s+2t =0

(w,v) = 20+ 4y +Tz+ 28— ¢t = 0
Eliminons x dans la seconde équation, nous trouvons le systéme équivalent
x+2y+32— s+2t =0
z+4s—5t = 0

Les inconnues libres sont ¥, s et ¢t. Posons y = — 1, s = 0, t = 0, on obtient la solution w1 = (2, —1,0,0,0).
Posons y = 0, s = 1, t = 0, on obtient la solution w, = (13, 0, — 4, 1, 0). Posons y = 1 =0,tr=1,0on
obtient la solution w, = (—-17,0,5 0, 1). L ensemble{wl, W, , w3}est une base de W",
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13.10. Trouver une base orthonormée du sous-espace W de C> engendré par v, = (1, i, 0) et
v, = 1, 2,1 —.
Appliquons le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Normalisons tout d’abord v, On trouve

o2 = wpop = 11+ is(=3) + 0.0 = 2 etdonc |lvsf| =V2

Ainsi u, = v/||v)|| = W/V2, V2, 0).

Pour former w, = v, — (v2 , g uy, calculons d’abord
o, uy) = ((1,2,1—19), A1/V2,#/V2,0) = 1/V2—2i/\/2 = 1—20)/V2
N 1—2 /1 i 1+2 2—i .
Alors wy, = (1,2,1—1) — —,-—-—,0> = < ,___,1_1>
’ vz <\/§ V2 2 2

Normalisons maintenant w, , ou de fagon équivalence 2w, = (1 + 2i, 2 —{, 2 — 2i). Nous avons
2wz = @wy,2wp = (1+20(1—20) + @—d2+9) + @22 +2) = 18

et |[2w, || = 4/18. Ainsi la base orthonormée de W est

{ _ _1__i__0> =201 142 2-0 2-2
“T\Ve vz ) el <\/ﬁ\/ﬁ\/ﬁ>}

13.11. Démontrer le lemme 13.3 : Un ensemble orthonormé {u, ,..., u,} est linéairement indépen-
dant et pour un vecteur quelconque v € V le vecteur
W = U — (U, U1 — U, U)U2 — - — (V, Un)Us

est orthogonal a chaque u,.

Supposons a; u;, + ... + g, u, = 0. Calculons le produit scalaire des deux membres par u,,
0 = (0,u)) = (au+ -+ au, u)

ay(uy, uy) + G, uy) + -0+ aluy, up)

a°l + ay*0+ - + a0 = a
oua, = 0. De fagon analogue, pour i = 2,...,r,

0 = (G,uy) = (aqu;+ -+ au,u)
= ayupu)y + o0+ oaluu) + -+ oaun,uy = @

En conséquence,{u,,..., ur} est linéairement indépendant.

Il reste a démontrer que w est orthogonal i chacun des u;. Faisons le produit de w par u,

<w7 ul) = <U: ul) - (vyul)<u1: ul) - (7"’71‘2)“'{2! ul) - - (vrur)(ur; ul)
= @Wu) — MUl — (wu)c0 — - — wuy0 = 0
C’est-a-dire, w est orthogonal & u,. De fagon analogue pour i = 2,...,r.
(w, %) = (0, %) — (U, U Uy, W) — <00 — (U, UMW, W) — 0 — (0, U MU, u) = 0

Ainsi w est orthogonal 4 u; pour i = 1,...,r comme demandsé.

13.12. Soit W un sous-espace d’un espace préhilbertien V. Montrer qu’il existe une base orthonor-
mée de W qui est incluse dans une base orthonormée de V.

Choisissons une base {v1 seers }de W et étendons-la & une base {v1 s V2 v,,} de V. Appliquons alors
le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt a {vl, ces vn} pour obtenir une base orthonormée
{ul,...,un} de Voupouri=1,...,n, u; = a; vy t.oo. +oa; v Ainsi ouy,...,u, € W et donc

{“1 s ey ur} est une base orthonormée de W.
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Démontrer le théoréme 13.2. Soit W un sous-espace de V ; on a alors V= W & W,

D’aprés le probléme 13.12, il existe une base orthonormée {“1 ye s Uy }de W qui est une partie d’\ine
base orthonormée {u,,...,u, }de V. Puisque {u,suys..n, un} est orthonormée, u, ;,-++» u, € W
Sive Vv,

v = aqug o oy Oﬁ a1u1+'“+arur€W, ar+1u7+1+”'_l_a’nunEWML

En conséquence V=W & W
D’autre part, si w € W N Wi, alors {w, w) = 0. Ceci implique w = 0 ; donc W N wt = {o}.
Les deux conditions V= W + W et W N Wt = {0} donnent le résultat désiré¢ V=W & W‘l‘.

Remarquons que nous avons démontré le théoréme uniquement dans le cas ou V est de dimension finie ;

remarquons qu’un théoréme analogue est valable pour des espaces de dimension quelconque.

Soit W un sous-espace de W. Montrer que W C W' et que W = W lorsque V est de di-
mension finie.

Soit w € W. Alors {w, v) = 0 pour chaque v € w' ; donc w € wi. En conséquence W C WJ'L SJ.P
posons maintenant V de dimension finie. D’aprés le théoréme 13.2 V=W & wiet aussi V= wtew
Donc

dimW = dimV — dim W> et dim Wil = dimV — dim W+

Ceci donne dim W = dim W\ Mais W C WLL, donc W = WJ'L, comme il est demandé

Soit {e, ,...,e,} une base orthonormée de V. Démontrer

(i) - pour tout u €V, u = (u,eer + (u, e2)e2 + - - - + (U, en)en;

(i) (@1e1+ -+« + Quen, Dres+ « -+ +baes) = @1by + asbz + - -+ + Anba;
(iii) pour tout u,v €V, (u,v) = (u, e1)w, e + -+ + (&, €)XV, ex);

(iv) 8i T': V = V est linéaire, alors (T(e)) , e ) est le ij-élément de la matrice A représentant

T dans la base donnée {e}

(1) Supposons u = k_e. + k e, + ...+ k_e_. Considérons le produit scalaire de u par e_.
171 272 nn 1
(1) (u, 61) = (klel + k262 +oeeet knem 61)
kl(el:el> + k2(62: ey + oo+ kn<enrel>

= kol 4 kyr 0+ oo+ k0 = Ky

De fagon analogue pour i = 2,...,n
(u,e;) = <k161 + o +kiei +oeee F knem ;)
= ke, e) + - + kie,e) + -+ + knlen, €)
= Jye0+ o0 Fhel + o0+ kyt0 = k;
Remplagons {u , e;) par ki dans 1’équation u = k1 € + ...+ kn e, on obtient le résultat désiré.
n n n
(2) Nous avons <2 ae, b]-ej> = 2 abile;, e;)
i=1 i=1 Li=1

Mais (ei, e].) = 0 pour i ¥ j et (ei, e].) = | pour i = j ; donc comme il est demandé
n n n - - _ _’
2 o 2 bjej> = Jab = ab ey + o+ oagdy,
i=1 i=1 i=1

(3) Drapres (1) u = (u,epep + - + (u,e5)e, et v = (v, ep)ey + 00+ (v, epde,
D’aprés (2), <’M., ’U) = (uy 81)(1), el) + (’IL, e2)<1;, 62) +oeer + (u) en)(v; 6,")



296  Algebre linéaire

(4) Draprés (1)
Tle;) = (T(ey), epyey + (Tley), eqyep + -+ + (T(ey), endey

T(es) (T(es), eryer + (Tley), exdey + -+ + (T(eg), en)en

Il

T(en) (T(en)y el>el + (T(en)y eZ)eZ + e + (T(en)y eﬂ)en

La matrice A représentant T dans la base {ei} est la transposée de la matrice précédente des coeffi-
cients ; donc le ij élément de A est (T(e,-) )€

ADJOINTS
13.16. Soit T un opérateur linéaire sur C3> défini par
T(x,y,2) = 2z + (1 —1)y, (3 +20)x —4iz, 2ix + (4 — 3i)y — 3z)
Trouver T*(x, vy, 2).
Trouvons d’abord la matrice A représentant T dans la base usuelle de C3 (voir Probléme 7.3):
2 1—1 0
20 4-3 -3

Formons la transposée conjuguée 4 * de A:

2 3—2i =2

A* = |1+i 0 443
0 4i -3
Ainsi T*(x,y,2) = (22 +(3— 20y — 2iz, (1+ 9w+ (4 + 3i)z, 4iy — 32)

13.17. Démontrer le théoréme 13.5 : Soit ¢ une forme linéaire sur un espace préhilbertien de di-
mension finie V. Alors il existe un vecteur unique u € V tel que ¢(v) = (v, u) pour chaque

veEYV,
Soit {el yeees en} une base orthonormée de V. Posons
u = gle)e; + glegdeg + -0 + oley)e,
Soit # la forme linéaire de V définie par #(v) = (v, w) pour chaque v € V. Alors pour i = 1,...,n,

a(ei) = (e, u) = ey, pleger+ -+ +olegdeny = gle)
Puisque # et ¢ ont la méme action sur chaque vecteur de base 7 = ¢.

Supposons maintenant que u' soit un autre vecteur de V¥ pour lequel ¢(v) = (v, u') pour chaque v € V.
Alors v, ) = (v, u'), ou{v, u — ') = 0. En particulier ceci est vrai pour v = u — u et donc
(u —u,u — u') = 0. Ceci entratne u — ' = 0 donc u = u'. Ainsi un tel vecteur u est unique
comme nous ’avions dit.

13.18. Démontrer le théoréme 13.6 : Soit T un opérateur linéaire sur un espace préhilbertien
de dimension finie V. Alors il existe un opérateur linéaire unique T* sur V tel que
(T(u),v) = (u, T*(v)) pour chaque u,v € V. De plus, si A est la matrice représentant 7'
dans une base orthonormée {e;} de V ; alors la transposée conjuguée A* de A est la ma-
trice représentant T* dans {e,}.

Définissons d’abord l’application T*, Soit v fixé dans V, L’application u # (T(x) , v) est une forme linéaire
sur V. Donc d’aprés le théoréme 13.5, il existe un élément unique ¥'E ¥ tel que (T(u), v) = (u, v") pour chaque
u € V. Nous définissons T* V > V par T*(») = v'. D’olt (T(w), v) = (u, T*(»)), pour chaque u, v € V.
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Montrons maintenant que T'* est linéaire. Pour tout u, v; € V et pour tout ¢, b €K,

(u, T*(av, + bvy)y = (T(w), av, + bvy) = &T(w), vy + BT (w), vo)
= du, T*(v)) + blu, T*()) = (u, aT*(v,) + bT*(vy))

Mais ceci est vrai pour chaque u € V ; donc T*(av; + bv,) = aT*(v,) + bT*(v,). Ainsi T* est linéaire,

D’apres le probléme. 13.15 (iv) les matrices 4 = (a;;) et B = (b;;) représentant T et T* respectivement

dans la base {ei}sont données par a; = (T(ej) , ei) et bii = (T*(ei) , ¢;. Dongc,

Ainsi vien B n by = (T*(ey), ey = (e, T*(ej)) = (Tley), e) = ay
s on a oien = .

13.19. Démontrer le théoréme 13.7 : Soient S et T des opérateurs linéaires sur un espace préhil-
bertien V de dimension finie et soit & € K., On a alors
(i) S+T)*=8*+T* (iif) (ST)* = T*S*
(i) (kT)* = kT* (iv) (T**=T
(1) Pourtoutu,v€E V
(S+THu), v) = (S(w) + T(w), ») = S, v) + (T(u), vy = u, S*@)) + (u, T*(¥))
= (u, S¥() + T*(@)y = (u, (S* + T*)(v))
L’unicité de l’adjoint implique (§ + T)* = §* + T*,
(2) Pourtoutu,veV
((°T)(w), v) = kT(@), vy = KTw), ) = ki, T*@) = & kT*@w)) = @ (T*)()
L’unicité de I’adjoint implique (kT)* = kT*
(3) Pourtoutu,v €V
{STYu), vy = (S(T(), vy = (T(w), S*(v)) = @, T*(S*(v)) = (u, (T*S*)(v))

L’unicité de I’adjoint implique (ST)* = T*S§*,

(4) Pourtoutu,v€EV (TH(w), vy = @, T*w)) = (TW), wy = (u, T())
L’unicité de ’adjoint implique (T*)* = T
13.20. Montrer que : (1) I* =1 (2) = 0* = 0 (3) si T est inversible alors (7~ Y)* = T* 1,
(1) Pour chaque u,v € V U () ,v)= (u,v)=u,I()) ;doncI* = 1.
(2) Pour chaque u,v € V0@),v)=0,v)= 0= {u,0)= {u, 0(v)) donc 0* = 0.
(3) I=1I*=(TT™")*= @ ")* T*;donc (T71)* = 7*71
13.21. Soit T un opérateur linéaire sur V, et soit W un sous-espace invariant par T de V. Montrer que
W' est invariant par T*.

Soit u € W, Si v € W, alors T(w) € W et donc {w, T*(w)) = (T(w), u) = 0. Ainsi T*(u) € Wt
puisqu’il est orthogonal pour chaque w € W. Donc W' est invariant par T*.

13.22. Soit T un opérateur linéaire sur V. Montrer que chacune des conditions suivantes implique
T = 0.

(1) (T(w),v) = 0 pour chaque u,v € V.
(2) V est un espace complexe et (T'(u),u) = 0 pour chaque u € V.
(83) T est un auto-adjoint et (T(u), w> = 0 pour chaque u € V.

Donner un exemple d’un opérateur 7' sur un espace réel V pour lequel (T'(uw),u)= 0
pour chaque u € V mais avec T # 0.

(1) Posons v = T(u). Alors on a (T(u),T()) = 0 et donc T(u) = 0 pour tout u € V. En conséquence
T=0.
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(2) D’aprés l’hypbthése (T(r + w),v + w) = 0 pour tout v,w € V. En posant (T(v),») =0 et

(T(w),w) =0,
(T(v), w) + (T(w),v) = 0 (1)

Remarquons que w est quelconque dans (1). Remplagons w par iw et utilisons (T(w), iw) =
KT, w)= —i{TW),w) et {T(iw),v) = (T(w),v) = {T(w), ),

—i(T(v), w)y + YT (w), v) = 0

Divisons par i et ajoutons (1), on obtient {T(w), v} = 0 pour un couple quelconque v, w € V.
D’aprés (1), T = O,

(3) Draprés (2), le résultat est valable pour le cas des nombres complexes ; nous considérerons unique-
ment le cas réel. En considérant (T(v + w), v + w) = 0, nous obtenons encore (1). Puisque T est
auto-adjoint et puisque l’on est dans un espace réel, (T (w),v) = (w, T(¥)) = (T(v),w). En rempla-
¢ant dans (1), nous obtenons {T(¥), w) = 0 pour un couple quelconque v, w € V, D’aprés (1)

T =0.

Pour notre exemple, considérons Popérateur linéaire T de R? défini par T(x,y) = (¥, —x). Alors
(T(u) , ) = 0 pour chaque ¥ € V mais T # 0.

OPERATEURS UNITAIRES ET ORTHOGONAUX ET MATRICES

13.23.

13.24.

13.25.

Démontrer le théoréme 13.9 : Les conditions suivantes sur un opérateur U sont équivalentes
(1) U* = U5 (2) (U(v), U(w)) = (v, w) pour chaque v, w € V; (3) U = Ilvll pour
chaque v € V.
Supposons que (1) soit vrai. Alors pour chaque v, w € ¥,
U@, Uw)) = @, UU@w)) = w I(w) = (v, w)

Ainsi (1) implique (2). Si (2) est maintenant vrai, on a alors

U@ = VU@, Uw) = Vo, = ||
Donc (2) implique (3). Il reste a démontrer que (3) implique (1).
Supposons (3) vrai. Alors pour chaque v € V,
U*U), vy = (U), Uw)) = w, vy = (), v)

Donc ((U*U — I) (v), v>)= 0 pour chaque v € V. Mais U*U — I est auto-adjoint (3 démontrer !) ; alors
d’aprés le probléme 13.22, nous avons U*U — I = 0 et donc U*U = I. Ainsi U*¥ = U~! comme il est
demandé,

Soit U un opérateur unitaire (orthogonal) sur V, et soit W un sous-espace invariant par U.
Montrer que W' est aussi invariant par U.

Puisqu,e U est non singulier, U(W) = W ; c’est-3-dire pour un quelconque w € W, il existe w' € W tel
que U(w') = w, Posons maintenant v € W+, Alors pour tout w € W,

(UW), w) = U@, Uw)) = @) =0

Ainsi U(v) appartient a W' . Donc W' est invariant par U,

Soit A une matrice ayant pour lignes R; et pour colonnes C;. Montrer que (i) le j-élé-
ment de AA¥ est (R;, Ry, (ii) le ij-élément de A*A est (C;, C;).

SiAd= (ai]-) alors A* = (bi].) ou bi]. = @' Ainsi AA* = (ci].) ou

n n
e = X eaby = 3 el = and b oagin o+ iy
= @y e @nhs (@51, .0 05) = (R, R)

comme il était demandé. On a aussi 4*4 = (dil-) ol

n n
dy = k§1 biag; = 121 il = @0 + Golly + o0 Ay

= ((alj: ceny a’nj)y (ali: “e ey ani)) = (er Cl)



13.26.

13.27.

13.28.

13.29.
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Démontrer le théoréme 13.11 : Les conditions suivantes pour une matrice A sont équiva-
lentes, (i) A est unitaire (orthogonale). (ii) Les lignes de A forment un ensemble orthonor-
mé. (iii) Les colonnes de A forment un ensemble orthonormé,

Soient R; et C; les lignes et les colonnes de A respectlvement D’aprés le probléme précédent AA* = (c”)
ol Gy = (R R ) Ainsi AA* = I si et seulement si (R R > = §.. Cest-a-dire (i) est équivalent a (ii).

D’aprés le precedent probléme aussi 4*4 = (d ) ol d (C]-, Ci). Ainsi A*4 = I si et seulement si
(C;, Cp) = 8. Clest-a-dire que (i) est équivalent 3 ().

Remarque : Puisque (ii) et (iii) sont équivalents, A est unitaire (orthogonale) si et seulement si la trans-
posée de A est unitaire (orthogonale).

Trouver une matrice orthogonale A dont la premiére ligne est u, = (1/3, 2/3, 2/3).

1l s’agit de trouver d’abord un vecteur non nul w, = (x, y, z) qui soit orthogonal 4 u; c’est-d-dire
pour lequel

0 = (U, wy = x/3+2y/83+22/3 = 0 ou x+2y+2z = 0

Une telle solution est w, = (0, 1, — 1). Normalisons w,; on obtient la seconde ligne de A4, c’est-a-dire
= ©, INZ - IND.

Trouvons ensuite un vecteur non nul wy = (x, y, z) qui soit orthogonal a la fois 4 u, et u, c’est-a-dire
pour lequel

0 = (u,ws) = «/3+2y/83 +22/3 =0 ou 2x+2y+2z =20
0 = (uUyws) = yV2— z2/V2 = 0 ou y— 2 =0
Posons z = — 1 et trouvons la solutlon qui _est wy — 1). Normalisons w4;on obtient ainsi la
troisi¢éme ligne de A4, c’est-d-dire u, = (418, — l/m — l/m Ainsi
1/3 2/3 2/3
A = 0 V2 —1/2

4/3V2 —1/3V2 —1/3V2
La matrice A précédente n’est cependant pas unique.
Démontrer le théoréme 13.12 : Soit {e,,...,e,} une base orthonormée d’un espace préhil-
bertien V. La matrice de passage de {e;} a une autre base orthonormée est unitaire (ortho-

gonale). Réciproquement, si P = (a .) est une maftrice unitaire (orthogonale), alors la base
suivante est orthonormée :

(el =auer+ane2+ -+ +amen: 1=1,...,10}
Supposons { fi}une autre base orthonormée et supposons

fi = byeg +bpes+ - +be, i=1,...,n o)

D’aprés le probléme 13.15 et puisque {fi}est orthonormée
8; = {fuf) = bilb—jl + bizb—jz + o+ binb_jn (2)
Soit B = (b;;) la matrice des coefficients de (7). (B* est alors la matrice de passage de {e} {f} D’aprés

le probleme 13.25, BB* = (¢, ) ou ¢ = btlb + b,zb + ...+ by, b]n D’aprés (2) ¢ = 6 et de plus
BB* = I, En conséquence B et donc B* sont umtaxres

Il reste 4 démontrer que {ei} est orthonormée, D’aprés le probléme 13.15,
(el,€]) = aufiy + aglg; + 0+ Gy = (C, Cp

ol C,; est la iéme colonne de la matrice (umtalre) orthogonale P = (a;). D aprés le théoréme 13.11, les
colonnes de P sont orthonormées, donc {e; e) (Cy, Cp) =8 Ainsi {e;}est une base orthonormée.

Supposons que A soit orthogonale. Montrer que det (4) = 1 ou — 1.
Puisque A4 est orthogonale, AA* = I. En utilisant 4] = |4Y|

= |I| = |AAY = |A]|AY = |A
Donc |4] = 1 ou — 1.
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13.30. Montrer que chaque matrice orthogonale 2 x 2, pour laquelle det(A) = 1,est de la forme

cos 0 — sin 0 L, i
( ) ) pour un certain réel § donné.
sin 0 cos 0

a b
Supposons A =( ) Puisque A est orthogonale, ses lignes forment un ensemble orthonormé ; donc
c d
a2+ b2 = 1, 2+4+d2 =1, ac+bd =0, ad-—be — 1

La derniére équation se déduit de det(4) = 1. Considérons séparément les cas a« = 0 et a F 0.

Si a = 0, la premiére équation donne b2 =1letdonch=*1.La quatriéme équation donne c=—b=7%1
et la seconde équation donne 1 + d? = ] ou d = 0. Ainsi

4= (0 0) @ (15

La premiére matrice a la forme demandée avec § = — 7/2, et la seconde a la forme demandée avec §=m/2.

Si @ # 0, la troisitme équation peut étre résolue et donne ¢ = — bd/a. Remplagons ¢ par cette valeur dans
la seconde équation,

b2d2/a2 +d2 = 1 ou b2+ a%d? = o¢® ou (b2+a®)d? = o ou a«® = 42

et donca =doua = —4d. Sia= — d, alors la troisitme équation donne ¢ = b et donc la quatrieme
équation donne — a2 — ¢2 = 1 qui est impossible. D’oll ¢ = d. Mais la troisi¢éme équation donne b =—¢
et donc

a —c
A = (
¢ a
Puisque a%+ ¢? = 1, il existe un nombre réel 8 tel que @ = cos 8, ¢ = sin 6, et donc 4 a la forme de-
mandée dans ce cas aussi.

OPERATEURS SYMETRIQUES ET FORMES CANONIQUES DANS DES ESPACES EUCLIDIENS

13.31. Soit T un opérateur symétrique. Montrer que (1) le polyndme caractéristique A(t) de T est
un produit de polynomes linéaires (sur R) (2) T a un vecteur propre non nul (2) les vec-
teurs propres de T appartenant a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

(1) Soit A une matrice représentant T relativement 3 une base orthonormée de V ; on a alors 4 = 47,
Soit A(#) le polyndme caractéristique de 4. En considérant 4 comme un opérateur complexe auto-
adjoint, 4 a seulement des valeurs propres réelles d’aprés le théoréme 13-8. Ainsi

A(t) = (E=2A)(E—N) - (E—2y)
ol les 7\i sont tous réels, En d’autres termes, A(t) est un produit de polyndomes linéaires sur R.
(2) D’aprés (1), T a au moins une valeur propre (réelle). Donc T a au moins un vecteur propre non nul,
(3) Supposons T(¥) = Av et T(w) = uw o A ¥ . Montrons que A{y, w} = uly, wh
Mo, w) = v, w) = (T),w) = (v, Tw) = @, pw) = po,w)

Mais on a A # u ; donc (v, w» = 0, ce que I’on voulait montrer.

13.32. Démontrer le théoréme 13.14 : Soit T un opérateur symétrique sur un espace préhilber-
tien réel V. 1l existe alors une base orthonormée de V contenant les vecteurs propres de

T ; c’est-a-dire que T peut étre représentée par une matrice diagonale relativement a une
base orthonormée.

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de V. Si dim V = 1, le théoréme est tri-
vial. Supposons maintenant dim V' = n > 1. D’aprés le probléme précédent, il existe un vecteur propre
non nul v, de 7. Soit W lespace engendré par v, et soit u; un vecteur unitaire de W ; posons
u, = v /vl

1 1/
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Puisque v, est un vecteur propre de T, le sous-espace_ W de V est invariant par T, D’aprés le probléme
13.21, W< est invariant par T* = T. Ainsi la restriction 7 de T & W' est un opérateur symétrique. D’aprés
le théoréme 13.2 ¥V = W ® W', Donc dim Wt = n — 1 puisque dim W = 1, Par l’hypg\th‘ese de récurrence,
il existe une base orthonormée {u,,..., un}de W' contenant des vecteurs propres de T et donc 7. Mais
(u1 R ui) =0pouri=2...,n pary € w'. En conséquence {u1 s Ug e, un} est un ensemble ortho-
normé et contient les vecteurs propres de 7. Le théoréme est ainsi démontié.

1 2
13.33. Soit 4 = <2 1 ) Trouver une matrice orthogonale (réelle) P pour laquelle P'AP soit dia-

gonale.

Le polyndme caractéristique A(¢) de 4 est

t—1 =2

e

= 2 -2t —38 = (t—3)(t+1)

et ainsi les valeurs propres de A sont 3 et — 1. Remplacons ¢ par 3 dans la matrice ¢/ — A4; on obtient le
systéme homogene correspondant d’équations linéaires

2 — 2y = 0, —2x+2y = 0

Une solution non nulle est v, = (1, 1). Normalisons v, on trouve la solution unitaire u, = (1/\/2—, 1/\/5_).

1,
Remplagons ensuite ¢ par — 1 dans la matrice tI — A, on obtient le systéme homogéne correspondant
d’équations linéaires
—2x — 2y = 0, —2x—2y = 0
Une solution non nulle est donnée par v, = (1, — 1). Normalisons v

u, = (1N2, = 1VD.

Finalement soit P la matrice dont les colonnes sont u, et u, respectivement, alors on a

P 50
W2 INZN o pap = < 1>
1VE —1V/2 0 -

Comime il était prévu, les éiéments diagonaux de P'AP sont les valeurs propres de A.

2 On trouve alors la solution unitaire

2 11
1334, Soit A = (1 2 1 . Trouver une matrice orthogonale réelle P pour laquelle P'AP soit
1 1 2
diagonale.

Trouvons d’abord le polyndme caractéristique A(t) de A :

t—2 —1 -1
Aty = -4 = -1 t—-2 -1 = (t—1)2(t—4)
-1 —1 t—2
Ainsi les valeurs propres de A sont 1 (avec pour multiplicité 2) et 4 (avec pour multiplicité un). Rempla-
cons ¢ par 1 dans la matrice t/ — A,on obtient le systéme homogéne correspondant:
2 —y—2 =0, —-x—y—2=0 —~rx—y—z =20

c’est-a-dire, x +y + z = 0. Le systéme' a deux solutions indépendantes. Une de ces solutions est v, = (1, — 1, 0).

Cherchons une seconde solution v, = (a, b, c) qui soit orthogonale aussi a v

at+b+c=0 etaussi a—b=20

N 1
1 c’est-a-dire telle que

N

Par exemple, v, = (1, 1, — 2). Normalisons ensuite v_ et v, de maniére a obtenir des solutions unitaires

1
et orthogonales

w = (N2, —1/V/2,0), uy, = (1/V6, 1/V6, —2/V/6)

Remplagons maintenant ¢ par 4 dans la matrice t/ — A, on trouve ainsi le systéme homogeéne correspon-
dant
20 -y —z = 0, —x+2y—2 = 0, —x—~y+2z = 0

On trouve une solution non nulle telle que v; = (1, 1, 1) et normalisons vy de fagon 4 obtenir une solution
}[mitaire Uy = (1/\/37, 1/\/?7, 1/\/§). Finalement si P est la matrice dont les colonnes sont les u; respectifs on
rouve
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2 16 143 10 0
P =|_1n2 16 1/V3 et PAP = (0 1 0
0 —2//6 1/V3 0 0 4

13.35. Trouver un changement orthogonal de coordonnées qui diagonalise la forme réelle quadratique
q(x,y) = 2x% + 2xy + 2y2.

Trouvons d’abord la matrice symétrique 4 représentant ¢ et ensuite son polyndme caractéristique A(t) :

2 1 _ _
A = < > et A(t) = [tI—A] = -2 1
‘ -1 t-2

1 2 = (- 1)(t—3)

Les valeurs propres de A sont 1 et 3 ; la forme diagonale de g est donc
q(xl’ y!) _ xl2 + 3yl2

Trouvons la transformation correspondante des coordonnées, en obtenant un ensemble de valeurs propres de
A orthonormeées,

Posons t = 1 dans la matrice tI — 4, on obtient le systéme homogéne correspondant

-x—-y=0, —x—y=20

Une solution non nulle est donnée par v, = (1, — 1), Posons maintenant ¢t = 3 dans la matrice t/ — 4, on
obtient le systéme homogéne correspondant

x—-y=0 —-x+y=0
Une solution non nulle est donnée par v, = (1, 1)." Comme dans le Probléme 13.31, v, et v, sont ortho-

gonaux., Normalisons v, et v, de maniére 4 obtenir une base orthonormée

{uy = ANV2, —=1/V2), uy = V2, 1/V2)}

La matrice de passage P et la transformation des coordonnées sont donc

po— [ W2 nz\ <x> _ p<”'> oy &= @HYIVE
—1V2 1y/2 y Y y = (' +y)V2
Remarquons que les colonnes de P sont u, et u,. On peut aussi exprimer x et y' en fonction de x et y
en utilisant la matrice P~ = P* ; c’est-é-d]ire

1

It

o = (@—y/N2, ¥ = (e+y)/V2

13.36. Démontrer le théoréme 13.15 : Soit 7 un opérateur orthogonal sur un espace préhilbertien
réel V. Alors il existe une base orthonormée par rapport a laquelle T a la forme suivante :

——————————————— T
| cos dr  —sin 61

[ sin 4, cos 01}

{ sin 6, cos g,
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Soit S=T+ T =T+ T* Donc S*= (I + T*)* = T* + T = S. Ainsi S est un opérateur symé-
trique sur V. D’aprés le théoréme 13-14, il existe une base orthonormée de V contenant les vecteurs pro-

pres de S. Si A;,..., A, sont les valeurs propres distinctes de S, alors V peut étre décomposé en somme
directe V=V, @V, &... &V ou les V; contiennent les vecteurs propres de § correspondant a la valeur
propre )\i. On peut affirmer que chacun des V; est invariant par T. Supposons en effet que v € ¥V, alors
Sw) = )\t v et

S(TW) = (T+T~HYTw) = T(T+T-Y) = TSE®) = TOwp) = \T(v)

Clest-a-dire, T(v) € V,. Donc V; est invariant par T. Puisque les V; sont orthogonaux les uns par rapport

aux autres, nous pouvons restreindre notre étude au cas oli T agit sur un seul V.
Sur un ¥; donné (T + T—l)v = §(v) = \;». Muitiplions par T.
(2—\T+Dwv) =0
Considérons séparément les cas \; = £ 2 et A, # + 2. Si A, = * 2 alors (T * D?*(») = 0 ce qui donne

(TxI) (@) =0o0uT@W)==*v Ainsi T restreint a ce V, est soit I soit — I,

I

Si A; # % 2, alors T n’a pas de vecteurs propres dans V; puisque d’aprés le théoréme 13.8 les seules
valeurs propres de 7 sont 1 ou — 1. En conséquence, pour v ¥ 0, les vecteurs v et T(v) sont linéaire-
ment indépendants, Soit W le sous-espace engendré par v et T(v). Alors W est invariant par 7, puisque

T(TW) = T2v) = \TW) — v

D’aprés le théoréme 13.2, V; = W @ wt. De plus, d’aprés le probléme 13.24, W' est aussi invariant nar

T. Ainsi nous pouvons décomposer V; en somme directe de deux sous-espaces W, de dimension finie,

ou les W, sont orthogonaux les uns aux autres et ou chaque W]- est invariant par 7. Nous pouvons
ainsi de nouveau restreindre notre étude au cas ou T n’agit que sur un seul W;.

Puisque T? ~ NT + 1= 0 le polyndbme caractéristique A(f) de T agissant sur W, est A(2) = 2 N+
Le déterminant de T est ainsi 1, qui est le terme constant dans A(z). D’aprés le probléme 13.30, la ma-
trice A représentant T agissant sur Wi relativement 4 une base orthonormée quelconque de Wj doit étre de

la forme

cos & —sin e

sin ¢ cos ¢
La réunion des bases des W, donne une base orthonormée des V; et 'union des bases des V; donne une
base orthonormée de V dans laquelle la matrice représentant 7 a la forme demandée.

OPERATEURS NORMAUX ET FORMES CANONIQUES DANS DES ESPACES UNITAIRES

. [ . 1 j
13.37. Déterminer laquelle des matrices suivantes est normale : (i) A = ((1) {>, (i) B= ( ' )

1 2+
woar= ()G )= (00 = (000G )

Puisque 44* # A%*4 la matrice 4 n’est pas normale.
.s 1 % 1 1 2 2+ 2
BB* = .=
@ <1 2+i>(—i 2—i> <2~2i 6 >
pp— (L 1)t iy_/ 2 ztu
—t 2—=4/\1 2+1 2 — 27 6

Puisque BB* = B*B la matrice B est normale.

13.38. Soit T un opérateur normal. Démontrer que
(i) T(v) = O si et seulement si T*(v) = 0.
(ii) T — M est normal.
(iii) Si T(v) = Av alors T*(v) = AU ; done tout vecteur propre de T est aussi un vecteur propre
de T*.
(iv) Si T(v) = Njvet T(w) = A,w ou N\, # A, alors (v, w) = 0 ; c’est-a-dire les vecteurs
propres de T correspondant aux valeurs propres distinctes de T sont orthogonaux.
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13.39.

13.40.

(i) Montrons que (T(v), T(»)) = (T*(¥), T*(»):
(T@), Tw) = @, T*T)) = @, TT*w) = (T*W), T*(v))

Donc d’aprés [I3], T(v) = 0 si et seulement si T*(v) = 0.

(ii) Montrons que T — A commute avec son adjoint :

(T —N)T = A)* = (T—N)(T* =) = TT* —AT* —XT + N\
= T%T — AT — AT* + 2 = (T* —N)NT — )
= (T —AN)*(T — Al

Ainsi T — M est normal.

(ili) Si T(») = Av, alors (T — M) (v) = 0. Donc T — N -est normal d’aprés (ii) ; donc d’aprés (i)
(T — \D* (v) = 0. Clest-d-dire (T* — M) (») = 0, donc T*(») = Ay,

(iv) Montrons que A; (v, w) = A, (v, w):

M, wy = (o, wy = (TE),wy = @, T w)) = (@0, 0w) = Myv,w)

Mais A; # A, donc (v, w) = 0.

Démontrer le théoréme 13.16 : Soit T un opérateur normal sur un espace préhilbertien
complexe V de dimension finie. Il existe alors une base orthonormée de V contenant les
vecteurs propres de T ; c’est-a-dire que T peut étre représentée par une matrice diagonale
relativement & une base orthonormée.

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de V, Si dim ¥ = 1, le théoréme est alors
trivialement vrai. Supposons maintenant que dim ¥V = n > 1. Puisque V est un espace vectoriel complexe,
T a au moins une valeur propre et donc un vecteur propre non nul. Soit W le sous-espace de V engendré
par v et soit u; un vecteur unitaire de W.

Puisque v est un vecteur propre de T, le sous-espace W est invariant par 7. Cependant, v est aussi un
vecteur propre de T* d’aprés le probléme précédent ; donc W est aussi invariant par T*, D’aprés le pro-
bléme 13.21, W' est invariant par T** = T. La suite de la démonstration est identique 4 la derniére par-
tie de la démonstration du théoréme 13.14. (Probléme 13.22).

Démontrer le théoréme 13.17 : Soit T un opérateur arbitraire sur un espace préhilbertien
complexe de dimension finie V. Alors T peut étre représenté par une matrice triangulaire
relativement a une base orthonormé {u,, u,,...,u,} cest-a-dire, pour i = 1,....,n,

T(’bll) = apUr + A + - - -+ Ayl

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de V. Si dim V = 1, le théoréme est trivia-
lement vérifié. Supposons maintenant dim ¥V = n > 1, Puisque V est un espace vectoriel complexe, T a
au moins une valeur propre et donc au moins un vecteur propre non nul v. Soit W le sous-espace de V
engendré par v et soit u, un vecteur unitaire de W. Alors u; est un vecteur propre de T et donc
T(u) = aju;.

D’agrés le théoréme 13,2, V=W @ W, Soit E la projection orthogonale de V sur wt, 1 est clair

que W~ est invariant par I'opérateur ET. Par récurrence, il existe une base orthomormée {u,,..., u,} de
W' telle que, pour i = 2,....,n,

ET(w) = apuy + apug + -+ 4 a4
(Remarquons que {ul, Ugyeens un}est une base orthonormée de V). Mais E est la projection orthogonale

de V sur Wl, donc nous devons avoir
T(up) = ayuy + apts + - + a;y

pour i = 2,...,n Ceci avec T(u;) = a;,u, nous donne le résultat demandé.
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PROBLEMES DIVERS

13.41.

13.42.

13.43.

Démontrer le Théoréme 13.13A : Les conditions suivantes s’appliquant a un opérateur P
sont équivalentes:

(i) P = T? pour un certain opérateur auto-adjoint T.
(ii) P = S*S pour un certain opérateur S.
(iii) P est auto-adjoint et (P(u), u) = 0 pour chaque u € V.
Supposons que (i) soit vrai, c’est-d-dire P = T2 ot T = T* Alors P= T + T = T*T et donc (i) im-

plique (ii). Supposons maintenant que (ii) soit vrai. On a alors P* = (S*S)* = §*§** = §*S = P et donc
P est auto-adjoint. De plus

(P(u),u)=(S*S), w) = (S(w),Sw) = 0.
Donc (ii) implique (iii) et donc il reste 4 montrer que (iii) implique (i).

Supposons donc maintenant que (iii) soit vrai. Puisque P est auto-adjoint, il existe une base orthonor-
mée {u,, ..., un} de V contenant les vecteurs propres de P ; c’est-d-dire P(u;) = Nu; D’aprés le théo-
réme 13.8 les A; sont réels. En utilisant (iii), montrons que les A; sont non négatifs. Nous avons, pour
chaque i,

0 = (P(uy), u)) = Nuy, wy) = Ny, uy)

Donc (u;, up 2 0 entraine A; = 0 comme nous l'avions affirmé. En conséquence, \/x est un nombre
réel. Appelons T l'opérateur linéaire défini par

Tw) = Vnuw, pour i=1,...,n

Puisque T est représenté par une matrice réelle diagonale relativement 4 la base orthonormée {u;} T est
auto-adjoint. De plus, pour chaque i,

T2u) = T(Whu) = VNT@) = VNVNY = Ay = Plw)
Puisque 72 et P ont la méme représentation sur une base de V, P =T 2, Le théoréme est ainsi démontré.
Remarque : L’opérateur précédent T est I'unique opérateur positif tel que P = T? (Probléme 13.93) ;
on l'appelle la racine carrée positive de P.
Montrer qu'un opérateur quelconque T est la somme d’un opérateur qui est auto-adjoint
et d’'un opérateur anti-adjoint.
Posons § = 5 (T + T*) et U= +(T — T*). Alors T = § + U ol
S* = (UT+T*)* = HT*+T*) = HT*+T) = S
et Ut = UT~T*)* = {I*—T) = —}T—T% = U

donc S est auto-adjoint et U est anti-adjoint.

Démontrer : Soit T un opérateur linéaire arbitraire sur un espace préhilbertien de dimension
finie V. Alors T est le produit d’un opérateur unitaire (orthogonal) U et d’un opérateur
unique positif P, c’est-a-dire T = UP. De plus, si T est inversible, alors U est déterminé
de maniére unique.
D’aprés le théoréme 13.13, T*T est un opérateur positif et donc il existe un opérateur positif (unique)

P tel que P? = T*T (Probléme 13.93). Remarquons que .

IP@)[]2 = (P@), P)) = (P2v),v) = (T*T(v),v) = (T(), T(w) = [|[T)|]* (1
Considérons maintenant séparément les cas oll T est inversible et non inversible.

Si T est inversible, posons alors U = PT™}. Montrons que U est unitaire.
fx = PT-1* = T-1pr = (T9-1P et U*0 = (TH~1PPT~1 = (P)7IT*TTH = ]
Ainsi U est unitaire. Posons maintenant U = lAf —1 Alors U est aussi unitaire et 7 = UP comme demandé.

Pour démontrer I'unicité, nous supposons que T = UyP,, oll U, est unitaire et Py est positif. Alors
T*T = PiUsUP, = PyIP, = P}
Mais la racine carrée positive de T*T est unique (Probléme 13.93),donc P, = P. (Remarquons que linver-
sibilité de T n’est pas utilisée pour démontrer 'unicité de P). Si T est maintenant inversible, alors P est
aussi inversible par (1). Multiplions UyP = UP & gauche par P~% on obtient U, = U. Ainsi U est aussi
unique lorsque T est inversible.

21
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13.44.

13.45.

Supposons maintenant que T ne soit pas inversible. Soit W l'image de P, c’est-a-dire W = Im P. Défi-

nissons U; : W = V par
Uw)=T@F ol Pr)=w (2)

Nous devons démontrer que U, est bien défini, c’est-a-dire que P(v) = P{) implique T(v) = T(v)
Ceci découle du fait que P(v — V') = 0 est équivalent 3 ||P(v — v " = 0 qui entraine |T(» — v =0
d’aprés (I). Ainsi U, est bien défini. Définissons ensuite U, : W — V. Remarquons que d’aprés (1) P
et T ont les mémes noyaux Donc les images de P et T ont la méme dimension, c’est-a-dire dim (Im P) =
dim W = dim (Im 7). En conséquence, W= et (Im T )l ont aussi la méme dimension. Prenons pour U,
un isomorphisme quelconque entre Wl et (Im T).

Posons ensuite U = U @ U,. (ol U est défini comme suit :si v € V etv=w+ w ot wE W, w EW,
alors U(v)= U, (w) + Uz(w'). DoncU est linéaire (Probléme 13.121) et si v € V et P(y) = w, alors d’apres

(2)
T(w)= U,(w)=Ulw) = UP()

Ainsi T = UP comme demandé.

n reste a montrer que U est unitaire. Chaque vecteur x € V peut étre écrit sous la forme x = P(v) +w
ot w' € W, Alors on a Ux) = UP(y) + U,(w) = T(v) + U, W) ol (T(v), U2(w ) = 0 d’aprés la
définition de U,. On a aussi (T(), T(v)) = (P(v), P(v)) &’ apres (1). Ainsi

(U), Ux)y = (T(v) + Up(w’), T(v) + Us(w’))
= (T{v), T(v)) + (Ux(w"), Upslw’)
= (P(v), P(v)) + (W', w') = (P(v) +w', P(v) +w")

= (z, x)

(Nous utilisons aussi le fait que (P(y), w') = 0). Donc U est unitaire et le théoréme est démontré.

Soient (a,, a,,...) et (b;, b,,...) un couple quelconque de points de ’espace [, de

Pexemple 13.5. Montrer que la somme Zai b, = a;b, + a,b, + ... converge absolument.
i=1
D’aprés le probléme 1.16 (inégalité de Cauchy-Schwarz)

abil + o 4 el = o] 3 ,f2b2 \/ﬁ N3

qui est vraie quel que soit n. Ainsi la suite des sommes §, = |a1b1| + .0+ Ianbnl est bornée et donc
converge. Donc la somme infinie converge absolument.

Soit V P’espace vectoriel des polynémes sur R muni d’un produit scalaire défini par
1

{f,g)= / f(t) g(t) dt. Donner un exemple d’une forme linéaire ¢ sur V pour laquelle
0

le théoréeme 13.5 n’est pas vrai, c’est-a-dire qu’il n’existe pas un polynome h(t) pour lequel
¢ (f) = {f, h) quel que soit fE V.

Soit ¢ : ¥V — R défini par ¢(f) = f(0), c’est-d-dire ¢ donne a f(z) la valeur O et donc transforme
f(t) en son terme constant. Supposons qu’un polyndme h(¢) existe pour lequel

1
o(f) = fO = f f(2) h(t) di . ()

0
pour chaque polyndme f(¢). Remarquons que ¢ transforme le polyndme tf(¢) en 0 ; donc d’aprés (1),

fl O @) dt = 0 (2)

0
pour chaque polyndome f(z). En particulier (2) doit 8tre vérifié pour f(¢) = th(¢) c’est-d-dire

1
f 2Rt dt = 0
0
Cette intégrale implique que %(?) est le polyndme nul ; donc ¢(f) = (f, k) = {f, 0) = 0 pour chaque
polyndme f(z). Ceci est en contradiction avec le fait que ¢ est non nulle ; donc le polyndme A (¢)
n’existe pas.
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PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

PRODUITS SCALAIRES

13.46.

13.47.

13.48.

13.49.

13.50.

13.51.

13.52.
13.53.

13.54.

13.55.

13.56.

Vérifier que

(@ytty + @gttg, byog 4 byvy) = @ by(uy, vy) + @by, Vo) + agdy(ug, V1) + azbyluy, V)
Plus généralement démontrer ue

n
‘21 AU, .21 bj’Uj> = 2 a;b(u;, v
i= i=

i,

Soient u = (x,, x,) et v = (y,, ¥,) appartenant 3 R2.
(i) Vérifier que 'expression suivante est un produit scalaire sur RZ:
flu,v) = oy1 — 220y5 — 206515 + bagy,
(ii) Pour quelles valeurs de k I’expression suivante est-elle un produit scalaire sur R? ?
flu,v) = zy — 3x1ys — 3%ayy + kxyys
(iii) Pour quelles valeurs de a, b, ¢, d € R D’expression suivante est-elle un produit scalaire sur R? 7
flu,v) = axy + bayyy + cxoyy + dagys
Trouver la norme de v = (1, 2) € R? par rapport au (i) produit scalaire usuel,(ii) au produit scalaire
défini dans le probléme 13.47 (i).
Soient u = (z,, z,) et v = (w;, w,) appartenant & c?.
(i) Vérifier que ’expression suivante est un produit scalaire sur c%:
flu,v) = zyw; + (1 + 2@y + (1 — D)2, + 32470,
(ii) Pour quelles valeurs de a, b, ¢, d € C expression suivante est-elle un produit scalaire sur c?

flu,v) = az Wy + bz, + c2,W, + dz,i0,

Trouver la norme de v = (1 — 2i, 2 + 3i) € C? en utilisant (i) le produit scalaire usuel, (ii) le produit
scalaire du probléme 13.49 (i).

Montrer que la fonction distance d(u, v) = || v — ul] oul u, v € V satisfait aux axiomes suivantes d’un
espace métrique :

[D]d(u,v) =0 et du,v) =0 siet seulement si u = »
[Dg] d(u,v) = d(v,u).
[D3] d(u,v) = d(u, w) + d(w,v).

Vérifier la régle du parallélogramme: |ju+ v]| + |lu—v]| = 2| + 2|v]|.

Vérifier les formes polaires suivantes pour {u, v
i) v = Lutvl]2— Llu—v|]? (cas réel);
() (u,v) = Lu+v[2— Ljju—v|2 + L lu + vl|2 —%Hu—— w2 (cas complexe),

Soit ¥ I’espace vectoriel des m x n matrices de R. Montrer que {4, B) = tr (B’4) définit un produit
scalaire dans V.

i
Soit V 1’espace vectoriel des polyndmes sur R. Montrer que {f, g) = f f(t) g(t) dr définit un produit
scalaire dans V. 0

Trouver la norme de chacun des vecteurs suivants :

s — (1 1 1 1 4
@ w=0G -3 3 9k
G) v=(-2i,3+i 2 - 5i)€C3

(iii) f(r) = 2 — 2r + 3 dans Despace défini dans le probleme 13.55.

(iv) A =(31 _ i) dans ’espace défini dans le probléme 13.54.
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13.57. Montrer que : (i) la somme de deux produits scalaires est un produit scalaire ; (i) un multiple positif
d’un produit scalaire est un produit scalaire.

13.58. Soient a, b, ¢ € R tels que a2 + bt + ¢ > 0 pour chaque . Montrer que b? — 4ac < 0. Utiliser ce
résultat pour démontrer I'inégalité de Cauchy Schwarz pour les espaces préhilbertiens réels en faisant
une extension de la formule |zu + v[|2 = 0.

13.59. Supposons [{u, v)| = [[u|l || (C’est-a-dire que P’inégalité de Cauchy-Schwarz se réduit alors a une éga-
lité). Montrer que u et v sont linéairement dépendarnts.

13.60. Trouver le cosinus de ’angle 6§ que font u, v si
@ u=(, -3 2),v —(2 1, 5) dans R3,

(ii) u= t —Lv= 2 dans Iespace défini dans le Probléme 13.55.
(iii) u= (2 -1 ) = (2 - 3) dans ’espace du Probléeme 13.54.
ORTHOGONALITE

13.61. Trouver une base du sous-espace W de R* orthogonal 3 u; = (1, — 2, 3, 4) et u, = (3, — 5, 7, 8).
13.62. Trouver une base orthonormé du sous-espace W de C> engendré par u; = (1,4, 1) et uy = (1 + 4, 0, 2).

13.63. Soit V ’espace vectoriel des polyndmes sur R de degré < 2 muni du produit scalaire
1

f,g)= j; () g(p) at.

(i) Trouver une base du sous-espace W orthogonal i A(r) = 2t + 1.
(ii) Appliquer le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt 4 la base {1, t, 1*} pour obtenir une base
orthonormée {u,(¢), u, (1), uz(2)} de V.

~

13.64. Soit V¥ Pespace vectoriel des matrices 2 x 2 sur R avec le produit scalaire défini par {4, B) = tr (B4).
(i) Montrer que le systéme suivant est une base orthonormée de V:

{Go) (o606

(ii) Trouver une base de I’espace orthogonal (¢) des matrices diagonales,(b) des matrices symétriques.

13.65. Soit W un sous-ensemble (non necessalrement un sous-espace) de V. Démontrer que (i) wil o L) ;
(ii) si ¥V est de dimension finie alors wh = = L(W),(ou L(W)est I’espace engendré par W).

13.66. Soit W le sous-espace engendré par un vecteur non nul w de ¥ et soit E la projection orthogonale de V

(v,
[[w

&
sur W. Démontrer que E(v) = i 2> w. On appelle F(v) la projection de v sur w.

13.67. Trouver la projection de v sur w si
@ v=(Q,—-12),w=(0 1, 1) dans R3.
) v=0Q -4 2+ 3), w= (2 — i 3) dans C%,
@i v=2t -1, w=r* dans Pespace défini dans le probléeme 13.55.

(iv) v= (i . ;) , W= (? N ;) dans I’espace défini dans le probléme 13.54.

13.68. Supposons que {ul, Upyenes uy } soit une base d’un sous-espace W de V avec dim V = n. Supposons que
P ,} soit un systéme de n — r vecteurs indépendants tels que (u;, v;) = 0 pour chaque 7 et
chaque ] Montrer que {vl, R }est une base de Porthogonal de W, W

’ﬂi‘
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13.69. Supposons que {u,, ..., u,} soit une base orthonormée d’un sous-espace W de V. Soit E : ¥V = V une
application linéaire définie par

E@) = (v,upu; + (v;udus + -+ -+ (0, u)u,

Montrer que E est la projection orthogonale de V sur W.

r

13.70. Soit {u ce U, }un sous-ensemble orthonormé de V. Montrer que, pour tout » & V, E lw, w2 = o]
Cette megahte est connue sous le nom d’inégalité de Bessel.

13.71. Soit ¥ un espace préhilbertien réel. Montrer que:
(1)  ltull = vl si et seulement siu + v, u — v) =03,
(2) llu + vl? = llull® + lIv}? si et seulement si {u, ) = O.

Montrer a Iaide de contre-exemples que les théorémes précédents ne sont pas vrais pour C2,

13.72. Soient U et W des sous-espaces d’un espace préhilbertien ¥ de dimension finie. Montrer que
O W+Hwrt=uvltnwl @) wnwt=rul+wi

OPERATEUR ADJOINT
13.73. Soit T : R® - RS> défini par T(x,y,z) = (x + 2y, 3x — 4z, y). Trouver T*(x, v, z).
13.74. Soit T : €3 = €3 défini par
T(x,y,2) = (iz+ 2+ 3y, 3+ (3 —1)2, (2—5i)y+ iz)
Trouver T* (x,y, z).

13.75. Pour chacune des formes linéaires suivantes ¢ sur V trouver un vecteur u € V tel que ¢ (v) = (¥, u) pour
chaque v € V'

(1) ¢ : R® —> R définie par ¢(x,y,z) = x + 2y — 3z
2) ¢: C3 — C définie par ¢(x,y,2) = ix + 2+ 3Dy + (I - 2Dz
(3) ¢ : V - R définie par ¢(f) = f(1) ol V est I'espace vectoriel du probléme 13.63.

13.76. Supposons ¥V de dimension finie. Démontrer que 'image de T* est orthogonal du noyau de T, c’est-a-dire
que Im T* = (Ker T). Donc rang(T) = rang(7T*).

13.77. Montrer que T*T = 0 implique 7 = 0.
1
13.78. Soit V I’espace vectoriel des polyndmes sur R muni du produit scalaire défini par (f, g) =j(; f(Hg@) at.

Soit D I'opérateur de dérivation sur V tel que D(f) = df/dt. Montrer qu’il n’y a pas d’opérateur D* sur
V tel que (D(f), g) = {, D*(g)) pour chaque couple f, g € V, c’est-a-dire que D n’a pas d’adjoint.

OPERATEURS ET MATRICES UNITAIRES ET ORTHOGONALES
13.79. Trouver une matrice orthogonale dont la premiére ligne est (1) (1/\/5_, 2/4/5); (2) un multiple de (1, 1, 1).

13.80. Trouver une matrice symétrique orthogonale dont la premiére ligne est (1/3, 2/3, 2/3). (Comparer avec le
prebléeme 13.27).

1 1. 1 1
13.81. Trouver une matrice unitaire dont la premiére ligne est (1) un multiple de (1, 1 —1i) ;(2)(5 , -2‘1', 5 —-2—1').

13.82. Démontrer que : Le produit et I'inverse de matrices orthogonales sont des matrices orthogonales. (Les ma-
trices orthogonales forment un groupe par rapport 4 la multiplication appelé groupe orthogonal).

13.83. Démontrer que : Le produit et I’inverse de matrices unitaires sont des matrices unitaires. (Les matrices
unitaires forment un groupe par rapport 4 la multiplication appelé groupe unitaire).

13.84. Montrer que si une matrice orthogonale (unitaire) est triangulaire alors elle est diagonale.
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13.85.

13.86.

13.87.

13.88.

Rappelons que les matrices complexes 4 et B sont unitairement €quivalentes §’il existe une matrice uni
taire P telle que B = P*AP. Montrer que cette relation est une relation d’équivalence.

Rappelons que les matrices réelles 4 et B sont orthogonalement équivalentes s’il existe une matrice ortho-
gonale P telle que B = P?AP. Montrer que cette relation est une relation d’équivalence.

Soit W un sous-espace de V. Pour tout » € V posons v = w + w’ ot w € W et w' € Wi (Une telle
somme est unique car V = W @ Wl). Posons T : V = V défini par T(y) = w — w'. Montrer que T est
un opérateur unitaire auto-adjoint de V.

Soit ¥V un espace préhilbertien, et supposons U : ¥V - V (non nécessairement linéaire) soit surjective et
conserve les produits scalaires, c’est-a-dire que (U(v), U(w)) = {u, w) pour chaque couple v, w € V, Dé-
montrer que U est linéaire et donc unitaire,

OPERATEURS POSITIFS ET DEFINIS POSITIFS

13.89.
13.90.

13.91.

13.92.

13.93.

13.94.

13.95.

13.96.

13.97.

13.98.

Montrer que la somme de deux opérateurs positifs (définis positifs) est positive (définie positive).

Soit T un opérateur linéaire sur V et soit f : V x V = K définie par f(u, v) = (T'(u), v). Montrer que
f est elle-méme un produit scalaire sur V si et seulement si T est définie positive.

Supposons E une projection orthogonale sur un sous-espace donné W de V. Démontrer que kI + E est
positif (défini positif) si k =2 0 (k > 0).

Démontrer le théoréme 13.13 B, page 288, sur les opérateurs définis positifs. (Le théoréme correspondant
13.13A pour les opérateurs positifs est démontré dans le probléeme 13.41).

Considérons l'opérateur T défini par T(x,) = VN u,i = 1,...,n dans la démonstration du théoréme
13.13A (Probléme 13.41). Montrer que T est positif et que c’est le seul opérateur positif pour lequel
T2 =P,

Supposons P 2 la fois positif et unitaire. Démontrer que P = L

Une matrice n x n (réelle ou complexe) A = (a;;) est dite positive, si 4 considéré comme un opérateur
linéaire de K" est positif. (Une définition analogue pour les matrices définies positives). Démontrer que
A est positive (définie positive) si et seulement si a; = Zi; et

2 aijxix_j =90 (> 0)
1

i =

pour chaque (x ,..., x,) de K"

Déterminer laquelle des matrices suivantes est positive (ou définie positive):

GO G0 Go) G G2 G

(i) (ii) (i) (iv) (v) (vi)

a b

Démontrer qu’une matrice complexe 2 x 2 A = ( )est positive si et seulement si (1) 4 = A4* et

¢
(2) a, d, et ad-bcsont des nombres réels non négatifs.

Démontrer qu’une matrice diagonale A est posiﬁve (définie positive) si et seulement si chaque élément
diagonal est un nombre réel non négatif (positif).

OPERATEURS AUTO-ADJOINTS - OPERATEURS SYMETRIQUES

13.99.

13.100.

Pour un opérateur quelconque T, montrer que T + T* est auto-adjoint et que T — T* est un anti-adjoint.

Supposons que T soit auto-adjoint. Montrer que T? (») = 0 implique T(v) = 0. Utiliser ceci pour démontrer
que T”(v) = 0 implique aussi T(v) = 0 pour n > 0.
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13.102.

13.103.

13.104.

13.105.
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Soit ¥ un espace préhilbertien complexe. Supposons que {T(v), v} soit réel pour chaque v € V. Montrer
que T est auto-adjoint.

Supposons que § et T soient auto-adjoints. Montrer que ST est auto-adjoint si et seulement si S et T
commutent, ¢’est-d-dire si ST = T8S.

Pour chacune des matrices symétriques A suivantes, trouver une matrice orthogonale P pour laquelle
PYAP soit diagonale:

i) A = <; _2) (i) 4 = <i _f>, (iif) 4 = <; _i>

Trouver une transformation orthogonale des coordonnées qui diagonalise chacune des formes quadratiques:
(1) q(x,»)=2x2 —6xy + 10y% (2) q(x,y) = x2 + 8xy — 52

Trouver une transformation orthogonale des coordonnées qui diagonalise la forme quadratique q(x, y, z)=
2xy + 2xz + 2yz.

OPERATEURS NORMAUX ET MATRICES

13.106.

13.107.

13.108.

13.109.

13.110.

13.111.
13.112.
13.113.

13.114.

2

I
Vérifier que 4 = ( ) est normale. Trouver une matrice unitaire P telle que P*4P soit diagonale et

i
trouver P*A4P,

Montrer qu’une matrice triangulaire est normale si et seulement si elle est diagonale.

Démontrer que si T est normale sur V, alors {|T(v)|| = |[T*(»)|| pour chaque v € V. Démontrer que la
réciproque est vraie dans des espaces préhilbertiens complexes.

Montrer que les opérateurs auto-adjoints, anti-adjoints et unitaires (orthogonaux) sont normaux.

Supposons que T soit normal. Démontrer que:

(1) T est anto-adjoint si et seulement si ses valeurs propres sont réelles.
(2) T est unitaire si et seulement si ses valeurs propres ont pour valeur absolue 1.
(3) T est positive si et seulement si ses valeurs propres sont des nombres réels non négatifs.

Montrer que si T est normél, alors T et T* ont le méme noyau et la méme image.
Supposons que S et T soient normaux et commutent. Montrer que S + T et ST sont aussi normaux.
Supposons T normal et commutant avec S. Montrer que T commute aussi avec S *,

Démontrer : Soient S et T des opérateurs normaux sur un espace vectoriel complexe de dimension finie.
Il existe alors une base orthonormée de V contenant les vecteurs propres a la fois de S et T (c’est-a-dire
que § et T peuvent étre diagonalisés simultanément).

PROBLEMES D’ISOMORPHISMES

13.115.

13.116.

13.117.

Soit {e S8, Yune base orthonormée d’un espace préhilbertien ¥ sur K. Montrer que l’apphcatlon
v [v] est un isomorphisme d’espace préhilbertien entre V et K™ (ou [v], indique les coordonnées d’un

vecteur v dans la base {e;}).

Montrer que les espaces préhilbertiens V et W sur K sont isomorphes si et seulement si ¥ et W ont la
méme dimension.

Supposons que{el, R en} et {e; ye e e,'z } soient des bases orthonormées de ¥V et W respectivement. Soit
T : V = W une application linéaire définie par T'(¢;) = e,-' pour chaque i. Montrer que T est un isomor-
phisme.
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13.118. Soit V un espace préhilbertien. Rappelons (page 283) que chaque u € V détermine une forme linéaire u

dans Pespace dual V* par définition #(v) = (v, u)} pour chaque v € V. Montrer que I'application ut> @
est lindaire et non singuliére et donc est un isomorphisme de V dans V* (sur V* si la dimension est finie).

13.119. Considérons Vespace préhilbertien ¥ du probléme 13.54. Montrer que V est isomorphe & R™” par I'appli-

cation

a1 Qe A1n \’
_ Qs [} Q.
A= ELELL Tl BB, Ry
Im1 [L37)) Amn
ol R; = (a; ,ap,.-.,4;,) est la jéme ligne de A.
PROBLEMES DIVERS
13.120. Montrer qu’il existe une base orthonormée {u;,...,u,}de Y constituée de vecteurs propres de T si et
seulement si il existe des projections orthogonales E 1o E, et des scalaires Aisenes )\r, tels que

MT=NE +.---+NE,;(Q2) E, +..-+E =1;(3) EiEj=0pouri¢j.

13.121. Supposons que V= U @ W et supposons T, : U~ Vet T, : W = V lindaires. Montrer que

T=T, ©T, est aussi lindaire (T étant définie par : siv €E Vetv=u+ wouu € U, w € W alors
T() =T, + T,w)).

13.122. Supposons que U soit un opérateur orthogonal sur R® avec déterminant positif. Montrer que U est soit

une rotation soit une symétrie par rapport 4 un plan.

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

1347, (i) k> 9; (i) ¢>0,d>0, ad—be>0
13.48. (i) V5, (i) V13
13.50. (i) 3V2, (ii) 5v/2
1356, (1) |julj = V65/12, (i) |]v]| = 2V1L, (i) ||f()|] = V83715, (iv) [|4]| = V30
13.60. (i) coss = 9/4/420, (ii) coss = V/15/6, (iii) coss = 2/V/210
13.61. {v, = (1,2,1,0), v, = (4,4,0,1)}
13.62. {v; = (1, i, 1)/V3, vy = (24, 1 — 3¢, 3 — 9)/V24)}
13.63. (1) {f;(t) = Tt2—Bt, fo(t) = 12£2~ 5}
(1) {uy() = 1, ug(t) = (2t ~1)/V/3, uy(t) = (6t2— 6t + 1)/V/5}
13.64. (i) (a) {<g (1)> <2 g)} (%) {<g —(1)>}
13.67. (i) (0, 1/V2, 1/VZ), (i) (26 + 74, 27+ 240)/V/14, (iii) V5 £2/6, (iv) < 0 v ‘/E>
—1V6 —14/V/6
13.73. T*(x,y,2) = (x+ 3y, 2z + 2, —4y)
1374, T*(x,y,2) = (—iz + 3y, (2 — 30z + (2 + 5i)z, (3 + )y — iz)
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13.75. Posons u = dlede, + ..o + q’)(en)en oll {ei}est une base orthonormée.

(i) w=1(1,2,-3), (i) u=(—1,2-3:1+2), (i) u = (18¢2— 8¢+ 18)/15

1 1
9. (4) 2/\/3_1/\/5 , (1

2/\/6 —-1/v/6 —1/V6

1/3 2/3 2/3
13.80. | 2/3 —2/3 1/3
2/3 1/3 —2/3

, 1
W3 A—dN3 .
13.81. (i , NE —1//3
® <(1+’£)/\/§ —1/V3 > @ {ive ~1v2 0

13.96. Seulement (1) et (5) sont positives. De plus (5) est définie positive.

13.103. (i) P = 21V —1/5 i) P o= 25 —11/E G P = 3/V10 —1/V10
-1V/5  2//B —1/5 21V -1V/10  3/V/10

13.104. (i) @ = (32’ —y')/V10, y = (@' + 3y)/VI0, (ii) = = (22" — ¥ )5, y = (@' +2¥")V/5
13.105. » = 2'/V3+y'/V2+ 2/V6, y = x'/\/3— yIN2+ 26, 2 = 2'/\/3~ 22'/\/6

13.106. P = <

1IVZ ~1V/2  prap - <2+ i 0 >
V2 102 0 2-1
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APPENDICE A

Ensembles et relations

JENSEMBLES, ELEMENTS

Une liste ou une collection d’objets bien définie est appelée un ensemble ; les objets for-
mant cet ensemble sont appelés ses éléments. Nous écrivons

p €A (lu: p appartient a A) si p est un élément de I’ensemble A

Si chaque élément de A appartient a un ensemble B, c’est-a-dire si x € A implique x € B, alors
A est un sous-ensemble de B; on dit aussi que A est inclus dans B, ce que ’on note

ACB ou BDOA
Deux ensembles sont égaux s’ils possédent tous les deux les mémes éiéments ; c’est-a-dire,
A =B sietseulement si A CB e BCA
Les négations de p € A, A C Bet A = B s’écrivent p € A, A ¢ B et A ¥ B respectivement.

Nous caractériserons un ensemble particulier, soit en écrivant tous ses éléments, soit en don-
nant une propriété caractéristique des éléments de ’ensemble. Par exemple

A={1,3,5 7, 9
ce qui veut dire que A est I’ensemble des nombres 1, 3, 5, 7 et 9 et
B = {x : x est nombre premier, x < 15}

ce qui veut dire que B est ’ensemble des nombres premiers inférieurs a 15. Nous utiliserons aussi
des symboles spéciaux pour noter des ensembles qui sont couramment employés dans le texte. A
moins qu’il en soit spécifié autrement on notera :

N = Pensemble des nombres entiers positifs : 1, 2, 3,... ;
Z = lensemble des entiers relatifs: ...,—2,—1,0,1,2,...;
Q = l’ensemble des nombres rationnels;

R = l’ensemble des nombres réels ;

C = l’ensemble des nombres complexes.

Nous utiliserons aussi le symbole ¢ qui représente ’ensemble vide, c’est-a-dire 1’ensemble ne possé-
dant aucun élément ; cet ensemble est un sous-ensemble de tout autre ensemble.

Fréquemment les éléments d’un ensemble sont eux-mémes des ensembles. Par exemple chaque
droite dans un ensemble de droites est elle-méme un ensemble de points. Pour aider a clarifier ces
situations, nous utiliserons les mots classe, collection et famille de facon synonyme a ensemble.
Les mots sous-classe, sous-collection et sous-famille seront utilisés de maniére analogue a sous-
ensemble.

Exemple A.1 : Les ensembles A et B précédents peuvent &tre aussi €crits
A ={x €N : x est impair, x < 10}et B = {2, 3, 5, 7, 11, 13}
Remarquons que 9 € 4 mais 9 € Betll €B mais 11 € 4 ; tandis que 3 € 4 et
3 EBet6€ 4 et6¢B.

Exemple A.2 : Les - ensembles de nombres sont tels que NC Z C QC R CC,

Exemple A.3 : Soit C ={x : x? = 4 ; x est impair}. Alors C = ¢, C est 'ensemble vide.

Exemple A.4 : Les éléments de la classe {{2, 3}, {2}, {5, 6}} sont les ensembles {2, 3}, {2} et {5, 6}
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Le théoréme suivant s’applique.

Théoréme A.1 : Soient A, B C des ensembles queiconques. Alors (i) A C A ; (ii) si A CBet B CA,
alors A = B ; (ili)) si A CBet BC C alors A C C,.

La relation A C B n’exclut pas que A = B. Cependant si A C B, mais A + B alors on dit que
A est un sous-ensemble propre de B (quelques auteurs utilisent le symbole C pour un sous-ensemble
et le symbole C seulement pour un sous-ensemble propre).

Lorsque nous parlons d’un ensemble indexé {q, : i € I} ou simplement {a, }, nous indiquons
qu’il y a une application ¢ de I’ensemble I dans I’ensemble A et que I'image ¢ (i) de i € I est a;.
L’ensemble I est appelé I’ensemble des indices et les éléments @; sont dits indexés-par 1. Un en-
semble {e, , a,,...} indexé par les entiers positifs N est appelé une suite. Une classe indexée
d’ensemble {Al.; i € It ou simplement {Al.} a une signification analogue sauf que maintenant ’appli-
cation @ associe a chaque i € I un ensemble A; et non plus un élément a;.

OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES

Soient A et B deux ensembles arbitraires. L'union de A et B, écrite A U B, est ’ensemble des
éléments appartenant 2 A ou a B ; et lintersection de A et B, écrite A N B, est ’ensemble des
éléments appartenant a la fois a A et a B :

AUB={x:x€AouxEBletANB={x:x€A4etx € B}
Si A NB =@, cest-a-dire si A et B n’ont pas d’éléments communs on dit alors que A et B sont
disjoints.

Nous supposons que tous ces ensembles sont eux-mémes des sous-ensembles d’un ensemble
universel (noté ici U) appelé ensemble référentiel. Alors le complémentaire de A, que l’on écrit
[A,est 'ensemble des éléments qui n’appartiennent pas a A:

(A={x€U:x¢ A}

Exemple A.5 : Les diagrammes suivants, appelés diagrammes de Venn, illustrent les opérations précédentes
sur les ensembles, Ici les ensembles sont représentés par des aires planes simples et U, ’en-
semble universel, par 1’aire d’un rectangle.

G

AUB est ombrée

g

ANB est ombrée

§

(A est ombrée
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Les ensembles munis des opérations précédentes satisfont a certaines lois ou identités qui sont
rassemblées dans le tableau ci-dessous.

Théoréme A.2 : Les ensembles satisfont aux lois du tableau 1.

ALGEBRE DES ENSEMBLES

Lois idempotentes
la. AUA = A l1b. An4A = A

Lois associatives
2a. (AuB)uC = Au(BUC(C) 2b. (ANB)NC = An(BnC)

Lois commutatives
3a. AUB = BUA 3b. AnNB = BnA

Lois distributives
da. AU(BNC) = (AuB)n(AuC) 4b. ANBUC) = (ANBYUANC)

Lois d’identité

Ba. AU = A 5b. AnU = A

6a. AVU = U 6b. ANY = O
Lois sur les complémentaires

7a. 4Ul4 . An LA=0

8a. [4 = 4 gb. (U=0 Lo=U
Lois de Morgan

9a. fauB) =04 n (B ob. [anB) = G4 U (B

Table 1

Remarque : Chacune des lois précédentes découle d’une loi de logique analogue. Par exemple
ANB={x:x€AetxEB})= x:xEBetxc A})=BNA

Ici nous utilisons le fait que “p et q” écrit p A q est logiquement équivalent a
p” écrit ¢ p p.

3

‘q et

Il s’ensuit la relation fondamentale entre Pinclusion et les opérations précédentes sur les en-
sembles.
Théoréme A.3 : Chacune des conditions suivantes est équivalente 4 A C B,
i) ANB=A (iii) CB C CA vy BU(CA=U
(i) AUB=EB8 (ivyANCB=0Q
On peut généraliser les opérations sur les ensembles précédemment définies comme suit. Soit
{A; : i € I} une famille quelconque d’ensembles.L’union des A;, que 'on écrit U,c; A; (ou sim-
plement U,A,) est ensemble des éléments appartenant a 'un au moins des A; ; et I'intersection

des A;, écrite N,c; A, ou plus simplement N; A; est I’ensemble des éléments appartenant a cha-
cun des A,

PRODUIT CARTESIEN D’ENSEMBLES

Soient A et B deux ensembles ;leur produit cartésien, noté A x B, est ’ensemble constitué
de tous les couples ordonnés (g, b) oua € A et b € B:

AxB={a,b):a€ A, bE B}

Le produit cartésien d’un ensemble par lui-méme, A x A,est noté A2,
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Exemple A.6 : Le lecteur est familiarisé avec le plan cartésien R? = R x R dessiné ci-dessous, Chaque
point P est représenté par un couple ordonné (a, b) de nombres réels et vice versa.

b. P

-3 -2 -1 1 2 @3

Exemple A.7 : Soient A={1,2 3)etB = {a, b}). Alors
AxB={(1,a),(1,b),(2,a,@2,b), 3,a,(3,b)}

Remarque : Le couple ordonné (a, b) est défini rigoureusement par (a, b) = {{a} , {a, b}}. D’apres
cette définition on peut démontrer la propriété d’ordre, c’est-a-dire que (a, d) = (c, d)
si et seulement sia = cet b = d.

La définition de produit cartésien d’ensembles peut &tre étendue a un nombre quelconque fini
d’ensembles de maniére naturelle. L’ensemble produit cartésien des ensembles 4,,..., A, que l’on
écrit A x A, x ...x A est I’ensemble constitué de tous les m-tuples (a,,a,,...,4,) ou
a; € A, pour chaque i

RELATIONS

Une relation binaire ou simplement une relation R d’un ensemble A dans un ensemble B est
la donnée, pour tout couple ordonné (a, b) € A x B,d’une et d’une seule des deux phrases sui-
vantes ;

(1) “a est liée a b que l'on écrit ¢ R b,
(2) “a n’est pas lié a4 b que 'on écrit a R b .
Une relation d’un ensemble A dans lui-méme est appelée une relation dans A.

Exemple A.8 : La relation d’inclusion est une relation dans toute classe d’ensembles. Pour un couple donné
d’ensembles 4 et B on a soit 4 C Bsoit4d ¢ B

Remarquons qu’une relation R quelconque de A vers B définit d’une maniére unique un sous-
ensemble B de A x B comme il suit:

R = {{a,b) : aR b}
Réciproquement, un sous-ensemble quelconque R de A x B définit une relation de A vers B, comme
il suit:

aR b si et seulement si (¢, b) €E R

En considérant la correspondance précédente entre relations de A vers B et les sous-ensembles de
A x B, on peut donner une nouvelle définition d’une relation:

Définition : Une relation R de A vers B est un sous-ensemble de A x B.

RELATIONS D’EQUIVALENCE

Une relation dans un ensemble A est appelée relation d’équivalence, si elle satisfait aux axiomes
suivants :

[E,] Pour tout @ € A a est en relation avec lui-méme
{E, ] Si a est en relation avec b, alors b est en relation avec a.
[E,] Sia est en relation avec b, et si b est en relation avec c, alors a est en relation avec c.

En général une relation est dite réflexive si elle satisfait a [E, ], elle est dite symétrique si elle satisfait
a [E,] et elle est transitive si elle satisfait a [E, ]. En d’autres termes, une relation est une relation
d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.



Exemple A.9 :

Exemple A.10 :
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Considérons la relation C inclusion d’ensemble. D’aprés le théoréme A.1 A C A pour tout
ensemble 4 ;et siAd C Bet B C C, alors 4 C C. Donc, C est 4 la fois réflexive et tran-
sitive, D’autre part, C n’est pas symétrique, puisque 4 C B et 4 # B implique B € A.

En géométrie euclidienne, la similitude des triangles est une relation d’équivalence, car si
«, B et vy sont des triangles quelconques, alors (1) « est semblable A lui-méme,(2) si «
est semblable a 3, alors 3 est semblable 4 « et (3) si o est semblable a 8 et 3 semblable
a v alors a est semblable a 7.

Si R est une relation d’équivalence dans A, la classe d’équivalence d’un élément quelconque
a € A, notée par {a], est ’ensemble des éléments qui sont liés a a par la relation R :

[a] = {x :a R x}

L’ensemble des classes d’équivalence, noté A/R,est appelé ensemble quotient de A par R.

A/R ={[a] : a € A}

Voici la propriété fondamentale des relations d’équivalence :

Théoréme A.4 : Soit R une relation d’équivalence dans A. L’ensemble quotient A/R est une parti-

tion de A, c’est-a-dire chaque @ € A appartient a un élément de A/R et les élé-
ments de A/R sont deux a deux disjoints

Exemple A.11:

Soit R s la relation définit dans Z ensemble des entiers relatifs par

x =y (mod 5)

qui se lit “x est congru a y modulo 5” ce qui veut dire “x — y est divisible par 5. Alors
R est une relation d’équivalence dans Z, Il y a exactement cinq classes d’équivalence
distinctes dans Z/R,:

Ay = {...,—10, —5,0, 5, 10}
A, = {...,—9,~4,1,6 11}
Ay, = {...,—8,-3,2,7,12)
Ay = {...,—17,-2,3,8,13)
Ay, = {...,—6,—1,4,9, 14}

Chaque entier x peut s’écrire de maniére unique sous la forme x = 5g + r avec 0 <r <5 ;
remarquons que x € E, oll r est le reste. Remarquons que les classes d’équivalence sont
disjointes deux & deux et que Z =4, U 4 U A4, U4, 04,
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Structures algébriques

INTRODUCTION

Nous définissons ici les structures algébriques que l’on rencontre dans presque toutes les
branches des mathématiques. En particulier, nous définirons la structure de corps qui apparait
dans la définition d’un espace vectoriel. Nous commencerons par donner la définition d’un groupe,
qui est une structure algébrique relativement simple puisqu’elle ne contient qu’une seule opération
et qu’elle est utilisée dans beaucoup d’autres structures algébrigues.

GROUPES

Soit G un ensemble non vide muni d’une opération binaire (aussi appelée : loi de composition
interne) c’est-a-dire qui, a chaque paire d’éléments a, b € G, associe un élément a b € G. G est
alors appelé un groupe si les axiomes suivants sont vérifiés:

[G1] Quels que soient a, b, ¢ € G, nous avons (ab) ¢ = a(bc) (loi associative).

[G,] Il existe un élément e € G appelé élément identité ou neutre tel que pour tout a € G on ait
ae = eqa = a. w

[G;] Pour chaque a € G il existe un élément a~! € G appelé l'inverse de a, tel quea.a ! =a-la=ce

Un groupe G est dit abélien (ou commutatif) si la loi interne précédente est commutative,
C’est-a-dire si ab = ba pour tout a, b € G.

Lorsque la loi de composition est notée par une juxtaposition comme précédemment, le groupe
G est dit multiplicatif. Quelquefois lorsque G est abélien, ’opération binaire est notée par + et G
est dit additif. Dans un tel cas ’élément neutre est noté par 0 et est appelé 1’élément nul, et I’in-
verse est noté par (— a) et est appelé I'opposé de a.

Si A et B sont des sous-ensembles d’un groupe G, on écrit alors
AB={ab:a €A, bEB}Y ou A+B={a+b:a€ A4, bEB}
Nous écrirons aussi ¢ pour {a}.

Un sous—énsemble H d’un groupe G est appelé un sous-groupe de G, si H est lui-méme un
groupe par rapport a ’opération de G. Si H est un sous-groupe de G et ¢ € G, alors ’ensemble
Ha est appelé une classe a droite de H et Pensemble aH une classe a gauche de A.

Définition : Un sous-groupe H de G est appelé sous-groupe normal (ou : sous-groupe distingué)
si a=1 Ha C H pour chaque ¢ € G. De facon équivalente, H est normal si aH = Ha
pour chaque a € G, c’est-a-dire si les classes a droite et a gauche de H coincident.

Remarquons que tout sous-groupe d’un groupe abélien est normal.

Théoréme B.1 : Soit H un sous-groupe normal de G. Alors les classes de H dans G forment un
groupe par rapport a la multiplication des classes. Ce groupe est appelé groupe quo-
tient et est noté par G/H.

Exemple B.1: L’ensemble Z des entiers relatifs forme un groupe abélien par rapport i ’addition. (Remar-
quons que les entiers relatifs pairs forment un sous-groupe de Z, mais non les entiers relatifs
impairs). Soit H I’ensemble des muitiples de 5 c’est-d-dire H = {... ~10, — 5, 0, 5, 10...}
Alors H est un sous-groupe (nécessairement normal) de Z. Donnons les classes A dans Z :
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06=0+H =H = {...,-10,-5,0,5,10, ...}
1=1+H ={...,-9,-4,1,6,11, ...}
2 =24+H ={...,-8,-32712, ...}
3 =3+H ={...,-17,-2,3,8,13, ...}
4 =4+H = {...,-6,-1,4,9,14, ...}

Pour tout autre entier relatif n € Z, n = n + H coincide avec 'une des classes précé-
dentes. Ainsi d’aprés le théoréme précédent Z/H = {0, 1, 2, 3, 4} forme un groupe par
rapport a I'addition dans les classes, sa table d’addition étant

+] 0 1T 2 3 4
|0 1T 2T 3 %
i|1T 2 3 1 0
2|12 3 7 ©° 7
3|3 2 0o 1 2
4117 0o 1 2 3

Ce groupe quotient Z/H est le méme que celui des entiers relatifs modulo 5 et est noté
par Z;. De fagon analogue, pour un entier positif quelconque n, il existe un groupe quo-
tient Z,, appelé groupe des entiers modulo n.

Exemple B.2 : Les permutations de n symboles (voir page 171) forment un groupe par rapport a la loi
de composition des applications ; on I'appelle le groupe symétrique de degré n et on le
note par §,. Etudions ici §; dont les éléments sont

/1 2 3 /1 2 3 /12 3
€_<123> "2_<321> ¢1"<231>

12 3 123 123
"1:<132> “3:<213> ¢2:<312>

1 2 3

Ici ( . ) est la permutation qui transforme 1 + {, 2 v j, 3 = k. La table de mul-
t ]

tiplication de S, est

€ 41 o3 o3 31 b2
€ € 41 4 L] 1 P2
L1 gy € 1 b2 g2 a3
g2 (4] b2 € ¢1 L£] oy
o3 o3 P1 ] € ay )
?1 1 o3 oy P B2 €
P2 2 ) a3 a1 € P1

L’élément de la gitme ligne et la p®Mme colonne est ab. L’ensemble H = {e, g, }est un
sous-groupe de S, ses classes a droite et a gauche étant

Classes a droite Classes & gauche
H = {04} H = {0}
Hey = {¢1,09} sl = {#1, 73}
Hey = {¢g, 03} #oH = {¢g,09}

Observons que les classes 4 droite et 3 gauche sont distinctes ; donc H n’est pas un sous-
groupe normal de 5.

Une application f d’un groupe G dans un groupe G' est appelée un homomorphisme si
f(ab) = f(a) f(b) pour tout @, b € G. (Si f est aussi bijective, c’est-d-dire a la fois injective et sur-
jective, alors f est appelée un isomorphisme et G et G' sont isomorphes). Si f : G = G' est
un homomorphisme, alors le noyau de f est I’ensemble des éléments de G qui ont pour image

’élément neutre ¢ € G' :

noyau de f ={a € G : f(a) = e}
(Comme d’habitude, f(G) est appelé I'image de l’application f : G = G'). Le théoréme suivant s’ap-
plique alors.

Théoréme B.2 : Soit f : G = G' un homomorphisme ayant pour noyau K. Alors K est un sous-groupe
normal de G, et le groupe quotient G/K est isomorphe a I’image de f.

22
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Exemple B.3: Soit G le groupe des nombres réels muni de I'opération d’addition et soit G' le groupe
des nombres réels positifs muni de la multiplication. L’application f : G —~> G' définie par
f(@) = 2% est un homomorphisme car

fla + b) = 20%0 = 2% 2P = ¢£(a) f(b)

En particulier, f est bijective ; donc G et G " sont isomorphes.

Exemple B.4 : So1t G le groupe des nombres complexes non nuls par rapport 4 la multiplication et soit
G'le groupe des nombres réels non nuls par rapport a la multiplication. L’application
f: G~ G' définie par f(z) = |z| est un homomorphisme car

Fleize) = |z120] = |zl lz0] = f(2)) flzp)

Le noyau K de f est constitué des nombres complexes z situés sur le cercle unité, c’est-a-dire
pour lesquels |z] = 1, Ainsi G/K est isomorphe & I’image de f, c’est-3-dire au groupe des
nombres réels positifs par rapport i la multiplication.

ANNEAUX. ANNEAUX INTEGRES ET CORPS

Soit R un ensemble non vide avec deux opérations binaires, une opération d’addition (notée
par +) et une opération de multiplication (notée par la juxtaposition). R est alors appelé un anneau
si les axiomes suivants sont satisfaits:

[R,] Pour tout a, b, ¢c € R, nous avons (¢ + b) + ¢ =a + (b + ¢).
[R,] Il existe un élément 0 € R, appelé élément zéro, tel que pour tout a € R,a + 0=0+ae¢= a.
[R,] Pour tout @ € R, il existe un élément — a € R, appelé 'opposé de a, tel que
a +(—a)=(—a) +a=0.
[R,] Pour tout @, b € R nous avons a + b = b + a.
[R;] Pour tout a, b, ¢ € R, nous avons (ab) ¢ = a(be).
[R¢] Pour tout a, b, ¢ € R, nous avons
(1)adb +¢c)y=ab +acet (2) (b +c)a= ba + ca
Remarquons que les axiomes [R,] jusqu’a [R,] peuvent étre résumés en disant que R est un
groupe abélien par rapport a I'addition.
La soustraction est définie dans R par ¢ — b = a + (— b).
On peut montrer (voir Probléme B.25) que a.0 = 0.a = 0 pour tout ¢ € R.

R est appelé un anneau commutatif si ab = ba pour tout g, b € R. On dit aussi que R est
un anneau unitaire s’il existe un élément non nul 1 € R tel que ¢. 1 = 1.a = a pour tout a €R.

Un sous-ensemble non vide S de R est appelé un sous-anneau de R, si S est lui-méme un
anneau pour les opérations définies dans R. Remarquons que S est un sous-anneau de R si et seu-
lement si @, b € S implique a —b € Setab &€ 8.

Un sous-ensemble non vide I de R est appelé un idéal a gauche dans R si (1) a — b €]
quels que soienta, b€ I, et (2) ra € I pour tout r € R, ¢ € I. Remarquons qu’un idéal a gauche
I dans R est aussi un sous-anneau de R. De facon analogue nous pouvons définir un idéal a droite
et un idéal bilatére. 11 est clair que tous les idéaux dans un anneau commutatif sont des idéaux
bilatéres. Le terme idéal signifiera désormais idéal bilatére a moins qu’il en soit spécifié autrement.

Théoréme B.3 : Soit I un idéal bilatére d’un anneau R. Les classes{a + I :a € R} forment un
anneau par rapport a ’addition et a la multiplication des classes. Cet anneau est
noté par R/I et est appelé anneau quotient.

Soit R un anneau commutatif et unitaire. Pour tout a € R, ’ensemble (a) = {ra : r € R} est
un idéal et est appelé 1’idéal principal engendré par a. Si chaque idéal dans R est un idéal principal
alors R est appelé un anneau principal.

Définition : Un anneau commutatif R ayant un élément unité est appelé un domaine d’intégrité si
R n’a pas de diviseurs de zéro ; c’est-a-dire si ab = 0 implique ¢ = 0 ou b = 0. (On

dit aussi que 'anneau R est integre).
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Supposons maintenant que p divise f,,f,,...,f,. Si p divise f,, alors le lemme est dé-
montré. Si non, d’apres le résultat précédent p divise le produit f,..... f,» Par récurrence sur
n, p divise 'un des polyndmes f,,...,f,. Le lemme est ainsi démontré.

Théoréme C.7 : (Théoréme de la factorisation) : Soit f un polyndme non nul de K(¢). Alors f
peut étre écrit de facon unique comme un produit

f=kpp,...p,
ou k € K et ou les p, sont des polyndmes normalisés irréductibles de K(¢).

Démonstration : Démontrons I’existence d’un tel produit d’abord. Si f est irréductible, ou si
f € K, alors un tel produit existe de facon évidente. D’autre part, supposons f = gh ou f et g ne
sont pas des scalaires. Alors g et h sont de degré inférieur a celui de f. Par récurrence, nous pou-
vons supposer

g = kigrgs...g. et h = kohihs. . . hs
ou k, ,k, €K et ou les 8; et h]. sont des polyndmes normalisés irréductibles. En conséquence

f = (klkz)glgz. .. grh1h2. . hs
est la représentation demandée.

Prouvons ensuite 'unicité a 'ordre prés d’un tel produit pour f. Supposons

f = kpps...Pn = KQq2...qn

ol k et B € K et ou les P,s---sP,s4q1,-- -, sont des polyndmes normalisés irréductibles. Donc
p, divise maintenant k'ql ..... q,, - Puisque p, est irréductible il doit donc diviser I'un des q,,
d’apres le lemme précédent. Par exemple p, divise q,. Puisque p, et g, sont tous deux irréduc-
tibles et normalisés,p, = q,. En conséquence

kpz. ..Pn = k’QZ. .o dm

Par récurrence nous avons n = m et P, = Qy, P = q,,a un réarrangement prés des g;. Nous avons
aussi B = k'. Le théoréme est donc démontré.

Si le corps K est le corps des complexes C, nous avons alors le résultat suivant qui est connu
sous le nom de théoréme fondamental de ’algébre ou théoréme de d’Alembert ; sa démonstration
dépasse le contenu de cet ouvrage.

Théoréme C.8 (Théoréme fondamental de I’Algébre) : Soit f(¢) un polyndme non nul sur le corps
des complexes C. Alors f(t) peut étre écrit de maniére unique (a ’ordre pres) sous
forme d’un produit

ft) = k(t—r)(E—79) - (E—17n)
ou k, r; € C, c’est-a-dire comme un produit de polyndmes linéaires.

Dans le cas du corps des réels R, nous avons le résultat suivant.

Théoréme C.9 : Soit f(f) un polyndome non nul sur le corps des réels R. Alors f(t) peut étre
écrit de maniére unique (a2 'ordre prés) sous la forme du produit

f(ty = kpi(t) p2A(2) - - - Dml(t)

ol k € R et ou les p.(t) sont des polynomes irréductibles normalisés de degré
un ou 2.
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ou soit r = 0 soit deg r < deg g. Substituons ceci dans (1) et résolvons en f ; on obtient

An
f = <(11 +—b t""")g +7r
qui est la représentation désirée.

Théoréme C.3 : L’anneau K [¢] des polynomes sur un corps K est un anneau principal. Si [ est un
idéal de K [t], il existe alors un polyndome normalisé unique d qui engendre I, c’est-
a-dire, tel que d divise tout polynome f € L

Démonstration. Soit d un polyndme de plus bas degré dans I. Puisque nous pouvons multiplier
d par un scalaire non nul, et qu’il appartient toujours a I, nous pouvons supposer sans perte de
généralité que d est un polyndme normalisé. Supposons maintenant f € I. D’aprés le théoreme C.2
il existe des polynomes q et r tels que

f = qd + r ou soit r = 0,s0it deg r < deg d

De plus f, d € I implique gqd € I et donc r = f — gqd € I. Mais d est un polynome de plus bas
degré dans I, En conséquence r = 0 et f = qd, c’est-a-dire d divise f. Il reste a montrer que d est
unique. Si d’ est un autre polyndome normalisé qui engendre I, alors d divise d' et d' divise d.
Ceci implique que d = d' car d et d' sont normalisés. Ainsi le théoréme est démontré.

Théoréme C.4 : Soient f et g deux polyndmes non nuls dans K(z). Il existe alors un polynome
normalisé unique d tel que (1) d divise f et g, (2) si d’ divise f et g, alors d’
divise d.

Définition : Le précédent polyndome d est appelé le plus grand commun diviseur de f et g. Sid = 1.
alors f et g sont dits premiers entre eux.

Démonstration du théoréme C.4. L’ensemble I = {mf + ng: m, n € K(t)}est un idéal. Soit
d le polyndOme normalisé engendrant I. Comme f et g € I ; donc d divise f et g. Supposons main-
tenant que d' divise f et g. Soit J ’idéal engendré par d'. Alors f,g € J et donc I C J. En consé-
quence, d € J et donc d' divise d, comme il a été affirmé. Il reste a montrer que d est unique. Si
d, est un autre plus grand commun diviseur normalisé de f et g, alors d divise d, et d, divise d,
ce qui implique que d = d, car d et d, sont normalisés. Le théoréme est démontré.

Corollaire C.5 : Soit d le plus grand commun diviseur des polyndomes f et g. Alors il existe des
polyndmes m et n tels que d = mf + ng. En particulier si f et g sont premiers
entre eux il existe des polyndémes m et n tels que mf + ng = 1.

Ce corollaire est issu directement du fait que g engendre I'idéal
I={mf+ng: m,n€K()}

FACTORISATION

Un polynéme p € K(t) de degré positif est dit irréductible si p = fg implique que f ou g
est un scalaire.

Lemme C.6 : Supposons p € K(t) irréductible. Si p divise le produit fg de deux polyndmes
f, & € K(t), alors p divise f ou p divise g. Plus généralement, si p divise le produit
de n polynomes f,,f,, ..., f,, alors p divise 'un d’entre eux.

Démonstration. Supposons que P divise fg mais non f. Puisque p est irréductible, les poly-
nomes f et p doivent étre premiers entre eux. Il existe ainsi des polynémes m,n € K(t) tels
que mf + np = 1. En multipliant cette équation par g, on obtient mfg + npg = g, mais p
divise fg et donc mfg,et p divise npg ; donc p divise la somme g = mfg + npg.
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NOTATION

Identifions le scalaire a, € K avec le polynome
a = (..., 0,a0

Choisissons un symbole, par exemple ¢, pour noter le polyndome
t=1(...,0,1,0)
On appelle le symbole t une variable. Multiplions ¢ par lui-méme,on obtient
£ =1(..,01,00), t =(..0,1,0,0,0),
Le polyndme précédent f peut alors s’écrire de maniére unique sous la forme usuelle
f=auit"+ - +ait+ ao
Lorsque le symbole ¢ est pris comme variable, ’anneau des polynomes sur K est noté par
K [t]
et on note fréquemment un polyndome f sous la forme f(t).

Nous considérerons aussi le corps K comme un sous-ensemble de K [¢] grace a 'identification
précédente. Ceci est possible puisque les opérations d’addition et de multiplication d’éléments de
K sont conservées par cette identification :

(..,0,a) +(...,0,b0) = (...,0,a0+bo)
(...,0,(10)'(...,0,b0) = (...,0,&01)0)
Remarquons que les éléments non nuls de K sont les unités de ’anneau K [¢].

Remarquons aussi que chaque polyndme non nul est ’associé d’un polyndme normalisé unique.
Donc si d et d' sont des polyndmes normalisés tels que d divise d' et d’ divise d, alors d = d’. (Un
polyndme g divise un polyndme f, s’il existe un polyndome h tel que f = hg).

DIVISIBILITE
Le théoréme suivant formalise le processus appelé “division euclidienne”.

Théoréme C.2 (Algorithme de la division) : Soient f et g deux polyndmes sur un corps K avec
g # 0. 1l existe alors des polyndmes g et r tels que

f=ag+r
oll soit r =0 soit deg r < deg g.

Démonstration : Si f = 0, ou si deg f < deg g, nous avons alors 1’égalité demandée
f=0g+f
Supposons maintenant que deg f = deg g, c’est-a-dire
f=ant"+ -+ +ait+a e g = bud™+ - +bit + bo

oua,,b, #0 et n=>m. Formons le polynome

An

fl — f__ bmtn——mg (1)

On a deg f; < deg f. Par récurrence, il existe des polyndmes g, et r tels que

fi=q,8+tr



APPENDICE C

Polynomes sur un corps

INTRODUCTION

Nous étudierons dans ce chapitre ’ensemble des polyndmes sur un corps K et nous montre-
rons qu’ils ont plusieurs propriétés qui sont analogues aux propriétés des entiers relatifs. Ces ré-
sultats jouent un role important pour obtenir les formes canoniques d’un opérateur linéaire T sur
un espace vectoriel V sur K.

ANNEAU DES POLYNOMES

Soit K un corps. De maniére formelle, un polyndme f sur K peut étre considéré comme une
suite infinie d’éléments de K dans laquelle tous les nombres, sauf un nombre fini d’entre eux,sont
nuls :

f: (...,O,G/n,...,(h,(lo)

(Nous écrivons la suite de cette maniére pour qu’elle puisse étre prolongée a gauche et non pas a
droite). L’élément a, est appelé le k"¢ coefficient de f). Si n est le plus grand entier pour leguel
a, # 0, on dit alors que le degré de f est n, on écrit :

deg f=n

“a, est appelé aussi le coefficient initial de f, et si @, = 1,f est appelé un polyndme normalisé.
D’autre part si chaque coefficient de f est nul, alors f est appelé le polyndme nul et on Pécrit
f = 0. Le degré du polyndme nul n’est pas défini.

Maintenant si g est un autre polyndme sur K, par exemple
g = (. .y 0, bm, ey bl, bO)

alors la somme f + g est le polynome obtenu en additionnant les coefficients correspondants
c’est-a-dire, si m < n alors

f+g = (...,O,G/n,..-,ant+bnz,...,a1+b1,ao+bo)
De plus, le produit fg est le polyndome
fg = (. .y 0, anbm, a ey a1b0 + aobl, aobo)

C’est-a-dire que le k™" coefficient ¢, de fg est
k
ek = @b = @obx + @ibx— + o0+ wdo
=0

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme C.1 : L’ensemble P des polyndmes sur un corps K par rapport aux opérations d’addi-
tion et de multiplication forme un anneau commutatif unitaire intégre c’est-a-
dire un domaine d’intégrité. Si f et g sont des polyndémes non nuls de P, alors
deg (fg) = (deg f) - (deg g).
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B.27.

B.28.

B.29.

B.30.

B.31.
B.32.

Algébre linéaire

Supposons a? =aq pour tout ¢ € R. Démontrer que R est un anneau commutatif. (Un tel anneau est
appelé anneau de Boole).

Soit R un anneau unitaire. Transformons R en un anneau R défini para®b=qg+ b+ 1et .
a *b =ab + a + b. (i) Vérifier que R est un anneau. (ii) Déterminer I’é1ément nul et ’61ément unité de R.

Soit G un groupe abélien additif quelconque. Définissons une multiplication dans G par ¢ - b = 0. Mon-
trer que G devient alors un anneau.

Démontrer le théoréme B.3 : Soit I un idéal (bilatére) dans un anneau R. Les classes{a + I : ¢ € R}
forment un anneau pour l'addition et la multiplication des classes.

Soient I, et I, deux idéaux de R. Démontrer que I, + I, et I, N I, sont aussi deux idéaux de R.

Soient R et R' deux anneaux. Une application f : R —~ R’ est appelée un homomorphisme (ou un homo-
morphisme d’anneau) si
(D) fla + b) = fla) + f(b) et (ii) f(ab)= f(a) - f(b)

pour tout ¢, b € R. Démontrer que si f : R > R’ est un homomorphisme alors I’ensemble K ={r €ER ;
f(r) = 0} est un idéal de R.(L’ensemble X est appelé le noyau de f).

DOMAINES D’INTEGRITE ET CORPS

B.33. Démontrer que dans un anneau intégre, si ab = ac, @ # 0 alors b = c.

B.34. Démontrer que F ={a + b+/2 : q, b rationnels} est un corps.

B.35. Démontrer que D = {a + b\/2—: a et b entiers relatifs} est un anneau intégre, mais non un corps.

B.36. Démontrer qu’un anneau intégre fini D est un corps.

B.37. Montrer que les seuls idéaux d’un corps K sont {0} et K.

B.38. Un nombre complexe ¢ + bi ot @ et b sont des entiers relatifs est appelé un entier de Gauss. Montrer
que I’ensemble G des entiers de Gauss est un anneau intégre. Montrer aussi que les unités de G sont = l et %1,

B.39. Soit D un anneau intégre et soit J un idéal de D. Démontrer que ’anneau quotient D/I est intégre si et seule-
ment si J est un idéal premier. (Un idéal / est premier si ab € I implique ¢ € I ou b € I).

B.40. Considérons I’anneau intdgre D = {a + b/13 : a, b entiers relatifs} (voir Exemple B.11). Si @ = a + b~/13,
hous définissons N(a) = a2 — 13b2. Démontrer que (i) N(af) = N(a) N(B) ; (ii) ¢_est une unité si et seu-
lement si N(a) = + 1. (iii) les unités de D sont + 1 ; 18 = 54/13 et — 18 £ 54/13. (iv) les nombres
2, 3 —+/13 et — 3 — /13 sont irréductibles.

MODULES

B.41. Soit M un R-module et soient 4 et B deux sous-modules de M. Montrer que A + B et A M B sont aussi
des sous-modules de M.

B.42. Soit M un R-module avec un sous-module N. Montrer que les classes{u + N ; u € M} forment un R-
module pour I’addition des classes et la multiplication scalaire définie par r(u + N) = ru + N. (Ce module
noté par M/N est appelé le module quotient).

B.43. Soient M et M’ deux R-modules et soit f : M —~ M' un homomorphisme de R. Montrer que ’ensemble
K ={u € M : f(u) = 0} est un sous-module de f. (L’ensemble K est appelé le noyau de f).

B.44. Soit M un R-module et soit E(M) ’ensemble de tous les R-homomorphismes de M dans lui-méme. Défi-

nissez les opérations appropriées d’addition et de multiplication dans E(M) de sorte que E(M) devienne
un anneau.
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B.4. Montrer que si G est un groupe abélien, alors (¢b)" = ¢"b" quels que soient ¢, b € G et n € L.

B.5. Supposons que G soit un groupe tel (ab)> = a*b? pour tout a, b € G. Montrer que G est abélien.

B.6. Supposons que H soit un sous-ensemble d’un groupe G. Montrer que H est un sous-groupe de G si et
seulement si (i) H n’est pas vide et (ii) ¢, b € H implique ab~' € H.

B.7. Démontrer que l'intersection d’un nombre quelconque de sous-groupes de G est aussi un sous-groupe de G.

B.8. Montrer que I’ensemble de toutes les puissances de ¢ € G est un sous-groupe de G ; on l'appelle le groupe
cyclique engendré par a.

B.9. Un groupe G est dit cyclique si G est engendré par I'un de ses éléments ¢ € G ; c’est-d-dire G ={a" , n€ Z}.
Montrer que chaque sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

B.10. Supposons que G soit un sous-groupe cyclique. Montrer que G est isomorphe a I’ensemble Z (des entiers
relatifs pour l'addition ou i I'ensemble Z, (des entiers modulo n) pour l'addition.

B.11. Soit H un sous-groupe de G. Montrer que les classes i droite oll & gauche de H réalisent une partition de
H en ensembles disjoints deux a deux.

R.12. L’ordre d’un groupe G, noté par |G|, est le nombre d’éléments de G. Démontrer le théoréme de Lagrange :
Si H est un sous-groupe d’un groupe fini G, alors |H| divise |G].

B.13. On suppose |G| = p ol p est premier. Montrer que G est cycligue.

B.14. On suppose que H et N sont des sous-groupes de G avec N normal. Montrer que (i) HN est un sous-groupe
de G et (ii) H N N est un sous-groupe normal de G.

B.15. Soit H un sous-groupe de G avec seulement deux classes i droite ou gauche. Montrer que H est un sous-
groupe normal de G,

B.16. Démontrer le théoréme B.1 : Soit H un sous-groupe normal de G. Les classes de H dans G forment un
groupe G/H pour la multiplication des classes.

B.17. Supposons que G soit un groupe abélien. Montrer que tout groupe G/H est aussi abélien.

B.18. Soit f: G = G’ un homomorphisme de groupe. Montrer que :
(i) fle) = e ol e et ¢ sont les éléments neutres de G et G’ respectivement ;
(i) fla™!) = fa)~! pour tout a € G.

B.19. Démontrer le théoréme B.2 : Soit f : G = G' un homomorphisme de groupe admettant pour noyau K. K
est alors un sous-groupe normal de G, et le groupe quotient G/K est isomorphe a 'image de f.

B.20. Soit G le groupe multiplicatif des nombres complexes z tels que |z| = 1, et soit R le groupe additif des
nombres réels. Montrer que G est isomorphe & R/Z.

B.21. Pour un élément fixé g € G ; soit § : G = G définie par 2(a) = g~ 'ag. Montrer que G est un isomorphisme
de G sur G.

B.22. Soit G le groupe multiplicatif des n x n matrices non singuli¢res sur R. Montrer que l'application 4 > 4|
est un homomorphisme de G dans le groupe multiplicatif des nombres réels non nuls.

B.23. Soit G un groupe abélien. Pour un n fixé n € Z, montrer que 1’application a > ¢" est un homomorphisme
de G dans G.

B.24. Supposons que H et N soient des sous-groupes de G avec N normal. Montrer que H N N est normal dans
H et H/(H O\ N) est isomorphe & HN/N.

ANNEAUX

B.25. Montrer que dans un anneau R :
(i) a*0=0+a =0, (i) a(=>b) = (—a)b = —ab, (iii) (—a)(—b) = ab.

B.26. Montrer que dans un anneau avec élément unité on a (i) (— )g = —a. (ii) (= 1) (- 1) = 1.
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La notion de R-module est une généralisation de celle d’espace vectoriel lorsque les scalaires
appartiennent a un anneau au lieu d’appartenir a un corps.

Exemple B.12 : Soit G un groupe abélien additif quelconque. On peut toujours considérer G comme un
module sur Panneau Z des entiers relatifs en posant

n termes

ng = g+g+---+g, 09=0, (—n)g=—ng

Exemple B.13 : Soit R un anneau et soit / un idéal de R. Alors I peut étre considéré comme un module
sur R.

Exemple B.14 : Soit V un espace vectoriel sur un corps K et soit T : ¥V = V une application linéaire.
Transformons ¥V en un module sur I’anneau K (x) des polyndomes sur K en définissant
f(x)v = f(T)v. Le lecteur vérifiera qu’une multiplication scalaire a bien été définie.

Soit M un module sur B. Un sous-groupe additif N de M est appelé un sous-module de M
si u € N et B € R impliquent Ru € N. (Remarquons que N est alors un module sur R).

Soient M et M' deux R-modules. Une application T : M = M’ est appelée un homomorphisme
(ou R-homomorphisme) si

(i) T(u+v)y = Tu)y+Tw®) et (i) T(ku) = kT(w)
pour u,v € M et k € R.

PROBLEMES
GROUPES

B.1. Déterminer lequel des ensembles suivants a une structure de groupe G :

(i) G = ensemble des entiers, muni de I'opération soustraction.

@ 6=1{, - 1}, muni de Popération multiplication,
(ili) G = ensemble des nombres rationnels non nuls, muni de ’opération division,
(iv) G = ensemble des matrices non singuliéres n X n, muni de la multiplication matricielle.

W) G={a+bi:abec Z} muni de P'opération addition,

B.2. Montrer que dans un groupe G :
(i) 1’élément neutre de G est unique.
(ii) chaque ¢ € G a un inverse unique «aleag.
Gi) @' =aet @ =ptal

(iv) ab = ac implique b = ¢, et ba = ca implique b = c.

B.3. Dans un groupe G, les puissances de a sont définies par
A =¢ a"=a"" !, a "= (@) ounEN

Montrer que les formules suivantes sont vraies pour des entiers quelconques r, 5, t € Z : (i) a"a® = a” *s
(ii) (ar)s = ars, (1]1) (ar+s)t = gl't*tst,
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Définition : Un anneau commutatif R ayant un élément unité est appelé un corps si tout a € R
non nul a un inverse par rapport a la multiplication c’est-a-dire qu’il existe un élément
a'ER tel que aa™! = a7 la = 1.

Un corps est nécessairement integre car si ab = 0 et a # 0 alors
b=1"b=alab=a!-0=0

Remarquons qu’un corps peut étre aussi considéré comme un anneau commutatif dans lequel les
éléments non nuls forment un groupe par rapport a la multiplication.

Exemple B.5 : L’ensemble Z des entiers relatifs muni de ’addition et de la multiplication habituelles est
un exemple classique d’anneau intégre avec unité, Chaque idéal I dans Z est un idéal prin-
cipal c’est-a-dire 7 = (n) pour un entier n. L’anneau quotient Z, = Z/(n) est appelé I’anneau
des entiers modulo n. Si n est premier, alors Z, est un corps. D’autre part, si n n’est pas
premier alors Z, admet des diviseurs de zéro. Par exemple dans Ianneau Z¢, 2.3 = 0 et
Z2#0et3#0.

Exemple B.6 : Les nombres rationnels Q et les nombres réels R forment chacun un corps pour les opé-
rations habituelles d’addition et de multiplication.

Exemple B.7 : Soit C I’ensemble des couples de nombres réels muni de 1’addition et de la multiplication
définies par
(a,8) + (¢, d) = (a+tc b+d)

(&, b)Y+ (¢, d) = (ac— bd, ad+ be)

Alors C satisfait & toutes les propriétés d’un corps. En fait C est le corps des nombres
complexes (voir page 4).

Exemple B.8 : L’ensemble M de toutes les matrices 2 x 2 i éléments réels forme un anneau non commu-
tatif admettant des diviseurs de zéro, pour les deux opérations addition et multiplication
des matrices.

Exemple B.9 : Soit R un anneau guelconque. Alors ensemble R [x] de tous les polyndmes sur R est un
anneau pour ’addition et la multiplication des polyndmes. De plus, si R est intégre, alors
R [x] est aussi intégre.

Soit D un anneau integre. Par définition on dira que b divise a (a et b € D), §’il existe ¢
dans D avec a = bc. Un élément u de D est appelée une ““unité” de D si u divise 1, c’est-a-dire
si u admet un inverse pour la multiplication dans D. Deux éléments a et b de D sont dit ‘“‘associés”
s'll existe une unité u de D aveca = bu (on a aussi b = a (u~!). Un élément p qui n’est pas une
unité est dit “irréductible” si p = ab implique que 'un des éléments a ou b est une unité.

Un anneau intégre est appelé un anneau factoriel (ou anneau a factorisation unique) si tout
élément a qui n’est pas une unité admet une représentation unique (i 'ordre prés, et aux élé-
ments associés prés) en un produit d’éléments irréductibles.

Exemple B.10 : L’anneau Z des entiers est ’exemple classique d’un anneau factoriel. Les unités de Z
sont 1 et — 1. Les seuls associés de n sont n et — n, Les éléments irréductibles sont les
nombres premiers.

Exemple B.11 : L’ensemble D = {a + b \/_1? i a,b € Z} est un anneau intégre. Ses unités sont * 1,
18 £ 5413, — 18 * 5 /13. Les éléments 2, 3 — V13 et —3 — /13 sont irréduc-
tibles dans D. Mais 4 = 2.2 = (3 — V13) (-3 - \/E). Donc D n’est pas factoriel
(voir Probléme B.40).

MODULES

Soit M un ensemble non vide et soit R un anneau avec élément unité, Alors M est appelé
un R-module (a gauche) si M est un groupe abélien et il existe une application R x M - M qui
satisfait aux axiomes suivants : '



A

Addition,

dans R®, 2

d’applications linéaires, 128

de matrices, 36
Adjoint,

classique, 176

opérateur, 284
Algébre,

isomorphisme, 169

d’opérateurs linéaires, 129

de matrices carrées, 43
Algorithme de la division, 328
Alternée,

formes bilinéaires alternées, 262

forme multilinéaires alternées, 178, 277
Angle de deux vecteurs, 282
Anneau, 322
Annihilateur, 227, 251
Antisymétrique,

forme bilinéaire antisymétrique, 263

opérateur antisymétrique, 285
Application, 121

bijective, 123

inclusion, 146

injective, 123

singuliére, 127

surjective, 123
Application linéaire, 123

matrice d’application linéaire, 150

rang d’une application linéaire, 126

B

Bases, 88, 89
changement de base, 153
Bessel (inégalité de), 309
C 4
ct, 5
Caractéristique,
équation, 200
matrice, 200
polyndme, 200, 203, 210
valeur, 198
vecteur, 198

C

Cauchy-Schwarz (inégalité de), 4, 10, 281
Caylay-Hamilton (théoréme de), 201, 211
Changement de base, 153

Classe (4 gauche, i droite), 229
Codomaine, 121

Cofacteur, 174

Index

Colonne,
d’une matrice, 35
espace colonne, 67
rang colonne, 90
vecteur colonne, 36
Combinaison linéaire,
d’équations, 30
de vecteurs, 66
Composantes, 2
Composition des applications, 121
Convexe, 260
Coordonnées, 2
d’un vecteur, 92
Corps, 323
Cramer (régle de), 177

D

Décomposition,
en somme directe, 224
primaire, 225
Définie positive,
forme bilinéaire, 265
matrice, 272, 310
opérateur, 288
Dépendance linéaire, 86
dans R”, 28
Déterminant, 171
Diagonale,
matrice, 43
d’une matrice, 43
Diagonalisation,
espaces euclidiens, 288
espaces unitaires, 290
espaces vectoriels, 155, 199
Diagramme de Venn, 316
Dimension, 88
Dimensions d’une matrice, 35
Disjoint, 316
Distance, 3, 280
Domaine,
anneau d’intégrité, 322
d’une application, 121
Dual, .
base duale, 250
espace dual, 249

E

Egalité,

de matrices, 36

de vecteurs, 2
Elément, 315
Eléments distingués, 41
Elimination, 20
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Ensemble, 315
indépendant maximum, 89
nul, 315
produit cartésien, 317
‘universel ou référentiel, 316
vide, 315
Entiers,
de Gauss, 326
relatifs modulo n, 323
Equations,
linéaires, 18, 127, 176, 251, 282
linéaires compatibles, 31
linéaires homogénes, 19
Equivalent orthogonalement, 288
Espace,
dual second, 251
euclidien, 3, 279
de Hilbert, 280
linéaire générateur, 66
préhilbertien, 279
propre, 198, 205
unitaire, 279
vectoriel, 63

F

Factorisation unique, 323
Fonction, 121
bornée, 65
Fonctionnel, 249
Forme,
linéaire, 249
polaire, 264, 307
quadratique, 264
rationnelle canonique, 228
Forme bilinéaire, 261, 277
antisymétrique, 263
dégénérée, 262
Forme canonique
dans les espaces euclidiens, 288
dans les espaces unitaires, 290
dans les espaces vectoriels, 222
de Jordan, 226
Forme échelonnée,
d’équations linéaires, 21
de matrices, 41

G

Gram-Schmidt (procédé d’orthogonalisation de),
283
Gauss (entiers de), 326
Générateurs, 66
Groupe, 320
abélien, 320
cyclique, 325

H

Hermitien,
forme hermitienne, 266
matrice hermitienne, 266
Hilbert (espace de), 280
Hom: (V, U), 128
Homosiuorphisme, 123
Hyperplan, 14

Idéal, 322
premier, 326
principal, 322
Identité,
élément identique, 320
application identique, 123
matrice identique, 43
permutation identique, 172
Image, 121, 125
Impair,
fonction impaire, 73
permutation impaire, 171
Inconnue libre, variable libre, 21
Indépendance linéaire, 86
dans R”, 28
Indépendant,
sous-espaces indépendants, 244
vecteurs indépendants, 86
Indice,
indice de nilpotence, 225
indice d’un ensemble, 316
Inégalité
de Bessel, 309
de Cauchy-Schwarz, 4, 10, 281
de Minkowski, 10
triangulaire, 293
Intersection d’ensembles, 316
Inverse,
application inverse, 123
matrice inverse, 44, 176
Inversible,
opérateur linéaire inversible, 130
matrice inversible, 44
Irréductible, 323, 329
Isomorphisme,
d’algébre, 169
d’espaces préhilbertiens, 286, 311
d’espaces vectoriels, 93, 124
de groupes, 321

J

Jordan (forme canonique de), 226

L

I,-espace, 280

Ligne,
forme canonique ligne, 42
forme échelonnée réduite ligne, 41
ligne d’une matrice, 35
matrices équivalentes lignes, 41
opérations lignes, 41
rang ligne, 90
réduite ligne, 42
vecteur ligne 36

Loi du paraliélogramme, 307

M

Matrices, 35
addition, 36
associées, 228
augmentées, 40
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blocs, 45 normal, 286, 290, 303
carrées, 43 de projection, 243, 308
de changement de base, 153 unitaire, 286
des coefficients, 40 Opérations élémentaires,
colonnes, 35 sur les colonnes, 61
congruentes, 262 sur les diviseurs élémentaires, 229
déterminant d’une matrice, 171 sur les matrices, 56
diagonales, 43 opération élémentaire ligne, 41
dimension, 35 Opérations sur les applications linéaires, 128

échelonnées, 41

équivalentes, 61

espace ligne d’une matrice, 60
hermitiennes, 266

identité, 43

matrices équivalentes ligne, 41
matrices ligunes, 35

matrices lignes canoniques, 42, 68

multiplication, 39
multiplication scalaire, 36
normales, 290
nulles, 37
de passage, 153
rang d’une matrice, 90
scalaires, 43
semblables, 155
symétriques, 65, 288
transposées, 39
triangulaires, 43
unitaires, 287
Mineur, 174
principal, 219
Minkowski (inégalité de), 10
Modale, 323
Multilinéaire, 178, 277
Multiplication,
d’applications linéaires, 128
de matrices, 36, 37, 39
scalaire, 69

Orthogonal,
complément, 281
matrice, 287
opérateur, 286
vecteur, 3, 280

Orthonormées, 282

P

Parité,
fonction paire, 83
permutation paire, 171
Partition, 319
Permutations, 171

Plus grand commun diviseur, 329

Polyndome, 327
minimal, 202, 219
normalisé, 201
Positive,
matrice positive, 310
opérateur positif, 288

Procédé dorthogonalisation de Gram-Schmidt, 283

Produit scalaire, 279
dans C”, 6
dans R", 3
Projection orthogonale, 281

Q
N Q (nombres rationnels), 315
N {entiers positifs), 315 Quotient,
n-espace, 2 anneau, 322
n-tuple ,2 ensemble, 319
Nilpotent, 225 ;gizz, %2290
Nombres. module, 326

complexes, 4
premiers entre eux, 329
Non singuliére,
application linéaire, 127
matrice, 130
Norme, 279
dans R", 4
Noyau, 123, 321, 326
Nuliité, 126

0

Ordre de multiplicité,
algébrique, 203
géométrique, 203

Opérateur,
adjoint antisymétrique, 285
linéaire, 129

R

R (corps des réels), 315
R", 2 :
Rang,

d’une application linéaire, 126

d’un déterminant, 195

d’une forme bilinéaire, 262

d’une matrice, 90, 195
Régle de Cramer, 177
Relation, 318

binaire, 318

d’équivalence, 318
Représentation matricielle,

de formes bilinéaires, 262

d’applications linéaires, 150
Réunion d’ensembles, 316
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S

Scalaire, 2, 63
application scalaire, 219
matrice scalaire, 43
Segment de droite, 14, 260
" Semi-définie non négative, 265
Sgn, 171
Signature, 265, 266 .
d’une permutation, 171
Solution,
d’équations linéaires, 18, 23
espace solution, 65
triviale, 19
Somme directe, 69, 82, 224
Sous-anneau, 322
Sous-groupe, 320
Sous-ensemble, 315
propre, 316
Sous-espace (d’un espace vectoriel), 65
cyclique, 227
invariant, 223
somme de sous-espaces, 68
Sylvester (théoréme de), 265
Symétrique,
forme bilinéaire symétrique, 263
matrice symétrique, 65
opérateur symétrique, 285, 288, 300
Systéme d’équations linéaires, 19

Théoréme,
de Cayley-Hamilton, 201, 211
de la décomposition primaire, 225

spectral, 291
de Sylvester, 265
Trace, 155 :
Transposée,
d’une application linéaire, 252
d’une matrice, 39
Transposition, 172
Triangulaire,
forme, 222
matrice, 43

\4

Valeur,
absolue, 4
propre, 198
Vecteur, 63
dans C™*, 5
dans R”, 2
dépendant, 86
normalisé, 280
propre, 198
unitaire, 280
Venn (diagramme de), 316

z

Z (entiers relatifs), 315
Zn (anneau des entiers relatifs modulo n), 323
Zéro,

application nulle, 124

matrice nulle, 37

solution nulle, 19

vecteur nul, 3, 63

zéros d’un polyndme, 44



R s 1
£y ) i i

ik 4o

e

o



IMPRIMERIE LOUIS-JEAN
Publicati jentifiques et littérai
TYPO - OFFSET
05002 GAP - Teigphone 51-35-23 «

Dépét légal 118-1977




