ISAE Application de 1’analyse a la géomeétrie TD7 Prof: J. SAAB

1. On se met dans ’e.v. R3 muni des lois habituelles. Soit:

_ 3 z -y 4z = 0
F = {($,y,2) € R | { 2r —y — 0 }
G = {(z,y.2) eR’|(z—y)* =22+y}

(a) Vérifier que F est un s.e.v de R? alors que G ne l'est pas
(b) Trouver une base de F' et en dvduire sa dimension

(¢) Quelle est l'interprétation géométrique de F

2. On se met dans Ms(R) muni des lois habituelles. On considére les sous ensembles:

B = {AeMz(R)IA:(§c+b 5 >}

Fo— {AEMQ(R)|A<(1) : >}

(a) Vérifier que F est un s.e.v de R? alors que G ne 'est pas

(b) Trouver une base de F et en dvduire sa dimension

3. Montrer que {v1,v2} ot v; = (1,2), v2 = (—1,1) engendre R?. Est-elle une base?

4. La famille {v1,v9,v3} C R® ottwy = (1,1, —1), vy = (2,1,3), vg = (0,—1,5) est -elle libre? Est-elle génératrice?
Quelle relation linéaire lie ces vecteurs? Quel est I'espace qu’ils engendrent?

(a) Le corps k désigne R ou C. Montrer que E = {A € M, (k) | tr(A4) = 0} est un s.e.v. de M, (k). En donner
une base pour n = 2

(b) Montrer que F = {P € Ra[z] | P = A+ (2XA — 3u)z + pa® (A, u € R)} est un s.e.v. de Ry[x]. En donner
une base

5. On se place dans le R -espace vectoriel Ro[z] des polynomes & coefficients réels de degré < 2. Soit
E={PecRyz]| P(-1)=0} et F={PeRyz]|P(1—2z)=P(x)}

(a) Montrer que E et F sont deux s.e.v de Ro[z]. En donner une base de chacun d’eux et déduire leurs
dimensions

(b) E et F sont-ils supplémentaires dans Ra[z]?
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6. On se place dans M3(R). Soit A = ( 9 3

) et I = I5. On définit ’ensemble

E={M € MyR) | AM = MA}

(a) Montrer que F est un s.e.v. de My(R)



(b) Montrer que {A, I} est un systéme de générateurs de E, en dvduire la dimension de F

(c) Résoudre dans E I'équation: X — A?2X + AXA— A=0.

7. Soient E et F' deux k-espaces vectoriels, et soit V = F x F. On pose

U={(z,0),z € E} et W ={(0,2),z € F}

Montrer que U et W sont deux sous-espaces vectoriels de V, et que V =U @ W

8. Soit

U
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) EMQ(R);b-i-c—l—d:O} et

!
{

(a) Montrer que U et V sont deux sous-espaces vectoriels de Ma(R)
(b) Trouver une base de U,V, et UNV et en déduire leur dimension respective

(¢) On pose W =U + V. Trouver une base de W. A-t-on W = U & V? Pourquoi?
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9. On donne les éléments suivants de Ry :

r1 = (1,1;0;-1), x> =(1;2;3;0), z5=(2,3,3,-1),
e = (1;2;2,-2), x5 =(2;3;2;-3), zs = (1;3;4;-3)

Trouver les dimeensions de U + V et de U NV dans les cas suivants:

(a) U=<2x1,29,23 > et V =< m4,25,26 >
(b) U=<uz1,20 > et V=<m1, 23,24 >



