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1. (10pts) Soit la fonction f(x) dé�nie pour x � 0 par

f(x) =

� p
x si 0 � x � 1

ax2 + bx+ 1 si x > 1; a; b 2 R

(a) Déterminer une relation en a et b de manière que f soit continue en 1
Réponse: lim

x!1�
f(x) = lim

x!1+
f(x) et donc lim

x!1

p
x = lim

x!1
(ax2 + bx + 1) parsuite

a+ b = 0

(b) Déterminer a et b de manière que f soit dérivable en 1
Réponse: on a

f
0
(x) =

8<:
1

2
p
x

si 0 < x < 1

2ax+ b si x > 1

comme f est dérivable en 1 alors f
0
(1�) = f

0
(1+) et donc 2a + b = 1

2
comme

a+ b = 0 alors a = 1
2
et b = �1

2
:

2. (15 pts) Soit f la fonction dé�nie par

f(x) =
etanx � cosx

x

(a) Donner le développement limité de f en 0 à l�ordre 3

Réponse: tan x = sinx
cosx

=
x� x3

6
+ x4"

1� x2

2
+ x4

24
+ x4"

= x+
x3

3
+ x4" et donc

f(x) =
exp(x+

x3

3
+ x4")� (1� x

2

2
+
x4

24
+ x4")

x

1



f(x) =
1

x
[1+(x+

x3

3
)+ 1

2
(x+

x3

3
)2+ 1

6
(x+

x3

3
)3+ 1

24
(x+

x3

3
)4�(1�x

2

2
+
x4

24
)]+x4" =

1

x
[1 + (x+

x3

3
) + 1

2
(x2 + 2

3
x4) + 1

6
(x3) + 1

24
(x4)� (1� x

2

2
+
x4

24
)] + x4" parsuite

f(x) = 1 + x+
1

2
x2 +

1

3
x3 + x3"

(b) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0: Soit g le prolongement de f
Réponse: lim

x!0
f(x) = 1

(c) Dé�nir g et montrer qu�elle est dérivable en 0: Donner g
0
(0)

Réponse:

g(x) =

�
f(x) si x 6= 0
0 si x = 0

g
0
(0) = lim

x!0
[1 + x+ x2 + x2"] = 1

(d) Déterminer l�équation de la tangente à la courbe de g au point d�abscisse 0 et
préciser la position de cette tangente par rapport à la courbe de g au voisinage
de 0
Réponse:y = 1 + x de plus g(x) � y ' 1

2
x2 � 0 et donc la courbe est au dessus

de la tangente.

(e) Donner une valeur approchée de f(0:001)
Réponse: f(0:001) ' 1 + 10�3 + 1

2
10�6 = 1:0010005

3. (10pts) Soit f(x) = 3
p
x3 + x+

p
x2 + c où c est une constante.

En utilisant le D.L., trouver l�équation de l�asymptote à la courbe de f au voisiniage
de +1: Trouver les valeurs de c pourlesquelles la courbe est au dessus de l�asymptote

Réponse: f(x) = 3

q
x3(1 + 1

x2
) +

r
x2(1 +

c

x2
) = x(1 +

1

x2
)
1
3 + x(1 +

c

x2
)
1
2 = x[1 +

1
3
1
x2
+ 1

x2
"] + x[1 + 1

2

c

x2
+
1

x2
"] = 2x+ 2+3c

6
1
x
+ 1

x
" et donc y = 2x est une asymptote au

voisinage de +1: On a f(x)� y ' 2+3c
6

1
x
> 0 si 2 + 3c > 0 et donc c > �2

3
:

4. (10 pts)

(a) Donner la décomposition en éléments simples de g(t) =
1

t2(t+ 1)
et puis déduire

celle de f(x) =
1

x4(x2 + 1)

Réponse:
1

t2(t+ 1)
=
a

t
+
b

t2
+

c

t+ 1
avec b = 1; c = 1; a + b + c

2
= 1

2
et donc

a = �1:

2



g(t) =
�1
t
+
1

t2
+

1

t+ 1

f(x) =
�1
x2
+
1

x4
+

1

x2 + 1

(b) Calculer I =
R
f(x)dx et déduire J =

R
(1+cosx
sinx

)4dx

Réponse: I =
1

x
� 3

x3
+ arctanx + c: Pour J , on pose t = tan x

2
; donc cosx =

1� t2
1 + t2

; sinx =
2t

1 + t2
et ainsi J = 2

R
dt

t4(1+t2)
= 2[ 1

tan x
2
� 3

(tan x
2
)3
+ x

2
] + c

5. (10pts) Calculer les intégrales suivantes:

(a) I =
Z
(1 + cos x) sinx

4 + cos2 x
dx

Réponse: I =
R sin x

4 + cos2 x
dx +

R cosx sin x
4 + cos2 x

dx = �
R dt

4 + t2
+ 1

2

R d(4 + cos2 x)
4 + cos2 x

où t = cos x dans la première partie. ainsi, I = �1
4

Z 2d(
t

2
)

1 + (
t

2
)2
+ 1
2
ln(4+cos2 x) =

�1
2
arctan t+ 1

2
ln(4 + cos2 x) + c = �1

2
arctan cos x+ 1

2
ln(4 + cos2 x) + c

(b) K =

Z
1p

x2 + 2x+ 2
dx

Réponse:K =
R

1p
(x+1)2+1

dx =
R d(x+1)p

1+(x+1)2
= arg sinh(x+ 1) + c

6. (15 pts) Soit I =
Z 1

2

0

e�x

1� xdx

(a) En utilisant le théorème de la moyenne montrer qu�il existe c 2 [0; 1
2
] tel que

I = (
1

1� c)(1�
1p
e
)

Réponse: on a x 2 [0; 1
2
], donc 1

1�x est continue, de plus e
�x est continue et

positive alors d�après le théorème de la moyenne, il existe c 2]0; 1
2
[

I =
1

1� c

Z 1
2

0

e�xdx =
�1
1� ce

�xj
1
2
0 = (

1

1� c)(1�
1p
e
)

(b) Déterminer le sens de variation de f(t) =
1

1� t sur [0;
1
2
] , en déduire que (1 �

1p
e
) � I � 2(1� 1p

e
)

Réponse: f
0
(t) =

1

(1� t)2 > 0 et f est croissante, comme 0 � c � 1
2
donc

f(0) � f(c) � f(1
2
) et parsuite (1� 1p

e
) � I � 2(1� 1p

e
)
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7. (15pts) Soit la suite (xn) dé�nie par xn+1 = x2n +
1
4
; x0 =

1
4
:

(a) Montrer que xn � 1
2
pour tout entier naturel n

Réponse: On a x0 = 1
4
� 1

2
supposon que xn � 1

2
; il en vient que xn+1 � (12)

2+ 1
4
=

1
2
: Noter que cette suite est à termes positifs et donc lorsque xn � 1

2
on peut en

déduire que x2n � 1
4
:

(b) Montrer que (xn) est monotône
Réponse: xn+1�xn = x2n�xn+ 1

4
= (xn� 1

2
)2 � 0: et parsuite (xn) est croissante

(c) Déduire que (xn) est convergente et trouver sa limite
Réponse: On a (xn) est croissante et majorée donc elle est convergente. D�autre
part, xn+1 = f(xn) où f(x) = x2+ 1

4
est continue alors si lim

n!1
xn = l alors l = f(l)

et donc (l � 1
2
)2 = 0, parsuite l = 1

2

8. (15pts)

(a) Résoudre l�équation di¤érentiel z
0 � 1

x
z = ln x

Réponse: c�est une équation linéaire de première ordre, on considère l�équation

sans second membre qui lui est associée z
0 � 1

x
z = 0 (S) et doncZ

dz

z
=

Z
dx

x

parsuite la solution générale de (S) est z = cx; c 2 R: On suppose alors que la
solution générale de l�équation initiale est de la forme z = f(x):x où f(x) est une
fonction di¤érentiable. On a z

0
= f

0
(x):x+ f(x): En remplaçant dans l�équation

initiale, on trouve
f
0
(x):x = ln x

f(x) =
R
lnx
x
dx =

(lnx)2

2
+ c et donc z = (

(lnx)2

2
+ c)x est la solution générale

(b) Déduire les solutions de 2yy
0 � 1

x
y2 = ln x (�)

Réponse: Posons z = y2 et donc z
0
= 2yy

0
et en remplaçant dans (�) on obtient

z
0 � 1

x
z = ln x et donc d�après a) la solution générale de (�) est

y2 = (
(lnx)2

2
+ c)x

(c) Résoudre l�équation di¤érentielle y
00 � 3y0 + 2y = sin2 x (1)

Réponse: soit l�équation sans 2nd membre associée à (1) :

y
00 � 3y0 + 2y = 0 (2)

dont l�équation caractéristique est �2 � 3� + 2 = 0 (3) dont les racines sont
�1 = 1; �2 = 2 et la solution générale de (2) est

yG = c1e
x + c2e

2x

4



Soit f(x) = sin2 x = 1
2
� cos 2x

2
: une solution particulière de (1), yp = y1+ y2 où y1

et y2 sont respectivement deux solutions particulières des équations�
y
00 � 3y0 + 2y = 1

2
(4)

y
00 � 3y0 + 2y = � cos 2x

2
(5)

Posons y1 = a on obtient y1 = 1
4

Posons y2 = a cos 2x+ b sin 2x et donc y
0
= �2a sin 2x+ 2b cos 2x et y00 = �4y et

on met dans (5)

�2y � 3y0 = �cos 2x
2

(�2a� 6b) cos 2x+ (�2b+ 6a) sin 2x = �cos 2x
2

il en vient �
�2a� 6b = �1

2

�2b+ 6a = 0

et y2 = 1
40
cos 2x+ 3

40
sin 2x et yp = 1

4
+ 1

40
cos 2x+ 3

40
sin 2x et la solution générale

de (1) est

y = c1e
x + c2e

2x +
1

4
+
1

40
cos 2x+

3

40
sin 2x

Bon travail
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