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1. (10pts) Soit la fonction f(z) définie pour x > 0 par

f(a:):{ VT si 0<z<1

ar’? +br+1 si z>1, a,beR

(a) Déterminer une relation en a et b de maniére que f soit continue en 1
Réponse: IIE?_ flz) = xligl+ f(z) et donc };IE%\/E = }:iﬂrr%(axz + bx + 1) parsuite
a+b=0
(b) Déterminer a et b de maniére que f soit dérivable en 1
Réponse: on a '
f@)=q 2vx

2ax+b si z>1

si O<z<x1

comme f est dérivable en 1 alors f'(17) = f(1*) et donc 2a + b =

a—f—b:()alorsa:%etb:—%.

% comme

2. (15pts) Soit f la fonction définie par

(a) Donner le développement limité de f en 0 a 'ordre 3

3
r—Z 4 xte x3
6 :a:—l—?—l—:c‘lgetdonc

sinx __

cosz 1 _ x2 x4 4
-5 +5; 2%

Réponse: tanx =

3 ZL‘2 £E4

exp(m—l—%—l—x‘*s)—(l———l———l—x‘*e)

f(x) = 22




1 x3 x3 a3 x3 x? ozt
TP g+ 3) - (- o) +ate =

+ =—)] + x*¢ parsuite
Lo 1s 3
f(a:):1+x+§x —l—gx + x’e

(b) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. Soit g le prolongement de f
Réponse: lir%f(x) =1

(c) Définir g et montrer qu’elle est dérivable en 0. Donner g/(O)
Réponse:

g(x):{é”(x) si x#0

si x=0
g(0) = liII(l)[l + 1z +2?+ 2% =1

(d) Déterminer I’équation de la tangente a la courbe de g au point d’abscisse 0 et

préciser la position de cette tangente par rapport & la courbe de g au voisinage
de 0

Réponse:y = 1 + z de plus g(z) — y ~ %x2 > 0 et donc la courbe est au dessus
de la tangente.

(e) Donner une valeur approchée de f(0.001)
Réponse: f(0.001) ~ 1+ 1072 + 11075 = 1.0010005

3. (10pts) Soit f(z) = V23 + z + V22 + c ol ¢ est une constante.

En utilisant le D.L., trouver I’équation de I'asymptote a la courbe de f au voisiniage
de +o00o. Trouver les valeurs de ¢ pourlesquelles la courbe est au dessus de 'asymptote
1 c
/ . — 3 1 2 €y _ 1 1 _
Réponse: f(z) = ¢/23(1+ %) + (/221 + ﬁ) =z(1+ E)B + (1 + ﬁ)2 = z[l +
11
322

voisinage de +o00. On a f(zr) —y ~ %% >0si2+3c>0 et doncc > %2

c 1
+ e+ 21+ 53— + —e] = 20+ 2L 4 Lo et donce y = 27 est une asymptote au
x X

4. (10pts)
. : 1 . :
(a) Donner la décomposition en éléments simples de g(t) = PErD) et puis déduire
1
celle de f(l’) = m
) 1 a b c 1
Réponse: ——— = — + —= + avecb=1, c=1, a+b+ § = 3 et donc

2t+1) t 2 t+1
a=—1.



22 ot 2241

(b) Calculer I = [ f(z)dz et déduire J = [(1Ees2)dqy

sin x

1 3

Réponse: I = — — — +arctanx + ¢. Pour J, on pose ¢ = tan 3, donc cosz =
r

11— 2t . 1

o S E et ainsi J = 2ft4 Ty = —tan% (tan Gy T 5l+c

5. (10pts) Calculer les intégrales suivantes:

(a) ]:/(1+cos:v)sinxdx

4 + cos? x
sin cos x sinx d(4 + cos’
Réponse: [ = f4—1—<:032x x+f4—|—cos2x v f4+t2 2f 4—i-cos2 )
2d(—)
ou t = cosx dans la premiére partie. ainsi, [ = —%/—2154—% In(4+cos®x) =
L+ ()2
—3arctant 4 3 In(4 + cos® x) + ¢ = —3 arctan cos © + 3 In(4 + cos® z) + ¢

1
b) K= | ———d
) /\/x2—|—2x+2$

/ IO 1 _d(z+1) :
Réponse: K = [ \/m = Worer il sinh(z + 1) + ¢
1
2 g%
6. (15pts) Soit I :/ dx
0 — X

(a) En utilisant le théoréme de la moyenne montrer qu’il existe ¢ € [0, 5] tel que

L )1- )

1=

1

,2] donc ;= est continue, de plus e™* est continue et

positive alors d’apres le théoréme de la moyenne, il existe ¢ €]0, 5

1
13 I 1
I= “Cp = 3|2 1
1—0/0 etdr =gl =)0 - %)

Réponse: on a z € [0

(b) Déterminer le sens de variation de f(t) = e [0,1] , en déduire que (1 —
F) ST<2(1— )
/ 1
Réponse: [ (t) = a—iz > 0 et f est croissante, comme 0 < ¢ < % donc

f(0) < f(e) < f(%) et parsuite (1 — 7) <I<2(1- 7)




7. (15pts) Soit la suite (z,,) définie par @,1 = 22 + 1, xo = 1.

(a)

1
4

Montrer que z,, < % pour tout entier naturel n

Réponse: On a xg = i < % supposon que x,, < %, il en vient que x,,11 < (%)Q—I—i =
%. Noter que cette suite est & termes positifs et donc lorsque x,, < 1on peut en

déduire que 72 < 4_11 ’

Montrer que (x,) est monotoéne

Réponse: T,.1— T, = 72 —x, + }1 (x, — —) > 0. et parsuite (x,,) est croissante
Déduire que (z,,) est convergente et trouver sa limite

Réponse: On a (z,,) est croissante et majorée donc elle est convergente. D’autre
part, n1 = f(2,) ou f(z) = 2®+ 1 est continue alors si lim z,, = [ alors | = f(1)
n—o0

et donc (I — 3)? =0, parsuite [ = 3

8. (15pts)

(a)

7 ]_
Résoudre ’équation différentiel z — —z =Inx
x

Réponse: c’est une équation linéaire de premiére ordre, on considére 1’équation

. . ., /
sans second membre qui lui est associée z — —z =0 (5) et donc
x

/dz_ dx

parsuite la solution générale de (S) est z = cx, ¢ € R. On suppose alors que la

solution générale de I’équation initiale est de la forme z = f(z).x ou f(z) est une

fonction différentiable. On a 2" = f'(z).z + f(x). En remplacant dans I’équation

initiale, on trouve

f(z)z=Ix

(Inz)?
2

(Inz)?

r) = [Ridy = + c et donc z = ( + ¢)x est la solution générale

! ]_
Déduire les solutions de 2yy — —y?> =Inx  (*)
T

Réponse: Posons z = 32 et donc z° = 2yy et en remplacant dans () on obtient
2 — 1z =1Inx et donc d’aprés a) la solution générale de (x) est

s (Inz)?
=0

Résoudre I'équation différentielle 4" — 3y + 2y = sin®2 (1)

+c)x

Réponse: soit I’équation sans 2nd membre associée a (1) :
y =3y +2y=0 (2)

dont Iéquation caractéristique est A> — 3\ +2 = 0 (3) dont les racines sont
A1 =1, Ay =2 et la solution générale de (2) est

Yo = c1€” + coe*®



Soit f(z) = sin®z = § — 2% une solution particuliére de (1), y, = y1 + y2 ol y;

et yo sont respectivement deux solutions particuliéres des équations

{yz—By:ﬂL?y = 3 (4
y =3y +2y = -2 (5)

Posons y; = a on obtient y; = 3

Posons 4, = a cos 2z + bsin 2z et donc ' = —2asin 2z + 2bcos2x et iy = —4y et
on met dans (5)
/ cos 2x
o — 3y = —
Yy—9oy 5
2
(—2a — 6b) cos 2z + (—2b+ 6a)sin2x = _Coz v

il en vient

N[ —=

—2a4—6b = —

—2b+6a = 0
et ys = % cos 2z + % sin 2z et y, = ;11 + 4—10 cos 2x + % sin 2x et la solution générale
de (1) est

1 3
y = cre” + cpe® + Z—FECOSQI—F Esin2x

Bon travail




