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1. (10pts)

(a) Soit la fonction réelle

f(x) =

(
e

1
x2�1 si jxj < 1
0 si jxj � 1

Véri�er que f est dérivable au point 1 (2 pts )et donner l�équation de la tangente à la courbe
de f en ce point (2 pts )

Réponse: On a

f(x) =

(
e

1
x2�1 si �1 < x < 1
0 si x � 1 ou � �1

donc

f
0
(x) =

(
�2x

(x2�1)2 e
1

x2�1 si �1 < x < 1
0 si x > 1 ou < �1

f
0
(1�) = lim

x!1�
[ �2x
(x2�1)2 e

1
x2�1 ] � 1�0 = lim

x!1�
[e

1
x2�1 ] = 0 car e

1
x2�1 est le terme dominant. Aussi,

f
0
(1+) = 0 = f

0
(1�) et parsuite f est dérivable en 1 et sa dérivée est f

0
(1) = 0:

La tangente en ce point à la courbe de f est

(T ) : y � f(1) = f
0
(1)(x� 1) donc y = 0

(b) (1:5pt) �4 : Calculer la derivée de chacune des fonctions suivantes:

i) ln
q

sin x
1�cos x ii) th(cosx)

iii) argth(e2x) iv) tan(
p
x2 � 1)

Réponse: i) Soit u(x) = sin x
1�cos x alos u

0
(x) =

cosx(1� cosx)� sin2 x
(1� cosx)2 =

cosx� 1
(1� cosx)2 =

1

(cosx� 1)
il en vient que la dérivée de f(x) = 1

2 lnu(x) est

f
0
(x) =

1

2

1=(cosx� 1)
sinx=(1� cosx) = �

1

2 sinx

ii) f
0
(x) = � sinx(1� th2 cosx)

iii) f
0
(x) =

2e2x

1� e4x

iv) f
0
(x) =

2x

2
p
x2 � 1

(1 + tan2(
p
x2 � 1))
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2. (10 pts) On considère la fonction f(x) = (
x

sinx
)
(

1

1� cosx ): Le but de cet exercice est de calculer
lim
x!0

f(x), pour cela on propose de calculer d�abord lim
x!0

g(x) où g(x) = ln f(x) :

(a) (3pts) Véri�er que le développement limité de
x

sinx
en 0 à l�ordre 2 est donné par

x

sinx
= 1 +

x2

6
+ x2"(x)

Réponse: x
sin x =

x

x� x3

6 + x
3"
=

1

1� x2

6 + x
2"
= 1+ x2

6 + x
2"(x) d�après la division dans l�ordre

croissant

(b) (3pts) Déduire le développement limité en 0 à l�ordre 2 de ln(
x

sinx
)

Réponse: ln(
x

sinx
) = ln[1 + x2

6 + x
2"(x)] = x2

6 + x
2"(x)

(c) (2pts+ 1pt)Déduire le développement limité en 0 à l�ordre 0 de g(x) et donner lim
x!0

g(x)

Réponse: g(x) = 1
1�cos x ln

x
sin x =

1

1� [1� x2

2 + x
2"]

x2

6 + x
2"(x) =

x2

6 + x
2"(x)

x2

2 + x
2"

= 1
3 + " et donc

lim
x!0

g(x) = 1
3 :

(d) (1pt)Déduire lim
x!0

f(x)

Réponse: lim
x!0

f(x) = e1=3:

3. (10 pts) Soit f(x) = ln(
lnx

x� 1)

(a) (1pts)Quel est le domaine de dé�nition de f(x)
Réponse: les conditions de dé�nition de f sont: x > 0; x 6= 1 et ln x

x�1 > 0 d�où x > 1 et
D =]0; 1[[]1;+1[

(b) (DL de ln x
x�1 : 2pts; DL de f(x) : 2pts) Montrer que le développement limité de f(x) à l�ordre

3 au voisinage de 1 est donné par

f(x) = �1
2
(x� 1) + 5

24
(x� 1)2 � 1

8
(x� 1)3 + (x� 1)3"(x)

Réponse: t = x� 1 �!
x!1

0, on a

lnx = ln(1 + t) = t� t
2

2
+
t3

3
� t

4

4
+ t4"

et donc

f(x) = ln[
ln(1 + t)

t
] = ln[1� t

2
+
t2

3
� t

3

4
+ t3"]

on obtient: f(x) = (� t
2
+
t2

3
� t

3

4
)� 1

2 (
t2

4
� t

3

3
) + 1

3 (
�t3

8
) + t3": D�où

f(x) = � t
2
+
5

24
t2 � 1

8
t3 + t3"

= � (x� 1)
2

+
5

24
(x� 1)2 � 1

8
(x� 1)3 + (x� 1)3"
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(c) (1 + 1 pt)Déduire que f est prolongeable par continuité en 1 et donner son prolongement g
Réponse: lim

x�!1
f(x) = 0 donc f est prolongeable par continuité en 1 et son prolongement

g(x) =

8<: ln(
lnx

x� 1) si x 6= 1
0 si x = 1

(d) (1 + 1 pt)Déduire l�équation de la tangente à la courbe de g(x) au point 1 et préciser sa position
par rapport à la courbe

Réponse: (T ) : y = � (x� 1)
2

est la tangente à la courbe de f au point 1; on a f(x) � y '
5
24 (x� 1)

2 > 0 et donc la courbe est au dessus de la tangente

(e) (1pt) Déduire une valeur approchée de f(
e

2
) = ln(2 1�ln 2e�2 ) où e ' 2:718

Réponse: On remplace x = e
2 par sa valeur de la partie régulière du D.L on trouve f(

e
2 ) '

� 0:359
2 + 5

240:359
2 � 1

80:359
3 =

4. (15pts)

(a) (5pts)En intégrant par parties, montrer queZ b

a

x f
00
(x)dx = [bf

0
(b)� f(b)]� [af

0
(a)� f(a)]

Réponse: u = x donc du = dx; dv = f
00
(x)dx donc v = f

0
(x):

I = x:f
0
(x)jba �

Z b

a

f
0
(x)dx = x:f

0
(x)jba � f(x)jba

= [bf
0
(b)� f(b)]� [af

0
(a)� f(a)]

(b) (2pts+3pt) Calculer la dérivée seconde de ln(1+x) et déduire de a) la valeur de I =
Z 1

0

x

(1 + x)2
dx

Réponse: f(x) = ln(1+x) donc f
0
(x) =

1

1 + x
et f

00
(x) = � 1

(1 + x)2
et donc I = �

R 1
0
x:f

00
(x)dx

et d�après a) on a

I = [0:f
0
(0)� f(0)]� [1:f

0
(1)� f(1)]

= �(1
2
� ln 2)

(c) (5pts) Trouver la valeur de I par calcul direct

Réponse:
x

(1 + x)2
=
x+ 1� 1
(1 + x)2

=
1

(1 + x)
� 1

(1 + x)2
et donc

I = ln(1 + x)j10 +
1

1 + x
j10 = ln 2�

1

2

5. (15pts) Calculer :

(a) (5pts)
Z

dx

shx+ 2chx

Réponse: I =
R dx

ex + 1
2 (e

x + e�x)
=
R exdx

3
2e
2x + 1

2

= 1
2
p
3

Z
d(
p
3ex)

1 + (
p
3ex)2

= 1
2
p
3
arctan(

p
3x) + c

(b) (5pts)
Z

shx

1 + ch2x
dx

Réponse: I =
R d(chx)

1 + 1 + 2ch2x
= 1

2

Z
dchx

1 + ch2x
= 1

2 arctan chx+ c
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(c) (5pts)
Z

dx

1 + tanx

Réponse: On pose t = tanx et donc dt = (1 + t2)dx

I =

Z dt
1+t2

1 + t
=

Z
dt

(1 + t)(1 + t2)

Décomposons f(t) en fractions simples

1

(1 + t)(1 + t2)
=

a

1 + t
+
bt+ c

1 + t2

on obtient:
a =

1

2
; b = �1

2
; c =

1

2

et

I =
1

2

Z
dt

1 + t
+
1

2

Z �t+ 1
1 + t2

dt =
1

2
ln(1 + t)� 1

4
ln(1 + t2) +

1

2
arctan t+ c

6. (20 pts) Résoudre les équations di¤érentielles suivantes:

(a) (10pts : 3pts pour l�éqtion sans 2nd membre; 5pts pr la solution particulière; 2pts conditions
initiales) y

00 � 2y0 + y = xe�x; (1) avec y(0) = 0 et y0(0) = 0
Réponse: l�équation sans second membre associée à (1) est

y
00
� 2y

0
+ y = 0 (2)

dont l�équation caractéristique est �2�2�+1 = 0 c�est à dire (��1)2 = 0 et � = 1 est une racine
double. La S.G. de (2) est

y = c1e
x + c2xe

x

Le second membre de (1) est f(x) = xe�x de la forme P (x):e�x où � = �1 n�est pas racine de
l�équation caractéristique, posons donc

yp = (ax+ b)e
�x

comme solution particulière de (1): On obtient:

y
0

p = �(ax+ b)e�x + ae�x

y
00

p = (ax+ b)e�x � 2ae�x = yp � 2ae�x

Remplaçons dans (1)

2yp � 2ae�x + 2(ax+ b)e�x � 2ae�x = xe�x

4yp � 4ae�x = xe�x

(4ax+ 4b� 4a)e�x = xe�x

on obtient �
4a = 1
4b� 4a = 0

donc a = b = 1
4 et yp =

1
4 (x+ 1)e

�x: La SG de (1) est

y = c1e
x + c2xe

x +
1

4
(x+ 1)e�x:

D�autre part,

y
0
= c1 + c2(e

x + xex)� 1
4
(x+ 1)e�x +

1

4
e�x

Les conditions y(0) = 0 et y
0
(0) = 0 donnent
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�
c1 +

1
4 = 0

c1 + c2 = 0

et donc c1 = � 1
4 et c2 =

1
4 , parsuite

y =
1

4
(�1 + x)ex + 1

4
(x+ 1)e�x

(b) (10pts : 4pts pour l�éqtion sans 2nd membre; 6pts pr la solution �nale) y
0 � (2x� 1)y = ex2

7. (20pts) Considérons les deux suites (un)n et (wn)n dé�nies par

un =
nX
k=0

1

k!
= 1 + 1 +

1

2!
+
1

3!
+ � � �+ 1

n!

wn =
nX
k=0

ak + b

k!
= b+

a+ b

1
+
2a+ b

2!
+ � � �+ na+ b

n!

(a) (4pts) Etablir une relation entre un+1 et un et déduire que (un) est croissante

Réponse: un+1 =
Xn+1

k=0

1
k! =

Xn

k=0

1
k! +

1
(n+1)! = un +

1
(n+1)! . On en déduit que:

un+1 � un =
1

(n+ 1)!
> 0

et donc (un) est croissante

(b) (4pts) Montrer par récurrence que
1

k!
� 1

2k�1
; k � 1

Réponse: k = 1 : 11 = 1 �
1

20
= 1, on suppose que la propriété est vraie à l�ordre k = n c�est à

dire
1

n!
� 1

2n�1
: Montrons qu�elle le restera pourk = n+ 1: En e¤et,

1

(n+ 1)!
=
1

n!
� 1

n+ 1
� 1

2n�1
� 1

(n+ 1)
=

1

2n�1 + n:2n�1

or pour n > 1 on a n � 2 donc n:2n�1 � 2n et parsuite

1

(n+ 1)!
� 1

2n�1 + 2n
� 1

2n

et ainsi la propriété est toujours vraie.

(c) (4pts) Véri�er que 1 +
1

2
+
1

22
+
1

23
+ � � �+ 1

2n�1
= 2(1� 1

2n
)

Réponse: le premier memebre est la somme d�une n termes d�une suite géométrique de raison 1
2

donc

1 +
1

2
+
1

22
+
1

23
+ � � �+ 1

2n�1
= 1:

1� ( 12 )
n

1� 1
2

= 2(1� 1

2n
)

(d) (4pts) Déduire de b) et c) que (un) est majorée par 3

Réponse: On a un =
Xn

k=0

1
k! = 1+1+

1
2! +

1
3! + � � �+

1
n! � 1+

1
20 +

1
2 + � � �+

1
2n�1 = 1+2(1�

1

2n
)

et donc
un � 1 + 2 = 3

(e) (4pts : 3 + 1) La suite (un) étant croissante et majorée elle est donc convergente, on admet que
sa limite est lim

n!1
un = e (exponentielle de 1): Véri�er que wn = bun + aun�1 et trouver la limite

de (wn)
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Réponse: On a (un) est croissante et majorée donc elle est convergente, sa limite est lim
n!1

un = e:

D�autre part

bun + aun�1 = b
nX
k=0

1

k!
+ a

n�1X
k=0

1

k!

= b(1 + 1 +
1

2!
+
1

3!
+ � � �+ 1

n!
) + a(1 + 1 +

1

2!
+
1

3!
+ � � �+ 1

(n� 1)! )

= b+ (a+ b) +
a+ b

2!
+ � � �+ a+ b

(n� 1)! +
b

n!

= b+
a+ b

1
+
2a+ b

2!
+ � � �+ na+ b

n!
= wn

et parsuite limwn = (a+ b)e
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