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1. (10pts)

(a) Soit la fonction réelle

0 si x| >1

f(m):{emgll s% x| <1

Vérifier que f est dérivable au point 1 (2 pts )et donner I’équation de la tangente & la courbe

de f en ce point (2 pts )
Réponse: On a

1
_ er si —l<zxzxl
f(x)_{O si z>1lou <-1

donc

1
f/(l') _ ﬁ@gg*l Si 71 <x < 1
0 si z>1lou < -1

’ - 71 . 71 71 . .
f({17)= lim [(m;%eﬂfl] ~oox0= lim [es?-1] =0 car e=>-1 est le terme dominant. Aussi,
x

i
—1- D) r—1—

f(AT)=0= f(17) et parsuite f est dérivable en 1 et sa dérivée est f (1) = 0.

La tangente en ce point a la courbe de f est

(T):y—f(1) = f (1)(z — 1) donc y = 0

(b) (1.5pt) x4

: sinx
1) In l—cosz

iii) argth(e**)

Calculer la derivée de chacune des fonctions suivantes:

ii) th(cosx)

iv) tan(vz? — 1)

T cost — 1 1

(1—cosz)? (cosz —1)

B ’ ]. - — si
Réponse: i) Soit u(z) = 22— alos u (v) = cos (1 —C(:)le)Q =
il en vient que la dérivée de f(z) = 3 Inu(z) est
/ 1 1/(cosxz—1
EC PR L

" 2sinz/(1 — cosx)

’

ii) f (x) = —sinz(1 — th? cosx)

2x
iii) f'(z) = %
iv) f(2) = —2% (1 4 tan? (Va2 = 1))

2vVz?2 — 1

2sinx




1
(————)
2. (10pts) On considere la fonction f(xr) = (L) I —cosz . Le but de cet exercice est de calculer

lirr})f(x), pour cela on propose de calculer d’abord lirr})g(m) o g(z) =1n f(z) :
T— >

(a) (3pts) Vérifier que le développement limité de

en 0 a l'ordre 2 est donné par

sinx
2
x x
=1+ = +2%(x
sinx 6 ()
T 1 2
Réponse: - = . = 5 =1+ % + 22%¢(z) d’aprés la division dans I'ordre
3 2 6
r— % tzde 1-TF +a%

croissant

(b) (3pts) Déduire le développement limité en 0 & 'ordre 2 de ln(_i)
sin x

Réponse: ln(ﬁ) =In[l+ %2 + 2%e(z)] = %2 + 22%e(z)

(¢) (2pts + 1pt)Déduire le développement limité en 0 a 'ordre 0 de g(x) et donner lin}Jg(:c)

2

1 z + 2%z

Réponse: g(.’I]) = ﬁ 1H siﬁx = 5] %2 + {EQE(;L‘) = 627() — % _|_ € et donc
1—[1— % 4 %] &+ 2%

. 1
limg(z) = 3.

(d) (1pt)Déduire ili%f(.’l?)

Réponse: lin})f(z) =el/3.

Inx

3. (10pts) Soit f(x) = In(

)

(a) (1pts)Quel est le domaine de définition de f(x)
Réponse: les conditions de définition de f sont: = > 0, = # 1 et % > 0doux > 1et
D =)0, 1{U]1, 4o00]

(b) (DL de 2 . 2pts: DL de f(z): 2pts) Montrer que le développement limité de f(z) a I'ordre

x—1
3 au voisinage de 1 est donné par

r—1

f@) = 5= D+ (e - 17— o= 1P + (o~ 1Pe()

Réponse: t =2 —1 — 0,on a
xr—

t2 t3 t4
1nlen(1+t):t—§+§—z+t4g
et donc In( ) , ,
n(l+¢ t t t
=1 =Infl— -4+ — — — +¢3
f@) = o - L T - L
t t2 2 —3
on obtient: f( ):(—5 3_2)_%(2_§)+%(_)+t35~ Dloit
_ t 5.5 1lg 5
fl@) = -5+t —gt*+t%e
(x—1) 5




(¢) (141 pt)Déduire que f est prolongeable par continuité en 1 et donner son prolongement g
Réponse: lim1 f(z) =0 donc f est prolongeable par continuité en 1 et son prolongement
Tr—

Inx

ln(x—l) siox#1
0 st z=1

g(z) =

(d) (14 1 pt)Déduire I’équation de la tangente a la courbe de g(z) au point 1 et préciser sa position
par rapport & la courbe

12

—1
Réponse: (T) : y = (e 5 ) est la tangente a la courbe de f au point 1, on a f(z) —y
o) 5 (z —1)2 > 0 et donc la courbe est au dessus de la tangente

(e) (1pt) Déduire une valeur approchée de f(g) =In(21122) o e ~ 2.718

12

Réponse: On remplace 2 = § par sa valeur de la partie réguliere du D.L on trouve f(§)
— 039 4 2.0.359% — 10.359° =

4. (15pts)
(a) (5pts)En intégrant par parties, montrer que

’

/ v £ (@)de = bf (8) — FO) — [af (@) — f(a)]

Réponse: u =z donc du = dz; dv = f" (z)dz donc v = f(z).

I= af@l- /f v.f @I~ f@L,
= [bf'() - —[af'(a) = f(a)]
(b) (2pts+3pt) Calculer la dérivée seconde de In(14z) et déduire de a) la valeur de I = /01 ﬁdm

1
1+

et donc [ = — fol a.f (z)dx

Réponse: f(z) = In(1+2) donc f () = et f(z) =—

(1+x)2
et d’apres a) on a

’

I = [0.£(0) = £(0)] = [1.£/(1) — f(1)]

1
= —(5 —1n2)
¢) (5pts) Trouver la valeur de I par calcul direct
5 T la valeur de I lcul di
) T r+1-—1 1 1
Réponse: = = — et donc

A+2)? (1+2)2 (+2) (1+a)?
1

I:In(1+m)|5+m|}) =2
5. (15pts) Calculer :
@ Gpts) [T
Réponse: [ = [ o %(Zf_“a _— 362jd_f \1/5/% = 5u5 arctan(v/3z) +
(b) (5pts) / %dz

) d(chz) 1 dchzx 1
Réponse: [ = [ 151 420k = 5/ T ohts — 2 arctan chx + ¢



(c) (5pts) /ﬂﬁ

Réponse: On pose t = tanz et donc dt = (1 + t?)dx

I:/littz:/ dt
1+t (1+6)(1+¢2)

Décomposons f(¢) en fractions simples

1 _a +bt—|—c
(14+t)(1+t2) 1+t 1+12

on obtient:
1 - 11
T PT Ty 7

ot L[ dt 1 [—t+1. 1 1 1

I=- g - dt = =In(1+1t) — = In(1 + ) + - arctant
2/1+t+2/1+t2 2n(+) 4:n(—l— )+2arcan +c

6. (20pts) Résoudre les équations différentielles suivantes:

(a) (10pts : 3pts pour léqtion sans 2nd membre; 5pts pr la solution particuliére; 2pts conditions
initiales) y —2y +y=axe ", (1) avec y(0) =0et y (0) =0
Réponse: 1’équation sans second membre associée & (1) est

y —2y +y=0 (2

dont ’équation caractéristique est A> —2X\+1 = 0 c’est a dire (A—1)2 = 0 et A = 1 est une racine
double. La S.G. de (2) est
y=cre’ + coxe”

Le second membre de (1) est f(z) = ze~* de la forme P(z).e®® o o = —1 n’est pas racine de
I’équation caractéristique, posons donc
Uy = (a2 + b)e~
comme solution particuliére de (1). On obtient:
y;) = —(ax+b)e "+ ae™®
y; = (ax+b)e™® —2ae " =y, — 2ae™"
Remplacons dans (1)
2yp —2ae™" +2(ax + b)e” " —2ae”" = me ®
dyp, —4dae™™ = ze
(dax + 4b — 4a)e™ = ze™°
on obtient
4a = 1
4b—-4a = 0

donca=b=1ety,=1(z+1)e* La SG de (1) est
1 _
y =c1e’ + coxe” + Z(m + e ",

D’autre part,

/ : 1 1
y =c1 +ca(e” +ae”) — Z(:E + e ™™+ Ze_’”

Les conditions y(0) = 0 et y (0) = 0 donnent



C1+i = 0
ci1+c = 0

et donc ¢; = —i et cog = i parsuite

1 1
y= i(_l +x)e” + z(ac +1)e™®

2

(b) (10pts : 4pts pour Iégtion sans 2nd membre; 6pts pr la solution finale) y — 2z -1y =¢€*

7. (20pts) Considérons les deux suites (uy, )y et (wy ), définies par

1 1 1

Uy = g k'_1+1+ tg ot
" ak+b a+b 2a+b na+b
= ;0 S T R

(a) (4pts) Etablir une relation entre u,41 et u, et déduire que (u,,) est croissante

n+1 n
. . D T 1
Réponse: u,11 = o R = po B + g = Un T (n+1 . On en déduit que:

1
Up41 — Up = m >0
et donc (u,,) est croissante
1 1
(b) (4pts) Montrer par récurrence que o < e k>1

Réponse: k=1: % =1< 50 = 1, on suppose que la propriété est vraie & 'ordre k = n c’est &

1 1
dire ] < o1 Montrons qu’elle le restera pourk = n + 1. En effet,

111 1 1 1

- = X < X =
m+1)! nl n4+l 2771 (n4+1) 2n-l4np2n-l

or pour n >1on an > 2 donc n.2" "1 > 27 et parsuite

1 1 1

< <
(n4+1)! = 2n=1 4 2n = 2n

et ainsi la propriété est toujours vraie.

(c) (4pts) Vérifier que 1+ = L —|— 212 + % S % =2(1— 21n)
Réponse: le premier memebre est la somme d’une n termes d’une suite géométrique de raison %
donc L
PRI S =1.17(5)n=2(1—i)
2 22 23 2n—1 1-— % 2n

(d) (4pts) Déduire de b) et ¢) que (uy,) est majorée par 3
1
Réponse: On a u,, = Z gH =Ll g gt Sl gty = 14201 o)
et donc
U, <1+2=3

(e) (4pts : 34 1) La suite (u,) étant croissante et majorée elle est donc convergente, on admet que
sa limite est lim w,, = e (exponentielle de 1). Vérifier que w,, = bu,, + au,_1 et trouver la limite

n—oo
de (wy,)



Réponse: On a (uy,) est croissante et majorée donc elle est convergente, sa limite est lim u,, = e.

D’autre part
n 1 n711
bu, + aup,—1 = bZH—’_aZH
k=0 k=0
= b(1+1+l+l+ + =) Fa(l+14 54 5+ + ! )
- 21 " 3l e 21 " 3l (n—1)!
a+b a+b b
- b b
+ (a+b)+ o1 + +(n—1)' o
a+b 2a-+b na+b
= b+ = Wnp
1 2! n!

et parsuite limw, = (a + b)e




