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Exercice 1 (20pts) On considére la fonction réelle de deux variables réelles

flz,y) =2t +y* —2(z —y)?

~

. Vérifier que f est une fonction symétrique : f(a,b) = f(b,a) pour tout
(a,b) € R?
2. Calculer les dérivées partielles de permieres et sécondes de f

3. Veérifier que les points critiques de f se trouvent sur la deuzxiéme bis-
sectrice. Montrer que M1(0,0) est un point critique de f et trouver les
deux autres points critiques Mo et Ms.

4. Déterminer le signe de f(0,h) et f(h,h) ot h est un infiniment petit,
en déduire que My n’est pas un extremum de f

5. Déterminer la nature de Ms en déduire d’aprés 1) la nature de Ms.

Solution
1-f(b,a) =b* +a* —2(b—a)? = a* + b* —2(a — b)? = f(a,b)  (2pts)
O _ud —a(w—ay: 2L 4 I | 2, O°f
2_81‘ =4z 4(x —y); 3 =4y° + 4(x — y); 92 12 4; 352
>*f >f
2 4. 41— ) _
12y* — 4; 920y 4 907 (1 x 5= 5pts)

3-Les points critiques de f sont les solutions du systéme

23— 4(x — =
{iiie 20 o om)

I
o



et par addition de ceux équations on obtient y = —z.  (1pts)
Le point M;(0,0) vérifie le systéme (1) et donc c¢’est un point critique de
[ (pt).

D’autre part, pour y = —x on a
dr(z? —2) =0

donc z = /2 ou z = —/2 cest a dire Mg(\/_, —\/5) et Mg(—\/i \/5) sont
les deux autres points critiques de f (1.5 x 2 = 3pts)
4- On a pour h voisin de 0 :

F0,h) = RXAh2-2) < 0
{ 0

F(hh) = ond (141 = 2pts)

il n’existe aucun ¢ > 0 tel que dans le disque D(0,9) la différence f(x,y) —
f(0,0) a un signe fixe et par conséquent M; n’est pas un extremum de
[ (pt)

5- On a, au point My : fr,.f,, — (foy)? =384 > 0 et f,, =20 > 0 donc
My est un minimum local (2pts) . Comme f(Ma) = f(M3) alors M3 est
aussi un minimum local (2pts)

Exercice 2 (30pts) On considére les figures suivantes

5T

y

Mo L

figure 1




oL

figure 2

1. Soit D la plaque homogene représentée dans la figure 1 (interieur de
Poctogone). Sans faire de calculs d’intégrales, déduire les valeurs de

// 1.dxdy, // xdxdy, // ydxdy
D D D

oll chaque carreau est de 1 unité.

2. Calculer laire de la région en figure 2 limitée par les droites

y = x+2
2y = =43
3y = —z—6
x = 3

3. Apreés avoir représenté graphiquement la région
D={(z,y) eR* / y>0, 1<2®+¢> <4}

Calculer les coordonnées de son centre de gravité en supposant D
homogéne.

4. Tlustrer par une figure, le domaine et calculer 'intégrale triple

Vi—z? —z2—y?
/ / / (22 + 4?2 dadydz.
Vi=z2 Jz24y2



Solution
1- Le domaine D est formé de 7 carreaux donc l'aire de D est 7 (1pt) et

donc / / dxdy =7 (1pt). Puisque le domaine est homogene, le centre de
D

gravité de D est le point G(3,5) (Ipt).Ona:zg = A // xdxdy (1pt) et

donc // xdrdy =17 >< 2 3—25 (1pt). // ydaxdy = 75 (2pt)

3
/ dm/ Gdy—i-f dx dy—/ (3m+4)dm+/ (3a+
= -3
3

-1
2)dx =20 (5pts =liére decomposition (Spts)—i- calcul (2pt))
3- (figure : 2pts)

> L

1+

Comme D est homogene alors G se trouve sur 'axe de symétrie de D, ainsi

zg=0 (Ipt) etyc= ﬁ// ydxdy (0.5). L’aire de D est
D
1 3
A(D) = 5(7‘( x4—mx1l)= o (1pt)

// ydxdy = foﬁ do f12 rsinf.rdr = foﬂ sin 0df x f12 r2dr = E
[(Liére intégrale (3pts)+ calcul (1pt)) et parsuite G(0, 28).(0.5pt)




4- (figure et domaine 3pts) On a

1 <zx< 1

—V1-22 <y< V1-—2?

et D n’est autre que le domaine limité par les deux paraboloides d’axe oz
et de sommets (0,0,0) et (0,0,2)
z = 2 +y°
2=2 = —(a®+y?)

2—x27Y

ainsi [ = / / [ / (2% + y?)%/2dz]dxdy ou A est le disque du plan zoy
A z2+y2

de centre o et de rayon 1 car les deux paraboloides se coupent selon le cercle

horizontal de centre (0,0, 1) et de rayon 1 (3pts).

2T 1
I = dQ/ [3(2 — r? — r¥)rdr
0 0
2 2
= 271'(57“5—?7“7‘(1)
_ 8
35

(liére intégrale : 2pts+ calcul 1pt)



Exercice 3 (30pts ) On considére la fonction vectorielle F(t) = x(t) 7 +

y(t) J avec
z(t) = sint
y(t) = cos3t
1. Donner la période de x(t) et la période de y(t) en déduire la période
de F(t).
2. Montrer que l’on peut obtenir entiérement la trace v de ﬁ(t) en rédui-

sant le domaine d’étude a lintervalle [0, 5] grace & deux symétries que
l’on précisera.

3. Donner ?l(t), ?”(t) et Fm(t), en déduire que le point M(0) =
M(0,1) est un point singulier dont on précisera la nature.

4. Veérifier que la tangente v en M(0) esty'y

5. Déterminer les points d’interssection de v avec l'axe des abscisses

6. On va supposer que t € [0, %] :

ty(t)

(a) Donner le tableau de variation de x(t) e
(b) Construire le graphe de F(t) pourt € |0, Z] en déduire la construc-

tion entiére de y dans le domaine de F(t)

7. Soit ﬁ(m, y) =y i+ ; Calculer la circulation de H le long de v pour
te0,5]

Solution
1- x est de période Th = 27 (0.5pt); y est de période Ty = 27” (0.5pt) et

comme T} = 375 alors F est de période 27 (0.5pt).

2- Soit D = [—m, 7] le domaine d’étude de F. On a z(—t) = —x(t) et
y(—t) = y(t) donc y'y est un axe de symétrie (1pt). Nouveau domaine

d’étude D = [0,7]. Aussi z(r — t) = (t) et y(m —t) = —y(t) donc z'z est
un axe de symétrie  (1pt). Il suffit donc de faire I'etude sur [0, 5] et de

compléter par symétrie (0.5).

3-Ona
= ) - . -
F (t) = 3sin“tcosti— 3sin(3t) j. (0.5pt)
7 (t) = (6sintcos®t—3sin®t)i—9cos(3t) 7  (0.5pt)
7" (t) = (6cos®t—21sin®tcost) i+27sin(3t) 5  (0.5pt)



Aussi
-

F'(0) =0

— - =
F'(0) = —97#0
- — —
F"(0) = 67#0

=1 - =N = =m =
Ona F (0)=0et F (0) #0doncp=2 (1.5pt) et comme F (0)#0

= . . .
et non colinéaire avec F' (0) alors ¢ =3 (1.5pt). p est pair et g est impair
alors M (0) est un point de rebroussement de premiére espéce (1pt).

4- On a M(0) = (0,1) € y'y (0.5pt) et }/in%i—,(t) = oo donc y'y est
tangent a () en M(0) (1pt).

5-y =0 si cos(3t) =0 c.a.d 3t:g+k7r tel queOS%Jrkg < g ainsi
1
——<k<1
5 Sk<
sik=1alorst; = F etsi k=0 alors to = §. (3pts)

x(t1) = 1; x(t2) = (0.5+ 0.5 = 1pt)

| —

6-

a) Onaz (t) >0, Vt € [0, Z]. Par contre on a 0 < 3t < 2 et donc si
0<3t<7rc.a.d0<t<%onayl<0etsi7r<3t<37”c.a.d§<t<%on
ay >0.Dou e tableau

t |0 5 5
x - -

y - 0 +

r o / 3—§ / 1
y |8\ 1 / 0

(signe de z et dey : 154 1.5 = 3pts; variation complete de z et y :
1.54 1.5 = 3pts)
b) (figure sur [0, 7] : 2pts; symétrie :2pt)



7- f HdM = fo cos(3t))(3sin?t cos t)+(sin® ¢) (—3 sin(3t))]dt = 3 fO% sin? t(cos(3t) cost—
sin(3t) sint)dt = 3f0 sin?t cos(4t)dt = 3 fog 3(1 — cos(2t)) cos(4t)dt

f7 HdM = 0 [(cos(3t))(3 sin?t cost) + (sin®¢)(—3sin(3t))]dt
= 3f0 sin? t(cos(3t) cos t — sin(3t) sin t)dt
= 3f% sin?t cos(4t)dt
= 3f0 (1 — cos(2 ))cos(4t)dt
= 2 fo cos(4t)dt — 2 fo cos(6t) + cos os(2t))dt
= 18 2 sin(4t) — & s1n(6t) -3 8111(275)]05
= 8

(Poser l'integrale : 2pts; calcul : 3pts)

1 2 3
Exercice 4 (20pts) Soit A= 2 3 1
3 1 2
1. Vérifier que (A —61)(A%2 —31)=0
2. En déduire que A est inversible et donner A~' Uinverse de A

3. Retrouwver A~' par la méthode des cofacteurs ou par celle de Gauss-
Jordan



4. Soit le systéme linéaire

r+2y+3z =1
20 +3y+2z = 0 (S)
3zr+y+2z = -1

Résoudre le systéme (S)
5. Quelle relation doivent verifier a et B (deux paramétres réels) pour que

le systéme
T+2y+3z2 =1
20+3y+z2z =0
3z+y+2z =-1
r+ay+z =0
soit :

(a) un systéme surdéterminé ayant une solution unique

(b) impossible, n’a pas de soultions

Solution
14 11 11
1- (5pts) A2= [ 11 14 11 |;
11 11 14
-5 2 3 11 11 11
(A—6I)(A2-3)=| 2 -3 1 11 11 11 | =(0)
31 -4 11 11 11

2- A3 —3A—6A42+18I =0 donc A[3(A?—3I—6A)] = I, on en déduit
que A est inversible et
1

Al = 1—8(142 — 31 —6A) (3pts)
soit
1 5 -1 -7
Al = il B (2pts)
-7 5 -1
3- |A] = —18 # 0 (2pts), A est inversible et A~ = ﬁtCof(A) =
|7%‘C'of(A) car A est symétrique donc Cof(A) (1pt)
1 5 -1 =7
A7l = B (2pts)
-7 5 -1



X

4-(3pts) Le systeme (S) est équivalent & AX =bavec X = | y | et
z
1
b=1 0 . Comme A est inversibe alors (S) admet une solution unique
-1
12
X=A"= = | ¢
—6
—2 1
xr=— =2 = —
3 Y 3

5- Le systeme est
a) surdéterminé si o — 38 =1 (1pt)
b) impossible si & — 38 # 1 (1pt)

10



