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Exercice 1 (15 points) On considére la fonction réelle de deux variables réelles

flz,y) =2 +y* — 3y

1. Montrer que f admet deux points critiques que ’on déterminera.

2. En étudiant le wronskian de f, montrer que I'un des points critiques est un point de selle
et que 'autre est un extremum local dont on déterminera la nature. On va noter par M;
le point de selle et My est le point extremum local.

3. Montrer par une autre méthode que M; n’est pas un extremum.

4. Montrer que f n’admet pas d’extremums globaux

—_#SOLUTION. 1

1. Les points critiques de f sont

Of = 0
8yf:0@

c’est a dire )
3z -3y = 0
2pts
{ 392 -3z = 0
ce qui donne M;(0,0) et M(1,1) sont les points critiques de f
2. A=02,f=6z, B=0, f=6y, C=02,f=-3et D=AB—-C*=36xy—9: [pts

D(0,0) < 0 donc M; est un point de selle
D(1,1) > 0et A(1,1) > 0 donc My est un minimum local

3. f(x,0)—f(0,0) = 23 n’a pas de signe fixe au voisinage de 0 et donc M; n’est pas un extremum

4. Si f devait avoir un extremum global cela devait étre un minimum et cela doit étre My, avec
une valeur f(1,1) = —1; or

f(z,0)=2° — —o0
T——0Q

et parsuite f n’admet pas de minimums globaux.
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____ #SOLUTION. 2

Exercice 2 (30 pts) :On considére la courbe paramétrée

[ x(t) = cos’t+In|sint|
) { y(t) = 3 sin2¢

1. Montrer que (C(t)) est périodique de période T = 7

2. Montrer que l'on peut obtenir entiérement (C') en se contentant de faire une étude sur
10, 3] et en complétant par une symétrie a préciser.

3. Montrer que (C') admet une asymptote et donner son équation

2
ron "o cos® 2t . . . .
4. Montrerquezy —x y = 2 en déduire I'existence de points singuliers de (C') dont
sin
on déterminera la nature.

ot

Etudier la variation de z(t), y(t) et construire le graphe de (C)

6. Montrer que z'(t)2 4 y'(t)? peut s’écrire sous la forme

2
/ / cos” 2t
v () +y ()= —
sin®t
en déduire la longueur du chemin de (C) correspondant & 7 <t < 7.

1—
(On donne / dw = %ln (COS$>)
sinx cosx + 1

. cos?t est de période 7, |sint| est de péiode 7 donc z(t) est de période 7, aussi sin(2t) est de
péiode 2F = 7 donc y(t) est de période 7 et parsuite C(t) est de période 7.
. Soit D = [-F, 5] — {0} car In n’est pas définie en 0. On a fr(_t) = z(t) et y(—t) = —y(t)
donc z'z est un axe de symétrie, on peut étudier (C) sur |0, 5] et la compléter par symétrie
par rapport a T .
. lin%)w(t) = —00 €t lin(l)y(t) =0 donc y = 0 c’est a dire =z est une asymptote

Tr— Tr—

— — " "

= 1

. Soit F(t) = 2(t) i +y(t) j. les vecteurs F' =z (t) i +y (t) jet F' =a (t)i+y (t) ] sont
colinéaires si

:L‘,y” — x”y' =0

avec

/ costcos 2t
sin

" ) = _cos 2t‘—|—2s;n2 2t

, sin

y(t) = cos 2t

y'(t) = —25sin 2t
. . ron "o 0032 2t . "
il en vient que vy —xy = ,zt:081t:§ 2pts| On a z (t) =

sin
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ﬁ (6 cost — 3cos 3t + cosbt) ety (t) = —4cos 2L. En résumé :

—27 -2 £0

|
Il

l S
NSRS
I

5 = Y s
= 84 #0 et non // avec F (Z)

o

soit p = 2 pair et ¢ = 3 impair donc M(F) = (3(1 —In2), J) est un point de rebroussement
de premiere espece 2Dt

5. Le T.D.V est

t 0 T o
z (t) + 0 —
y () + 0 - cE
x(t) —00 /' 3(1-1In2) N\ 0
y(t) |0 /5 N 0

10T

y 1
08T

1+
02 04 06 08 10
X

08T 3 points

6. On a

/ ' costcos 2t
e?+y? = (o

2 2
2t
sint )"+ (cos2t)

1
= 7 [cos? t cos? 2t + sin® t cos® 2t]
sin

2
cos® 2t
—

sin¢t
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La longueur de la courbe en question est

() = / P2
Y

2 | cos 2t 2 cos 2t
= / Jeos2t] —/ dt
I I

sint sint

2 2sin?t — 1
_ / sm' o
™ sint
4
2 31
= 2/ smtdt—/ —dt
™ ~ sint
4 4
1 1—cosxz)]|?2
2 cosz + 1 z

= \/ﬁ—%ln(3+2\/§)

MIE]

= 2[cost]

ENEINE]

Exercice 3 (20 points) :Soit D le domaine de R? défini par

22 2
D={(zy) /220,y20, 5+5<1}
On suppose que a > 0 et b > 0. Tracer D et caleuler [ [,(2z® — 2y)dady en utilisant le

changement
x = arcosf
y = brsiné

____ #SOLUTION. 3

y 1471

12T

4 points

1.0
08T
06T
0al

02T

00 —H—4H—+—"F—+—F—+—t—+F—F—F——F————8— |
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et donc

On vérifie que le jacbien J = abr
3 1 ,
/ do / [a373 cos® § — 2br sin Olabrdr  BpHS
0 0

4b 7 2 T
= a_/2 cos® 0df — —ab2/2 sin 6d6
5 Jo 3 0

4 i3 Z 9 2 T
= %b [Sine— SH; 0}0 + C;b [cos O]
20%*b  2ab?
= ——~_="—  pbpiy
15 3

Exercice 4 (15 points) Soit D le domaine de R3 limité par

{:z

Caleuler [ [ [, (z? + y?)*/2dwdydz

w2+y2
2—:1:2—y2

#SOLUTION. 4

Le domaine D est limité par deux paraboloides

\\\ 4 points
N\
i

o et de rayon 1 :

A = projzoy(D) = Do, 1]

2—m2—y2

I = []Al (22 + y?)3/2dz)dzdy = foA(w2 + )32 —
$2+’y2

2f02 db fﬂl (1 —r2).rdr = 477[% _ %] — g_g_

L’intersection de deux paraboloides se trouve dans le plan horizontal z = 1 selon le cercle de centre
(0,0,1) et de rayon 1 de sorte que la projection de D sur le plan zoy est le disque de centre

(22 + y?)dxdy =

4
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Exercice 5 (20 points) On considére le systéme linéaire réel suivant :

r + ay + 2z = 1
(S) r + (2a-1)y + 3z = 1
r + ay + (a+3)z = 2a—1

a étant un paramétres réel

1. Pour quelles valeurs de a le systéme (.S) est - il un systéme de Cramer. Trouver dans ce cas,
sa solution.

2. Dans le cas ou (S) n’est pas de Cramer, discuter et résoudre le systéme (5).

3. Pour a = 0 calculer A~} la matrice inverse de A (matrice du systéme) et retrouver, en
utilisant A1, la solution de (.5).

____ #SOLUTION. 5

1 a 2
1. Le systéme (S) est de Cramer si A=|1 2a—1 3 # 0 soit a # +1. On a une
1 a a+3
solution unique

A Ay Ag
TTAYVTA A
1 a 2 1 1 2
avec A = 1 2a-1 3 |=(a-1)56-a) Mot Ay=|1 1 3 | =
2a -1 a a+3 1 2a—1 a+3
1 a 1
—2(a—1) IptYet Az3=|1 2a—1 1 =2(a —1)2 [Pt La solution est
1 a 20 -1
x:5_a,y:— 2 etz:M
a+1 a+1 a+1
2. 8ia=1:
rT+y+2z =1
r+y+3z = 1 [0.25pf
z+y+4z =1

donc z =0et £ =1—y. On a un systéme sous déterminé admettant une infinité de solutions

S={X=(1-y,4,0)/yeR}

Sia=—-1:
z—y+2z = 1
r—3y+3z = 1 0.25 pf
z—y+2z = -3
donc 1 = —3 et le systéme est impossible S = ¢.
1 0 2
3.85a=0, A= 1 -1 3 | et|A]=—1+#0,lamatrice A est inversible et son inverse
1 0 3
A7l = —tCof(A) soit
3 0 -2
Al=| 0 -1 1 Apts|
-1 0 1
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Le systtme AX =bdonne X =A"%b=| 0 -1 1 1 | =1 -2 2ptskce

qui rejoint le résultat précédent en posant a = 0.
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