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Exercice 1 (15 points) On considére la fonction réelle de deux variables réelles

1
fl@y) =y* — 2% + 52
1. Montrer que f admet trois points critiques et déterminer les.

2. En étudiant le wronskian de f, déterminer la nature local de ces points: (minimum
local, maximum local, point selle).

— #SOLUTION. 1
1. Les points critiques de f sont donnés par : V f(x,y) = (0,0) c’est & dire :

_ 3 _
2y = 0

On obtient z = 0 ou 22 = 1 et y = 0. D’ott les points critiques de f sont M;(0,0), Ma(—1,0)
et M3(1,0)BDts]

0% f 0% f 0% f
2. Soit A= % =— 2 B="2"1 =2,0 = — 0B pts]
Soit A= 53(@,9) = —2+ 60" B = 35(z,y) =2,0 = 55-(2,9) 08 pts]
A C 2 2
D= o = AB — C? = AB = —4 + 122% B pts]
On a:

(a) D(M;) =—4 <0 et M; est un point selle.

(b) D(Msy) = D(Ms3) =8> 0et A(M3) = A(M3) =4 >0 (d’ailleurs f(Msz) = f(M3)) donc
M et M3 sont deux minimums locaux.

e

Exercice 2 (25 points) : On considére la fonction vectorielle F(t) = x(t) i + y(t) j avec

{x(t) = sin®t

y(t) = cos3t

1. Montrer que le point M (0) = (0, 1) est un point de rebroussement de premiére espéce de
la courbe () définie par F(t).
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—_ #SOLUTION. 2
1.

3.

D.

2. Donner la période de z(t) et la période de y(¢) en déduire que F(t) est de période T' = 27.
3. Montrer que 'on peut obtenir entiérement la trace () de F(t) en réduisant le domaine

T
d’étude a 'intervalle [0, 5] grace & deux symétries que I'on précisera.

5

T
5. Tracer la partie de () correspondante a t € [0, 5] et completer vy grace aux symétries

4. Etablir le tableau de variation double de z(t) et y(t) sur [0,

qu’on avait déja trouvées.

6. Déterminer, grace a la courbe (7), tous les points singuliers de F(t). (points doubles,
points de rebroussements)

On a
- ) - g -
F(t) = 3sin“tcost i —3sin3t j
—
F (t) = 3[2sintcos®t —sin3t]7—90083t7
—

"

F (t) = 3[2cos®t —4sin2tcost—3sin2tcost]7+27sin3t7

— - —
2 7 —_ 1" ﬁ —_— . " _.> _—
Etant donné que F' (0) = 0, F (0) =—-9j # 0 donc p=2est pair, F (0) =617 # 0 et

—
non colinéaire avec F' (0) donc g = 3 est impair2 Pts | parsuite M (0) = (0, 1) est un point de
rebroussement de premiére espéce.

2
. On a z(t) est de période 27 [L Pt ket y(t) est de période % donc 17(25 +27) = (z(t +

21, y(t + 27)) = (z(t), y(t + 3.%”)) = (z(t),y(t)) = F(t) et F () est de période 2r.

Soit D = [—m,m]. On a x(—t) = —=x(t) et y(—t) = y(t) donc y'y est un axe de symétrie,
on considére comme nouveau domaine D = [0, 7].D’autre part z(m —t) = x(¢) et y(m —
t) = cos(3m — 3t) = cos(m — 3t) = — cos 3t = —y(t) et donc =’z est un axe de symétrie 2 pts]

On peut réduire le domaine & D = [0, 5] et compléter par symétrie par rapport a Tz et
y'y.

¢ |0

x (t) + +

y (t) - + A pts ]

z(t) |0 / 33 /1

y(@) |1 N\ -1 /0
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-0.6
-0.8

-1.0

6. Les points de rebroussement de premiére espéce sont (0,—1),(0,1) et les points doubles sont
les points A et B sur ’axe 2 z. 2 pts bonus

4

Exercice 3 (15 points) : On considére le domaine D de R? défini par D = {(x,y) €
R?2 / y>a22 y+az<?2}

<. 1

Calculer ’aire de D.

—_ #SOLUTION. 3
AD)=/[ [, dzdy. Les points de rencontre de deux courbes sont

24+r—2=0

donc z1 = 1,z9 = —2. Donc A(D) = f}z dx 122_:0 dy = fi2(2 —z — z?)dr =
1
[21:—%2—%—3]_2:%
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| g
Exercice 4 (20 points) Soit D le domaine défini par
D={(z,y) €R?*/ (z - 1) +y* < Lz +y>1la2>1}

P

14

0 i

1 3

1+

Calculer [ [, zydzdy.

#SOLUTION. 4
Soit A le point de rencontre de x +y = 1 avec le cercle. On a 2y? = 1 donc y = —‘/Ti et donc

N .
=1+ @ ainsi si [ est le centre du cercle alors I'angle que fait 1A avec z = est 7. Soit
z—1=rcosf,y=rsin. On a

z 1
I = /2 d@/ r2sin 6(1 + 7 cos 0)dr
- 0

1 & 1
= / d@/ r? sin Odr + /2 dH/ r3 sin 0 cos Odr
_ 0 0

5oL, [0fF 1 Ve g
2 |_='4

IS

6 16

INE]

4

Exercice 5 (25 points) Soit le systéme linéaire d’inconnues z,y, z et de parameétre reél m :

T —my+m22 = m
mr —mly+mz = 1 (Sm,)
mx +y—mz = -1

1. Ecrire (Sp,) sous la forme matricielle (A,,)X = b,ou A,, est la matrice du systéme.
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2. Utiliser des propriétés relatives au déterminant pour montrer que

1 —m m? 1 -m 0
m  —m? m =m|m —-m?2 1—m?2
m 1 —m3 0 1+m? 0

En déduire que |A| = —m(1 +m?)(1 —m)(1 +m)
3. Pour quelles valeurs de m le systéme (S,,) admet-il une solution unique
4. Résoudre le systeme (S2) par la méthode de Cramer

5. Trouver la matrice inverse du systéme (S2) et retrouver sa solution grace au résultat
obtenu.

6. Discuter le systéme (.S,,) dans le cas ou il n’admet pas une solution unique.

—_ #SOLUTION. 5

1 —-m m? T m
L(Sp): [ m —m?2 m y | =11
m 1 —m3 z -1
1 —-m m? 1 —-m m 1 —-m 0
2. 1lm —m? m =m|m —m? 1 =m|m —m? 1—m? |ollecs — c3+co
m 1 —m3 m 1 —m? m 1 1—m?
1 —-m 0

=m|m -—-m2 1-—m? |onls — l3—1Iy. BDpIs]
0 1+m? 0
3. On a |Ay,| = m(m? — 1)(m? + 1) donc (S,,) admet une solution unique pour tout
m # —1,0,1 (|Am| # 0).

4. On a (S2) est de Cramer, il admet une solution unique z = %,y = %,z = %
2 -2 4 1 2 4
avec A = |Ag] = 30,A;1 = 1 —4 2 = 36,A0 = |2 1 2 = 18, A3 =
-1 1 =8 2 -1 -8
1 -2 2
2 -4 1 :15etd0ncng,y:%,z:%.
2 1 -1
1 -2 4 1t 30 —12 12 45
5. A= 2 —4 2 |, et (AQ)*lzxcof(Ag):% 20 —16 6 |BDpslet | y | =
2 1 -8 10 -5 0 z
30 —12 12 2 g
x| 20 —-16 6 1| = %
10 -5 0 -1 =
1 1 1| -1 11 1] -1
6. Cassoum=-1: ] -1 -1 —-1]|1 — | 0 0 0]0 ;L pts] soit y = —1 —
-1 1 1| -1 0 2 2| -2
z, t=—14+1+ 2 — 2z =0. Le systéme est sous déterminé, sa solution dépend du parametre
z:(0,—1— z,z)[L pts]
10 0]0
Casoum=0:|0 0 0]1 : Le systéme d’admet pas de solutions. L Pts]
01 0| -1

1 -1 11 11
Casoum=1:[1 -1 1 |1 — |00 010 L pts]soit y = 142, 2 =
1 1 -1]|-1 0 2
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1+1—2—2=2— 2z Le systéme est sous déterminé, sa solution dépend du paramétre

z2:(2—22,—1+2z,2). Lpts]
g
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