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Partiel
Application de ’analyse a la géométrie - MVA006

1. (8 pts) On considere la fonction réelle a deux variables réelles

$2y2
flz,y) =< a2 442
0 si (z,y) = (0,0)

(a) La fonction f est-elle continue sur R?? Justifier votre réponse.
(b) Calculer Vf(x,y) pour (z,y) # (0,0), i.e. le vecteur de com-

posantes
of of
aix(‘q%y)? @(x7y)
(c) Caleuler V£(0,0) = (3£(0,0), 5£(0,0))
(d) La fonction f est-elle de classe C! sur R%? Justifier votre réponse.

(e) Que peut-on conclure sur la différentiabilité de la fonction f sur
R2?

Solution:

a) (1pt) La fonction f est clairement continue sur R? — {(0,0)}. Elle
est aussi continue en (0,0) car

lim z,y) = limr? cos® fsin® 6 = 0 = £(0,0), V6
(x,y)—>(0,0)f( y) = lim £(0,0)



f est donc continue sur R?

b)(1+1=2pts) Pour (z,y) # (0,0) on a
22y 22
Vi(z,y) = ((x2 +yy2)27 (22 + 52)2)

c¢)(14+1=2pts)Pour (z,y) = (0,0) on a

%(0’0) B i;mo x =0
et

O ooy — 1 d 08— F0.0)
3,00 = TR

et Vf(0,0) = (0,0)

d) (continuité f, : 1pt; continuité f, : 1pt; conclusion 0.5pt) On a déja
vérifié que f est continue sur R%. Vérifions que ses dérivées partielles
sont continues sur R%. On a

zy? .
ﬁ(x y) = (33224_#)2 si (z,y)
oz’ 0 si (x,y

0,0
(0,0)

~—
[H N
—~
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2r°(cos  sin )
4

= lim2r(cosfsintf) = 0 =

lim ——(z,y) = lim
r—0

(ﬂ?,y)ﬂ(o,o) 8.1' r—0 r

0 d
8—£(0, 0) VO et donc 8—;;(:13, y) est continue en (0, 0) et comme z2 4y #

0
0 en tout point (x,y) # (0,0) alors a—f(a:,y) est continue sur R?. Un
x
calcul symétrique montre que - (z,y) est continue sur R? et parsuite

dy
f est C' sur R?.

d) (0.5pt) Puisque toute fonction de classe C! est différentiable, on
conclut que f est différentiable sur R2.

2. (10pts)

(a) Soit f : R? — R une application de classe C? sur R? et soit

(z0,70) € R2. Compléter les phrases suivantes par: , ,
ou [aucune implication|

V f(xo0,90) = (0,0) (0,y0) est un extrema;

V f(xo,90) = (0,0) (20, Yyo) est un point critique;
(0, Yo)
(0, y0)

(z0,Yyo) est un point critique Zg,Yo) est un extrema
(20, Yyo) est un point critique o, Yo) est un point de selle
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(b) Déterminer et classifier les 5 points critiques (en spécifiant s’ils
sont des max, des min ou des points de selle) de la fonction

f(xvy) = (gj2 _ y2)6(7x27y2)

Solution:

a)(0.5x4 = 2pts)

V f(z0,0) = (0,0)
vf(x07y0) = (Oa O)
(%0, yo0) est un point critique
(20, Yyo) est un point critique

(x0,Y0) est un extrema;

(20, Yyo) est un point critique;
( )

( )

Tp,Yo) est un extrema
o, Yo) est un point de selle

T

b) (dérivées premiéres 0.5x2 = 1pt) +(pts critiques: 0.5x5 = 2.5pts)+
(A,B,C,D : 0.5 x4 =2pts)+ (nature des points 0.5x5 = 2.5pts) Un
point (x,y) est un point critique de f si Vf(z,y) = (0,0).

20(1 — a2+ y2)e "V = 0
2y(—1— a2 +y2)e "V = 0

et les points critiques de f sont

(0,0),(0,1),(0,-1),(1,0),(—1,0)

On a
A= fo(zy) = 277V (1 — 522 442 + 22 — 22292)
2,2
C=foylz,y) = day(a® —yHe ™
B = fy(x,y) = 2777V (=1 —a®+5y° — 25" + 22%y?)
D(z,y) = fua(@,9) - Fyy(2,9) = (fay(2,9))?
On a alors
pts critiques | A | C | B | D | nature
(0,0) 2 0 | =2 | —4 | point de selle
(1,0) 2170 [ 215 [ max
(—1,0) —% 0 —% E—Q max
(0,1) 1 0112 i—g min
(0, —1) 2 102 [ | min




3. (10pts) Soit D le domaine définie par:

2?4+ (y—-12 < 1

p.) @+D?+y? > 1
]y < z+2

T < 0

(a) Dessiner le domaine D

(b) Calculer laire de D en utilisant les coordonnées polaires (Hint:

d o 1
On donne f 1fsif12x - _tan:rfl)
Solution:
a) (3pts)

02 04 06 08 1.0
X

-20 -18 -16 -14 -12 -10 -08 -06 -04 -0.2

b) (eqtions polaire (c2) : 1pt et (A) : 1pt) + (0.5 pour chaque bord
de I =2pts)+(transfert vers une integrale simple: 1pts)+(primitive et

3m
calcul 2pt) A = ffD dxdy = f%“ do f((cf)) rdr avec

(c2): 7 = —2cosb
(A): r = 2

sin #—cos 0



2 3 3
1 | r2 | sin6—cos 6 T =
A= [ 5] 0 =2 [ Grreoaydd — 2[5 cos®6df

—2cosf

3r 3r
A = 2fF % —fg‘l (cos 26 + 1)db

2
3T
1 4 1.
|:7tan9—1} x [§ sin 20 + 9]
2
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4. (4pts) Soit D le domaine représenté par la region quadrillée; limité par
le cercle de centre o et de rayon v/2, la parabole d’équation y = z2 et
la droite y =1

¥

En utilisant les coordonnées cartésiennes, écrire de deux fagons dif-
ferentes litégrale I = [ [, f(x,y)dzdy

Solution:

1 facon: (2.5pts)

1= [ /()me@c,y)dy+/_01 w [ s [ ao [ s

2ieme facon: (1.5 pt)

Iz/oldy/jﬁf@,y)dw




y = 2z

x

y = =

5. (8pts) Soit D le domaine de R? limité par D : y = % x>0

!
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O T T T T :

0 1 2 3 4 5

X

Utiliser le changement de variables: z = ﬂ, y = uv pour calculer
v
I=/[] p dzdy

Solution: (Passage du domaine (z,y) au domaine (u,v) : 4pts) +
(jacobien:2pts)+(calcul sur le nouveau domaine 2pts) On a

{1 °

ainsi sur le domaine D on a u,v sont du méme signe, on peut donc

poser
{u = Jxy
v

Ll

v

Pour tout (z,y) € D on a

<y< 2z et
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c’est a dire
et

N | =
8] |
IN
[\]
B~ =
IN
8
<
IN
e~



ou encore

ainsi (z,y) € D si et seulement

part, le jacobien

Ainsi par Fubini

1 1
igqﬂgz et Z§u2§4
si (u,v) € [3
dr Oz
J(u,v):' Y 5‘2211,
ou  ov v
2 \/il
= 2 /udu —dv
1 V2 v
2 2
15
= Z]nQ




