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Exercice 1 (20 points) Soit f : R?> — R définie par

(z%+ 92 )smﬁg si (z,y) # (0,0)

f(z,y) =
0 si (z,y) = (0,0)

1. Etudier la continuité de f sur R?

2. Calculer les premieres dérivées partielles de f au point (z,y) # (0,0)
3. Calculer les premiéres dérivées partielles de f au point (0,0)
4

. Etudier la continuité des dérivées partielles premiéres au point (0,0)

—_#SOLUTION. 1

1. Pour tout (x,y) # (0,0) on a x2 + y? # 0 et donc f est continue en (z,y)[2Dts]
Au point (0,0) on a  lim f(z,y) = hmr sm( ) =0= f(0,0), V8 ot x = rcosf, y =

(2,9)—(0,0)
rsinf. (sin L étant bornée). Ainsi f est continue en (0,0) et parsuite f est continue sur
R2.
2 ) 1
O_fo(m’ y) = 2zsin mziyz - x2+y2 COS ooz
2+2=4pts |
0, . 2
55(33734) = 2ysin x2_}_y2 - x2fy2 cos x2_}_y2
B
%0,0) = iig})—f($’0)$ (0.0) = limzsin 5 = 0
2+2=4pts |
ﬂoo - ] f(Oy)— (00)_1 n+t =0
7, (0,0) ey 25 limgsin 75
4. . l)mt )Qt(ib,y) llII(l)[QTSlII 4 cosf — 2cosfcos 5] = oo sur le chemin § = 0 et donc
0,0 r—
( 1)111% )%5(3:, y) n’est pas égale a J(O 0) pour tout chemin menant (z,y) a (0,0) et parsuite
z,y)—(0,0
af x, n’est pas continue en (0, 0) et par symétrie 9f x,1y) n’est pas continue en (0, 0).
oz Yy Oy

g
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Exercice 2 (20 points) : On considére la fonction de deux variables f(x,y) = z* +y* — 4zy
1. Déterminer les trois points critiques de f
2. Déterminer la nature de chacun d’eux

3. Montrer que, parmi ces points, on a des extremums globaux

—_ #SOLUTION. 2

1. Les points critiques de f sont donnés par

—~

of =
{go s
am(l':y)zo
c’est a dire

423 — 4y = 0

43 -4z =0

ainsi z = 9% et y? — y = 0 c’est a dire y(y® — 1) = 0. On obtient
y=0doncz=0

y=1ldoncz =1
y=—1doncz=-1

Les points critiques de f sont O(0,0), M (1,1) et N(—1,—1).
2. A=f,, =122% B=f, =12%C = f,, = —4d et D = AB — C? = 144a%y? — 16 BxI=4p

D(O) = —16 <0 donc O est un point de selle
D(M) = D(N)=128>0et A(M)=A(N)=12>0donc M et N sont deux minimum locaux
2+2+2=6pts |

3. f(M)= f(N)= —2; Pour tout (z,y) ona :
f(z,y) — f(M ou N) = z* + ¢* — dzy + 2.

2 =22 4 y? — 2xy > 0 donc —4zy > —222 — 242, ainsi

flz,y) — fF(M) > z*+y*— 227 — 2%+ 2
flmy)—fM) > (@@-12+@*-1)2>0

On a (z —vy)

Parsuite M et N sont deux minimum globaux.

Exercice 3 (20 points) : On considére le domaine D de R? défini par

1 1
D= {(z,y) €R* / O<y<%, y< x < 2e}
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Calculer l’aire de D.

___ #SOLUTION. 3

Inzx
es deux courbes se croisent au point £ = e et — = 0 pour = = 1. On a
x
x

e ng 2e 1
A(D)z//Ddxdy:/ld/O dy—i—/dm/ody
e 2

1 €1
= /(lnx)gda: +/ ;d$
1 e

- [(ln;)2 +[lnm]ge
1
AD) = %—i—(ln?)

Exercice 4 (20 points) Soit D = {(z,y) € R? / 2% + y* — 22 < 0}

1. Montrer que D est un disque et déterminer son centre et son rayon

2. Calculer [ [, /2% + y2dxdy

____ #SOLUTION. 4

1.Onaz?+y?—22<0<= (x—1)2+9y? < 1et D est le disque de centre (1,0) et de rayon
R=1

2. I = [ [pv/x?+y2dedy = f_%E dﬂfo(c) r.rdr ot (¢) : (z—1)2+y? =1 clest a dire
2
r2 —2rcosf =0 donc r = 2cos b

= [

3 2cos 6
3} 49 [6pts]
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g

Exercice 5 (20 points) Soit D le domaine de R? contenant O limité par le cercle de centre
O et de rayon /5 et la droite d’équation y = —z — 3. Adopter le changement de variables

1 1
u:ﬁ(x—y) etv:%(l“i‘y)

pour calculer [ [ (x +y)dzdy
(IND : Ecrire I’équation de la droite et I’équation du cercle dans le nouveau repére (u,v)).

#SOLUTION. 5
oici le domaine D

1 1
Tty =56 Juto)+ov-u=5eu+v’ =5

Aussi,

3
x—i—y:—?)(:)v:—ﬁ

Le point O du repére Oy correspond au point O du repére uOv et le domaine devient u? + v? =

5 [pts]
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V2

OnaJ = _Qﬁ

2

/B
I = dv

=
_H[_L}_l
3 2v/2| 7 3

3 4
3+
4+
5L
= 12pts] Ainsi :
5—v2 V5
Vovdu = 2\/5/ , [\/5 — 1)2] vdv
5—v2 _ 3
Vol

_\/5[

(5—1)2)3/2 \/g
3/2 }

Sl

%
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