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Exercice 1 (16 points)
Partie A : On considére la fonction f définie par

f(z) = (2 + 2))*

1. Donner le D.L de f(z) en 0 a l'ordre 3.

2. Déduire I'équation de la droite tangente a la courbe de f en 0 ansi que sa position par
rapport a la courbe au voisinage de 0.

1
Partie B : Soit f(z) = % A Taide du D.L de f(z) en 400, déterminer 1’équation de
e

I'asymptote de f ainsi que sa position par rapport & sa courbe.

—_#SOLUTION. 1

Partie A :  f(z) = [In(2 + l’)]Q

= [ln ] = [ln?—l—ln(l—i— g”)]z = (In2)2 +2In2.1n(1 + s [hﬂ(l—l—%)]2
():(m +21n2[g— 2 G s )| + 5 - 5 +0%()]
f(z) = (In2)? +2In2 {% = %—i— 24 + 23e(z )} I [%— %—i—x%(m)} . D’ou

2

f(x):(ln2)2+(ln2)32—6+(1—1n2)z (2In2 — 3) —i—a:é:()

2. La droite tangente est (T) : y = (In2)? + (In2)%
donc la courbe est au dessus de la tangente. @

z+1  2(1+1) 1+t

Ipts, Aussi, f(z) —y ~ (1 — an)%2 >0

1 N = =] € =] :l P
Partie B:  f(x) Tl = T1el/e T avec t “:;oo.
1+t 1+t
1+ef 2+t+ 5 + £ +t3e(t)
1t 2 .
= 4 -—— 4+ —+t%(t) Eptd
174 g T
et donc

1 1 1 71
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@) =gt -Gt uz Tz
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MVA005 2/8 Calcul differentiel et integral

La courbe de f admet y = %x + i comme asymptote oblique au voisinage de +oc0. Aussi,
flz) —y ~ —ﬁ < 0 donc la courbe est au dessous de I'asymptote au voisinage de +oco.

e

Exercice 2 (20 points) : On considére la suite récurrente u, 11 = f(u,) avec f(z) = 2%+ =

16
et ug >0

1. Etudier le signe de f(z) — z. Quelles sont les limites possibles de (u,) au cas ou elle est
convergente?

2. On suppose que ug € [0, %] Montrer que wu, € |0, %] pour tout n, puis que (u,) est
croissante. En déduire qu’ elle est convergente, préciser sa limite ?

3. On suppose que ug € [i, %] Montrer que u, € [%, %] pour tout n, puis que (uy) est

décroissante. Fn déduire qu’ elle est convergente, préciser sa limite ?

4. On suppose que ug > %. Montrer que (uy,) est croissante. Quelle serait sa limite ?

— #SOLUTION. 2
On a un41 = f(uy) avec f(z) =22 + 3 et ug > 0

1 fl)—z=a?—-az+3: A=1-32 =1 z; =} et 3, = 2 sont deux racines de f(z)— z.
Ainsi le signe de f(z) — x est donné par

T 3
z 1 i
flz)—z | + 0] — 0]+
Si (uy) est convergente de limite égale & [ alors f(I) = [ car f est continue. D’ott | = % ou

=3,
2. Si ug € [0, 1] alors en supposant par récurrence que 0 < u, < + alors f(0) < f(u,) < f(3)
car f () =2z > 0 pour = > 0 et f est croissante.

i <u < 1

16~ " =4

donc 0 < upqq < % et parsuite Vn € N, on a u, € [0, %]

D’autre part, sur [0,1] ona f(z) — 2 > 0 donc f(un) —up >0 donc upy1 > up et (uy)
est croissante.IPtl Comme (u,,) est croissante et majorée par i donc elle est convergente et sa
limite est obligatoirement | = i.

3. Si ug € [£, 3] alors en supposant par récurrence que 5 < u, < 3 alors f(3) < f(u,) < f(3)
et donc N .
<y < =
4= n+1 > 4

donc i < Upy1 < % et parsuite Vn € N, on a u, € [%, %]

D’autre part, sur [%, %] ona f(z) —z <0donc f(u,) —u, <0 donc upt1 < uy, et (uy)
est décroissante/IPl Comme (u,,) est décroissante et minorée par i donc elle est convergente
et sa limite est obligatoirement [ = %.

4. Si ug > %alors en supposant par récurrence que u, > % alors f(uy) > f(%) c.a.d. up41 > % et
dans cette zone on a f(x) —x > 0 donc up4+1 — uy > 0 c’est & dire (u,) est croissante et
dans ce cas (u,) va tendre vers I'infini car si elle devait étre convergente sa limite devrait
étre i ou % ce qui est impossible 1Dt

&
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Exercice 3 (24 points) : Calculer :
z+1
1. | ——d
/332 +4x +4 v
2 / L
| ————dx
T+ Va2 + 6x

cosx
3. | ——————dzx
sinz — cosx

—_#SOLUTION. 3
r+1 a b

1. f(x) = @12y :x+2+(x+2)2.0na

axr+2a+b=xz+1
{ a=1; b=-1

1
— 1 1 —

2. Va2 +6z=+/(z+3)2-9=3 (x—?g?’)Q — 12pt Soit £+2 = cosht donc dz = 3sinh tdt 2DtS

/ 1 dx—/ 3sinh tdt
z++vz2+ 6z  J 3cosht—3+ 3sinht

1 B __ o0
_ —/ldt
2 et —1

I =

Soit X = ef donc dX = eldt = Xdt et dt = %dX. Il en vient que

1 [X+1
I = - [ 21 gx

2 X2
[ 1
-lnX—§:| +c

[t— e_t] +c

N —= N~ N~

arg cosh(:UT—i_g) — exp(— arg cosh(wTH))] +c
3. On remarque que f(m +x) = f(z), soit t = tanx donc dt = (1 + t?)dx
7o / ‘ cosT
sinxz — cosx
1
= /( — 1) dz
tan x
1
_ / Log) @
t 1+ ¢2

1t
Y el N
/tu+¢%dt

1—t a bt+c .
Onamzz-kl_i_ﬁ.llenwent

(a+b)t?+ct+a=1-t
a+b=0;c=-1; a=1

donc b=—a=-1
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I = % - fﬂ%tldt = Int — $In(1 + t?) — arctant + ¢ = In(tanz) + Incosz — z + ¢ =
Insinz — = + c2pty
g

Exercice 4 (20 points) Soit f : [a,b] — R continue telle que pour tout =z € [a,b], on a
fla+b—2x)= f(z).Montrer que

/aba:f(a:)dwz a;b/abf(x)dx

rsinz
14 cos?2zx

i
En déduire la valeur de I = /
0

— #SOLUTION. 4
na f::vf(:n)dm = f::nf(a+b—a:)dm. Soit t =a+b—z, dt = —dx EDtS

/abxf(a:)dac = /ba(aer—t)f(t)(_dt)
- (a+b)/abf(t)dt—/abtf(t)dt
/ab:cf(x)dx = (a—i-b)/abf(a:)d:c—/abxf(x)dx

Dou

/ab:cf(ac)dﬂc: a;b/abf(x)dx 2pf]

T sin x sin x

™
D’autre part, soit I = /0 mdm = [y xf(z)dx avec f(z) = T o veérifie f(mr—x) = f(x).

Epts ID’ou

.
I = E/ ST 2t
2Jo 1+cos*x

B W/” d(cos )

 2Jo 14+cos?z
i s

= =5 larctan(cos x)];

- 151G

+1

V2

Exercice 5 (10 points) Calculer les racines carrées de . En déduire les valeurs de cos

: v
et sin 5

| #soruTion. 5
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. 1+1 ST . . . T .
oit z = W =e'1 et soit w = v/z = re??; donc w? = 124 = 2 = €i%. Soit :

r=ll 29k:%+2k7rpourk::0,1.

Les racines carrées de z sont

. o
wo = €'8 et wy = (51t

14
D’autre part (cos% + ¢sin %)2 = idonc

\/§
27T o 1
cos” g — sin 1\&
in T T _ 1 D
2s1n8c:os8—ﬁ

2T 2T
cos” g + sin 8—1

\/ 2
On obtient 2c052§ =1+ \/75 donc coszg = %ﬁ et cosf = 2+\/§ ainsi sin% = L
2vV2 +2

27T _
S =

Exercice 6 (10 points) La répartition des salaires horaires en $ de 200 ouvriers d’une entre-
prise se présente comme suit :

Salaires horaires Effectifs n;
[7.5 —10] 20
[10 — 15] 60
[15 — 20] 80
[20 — 30] 40
Total 200

Représenter graphiquement la série statistique par un histogramme.
Tracer le polygone des effectifs cumulés croissants.
Estimer le nombre d’ouvriers qui touchent moins que 19% ’heure.

Justifier que [15 — 20[ est la classe modale

RNl

On vous donne une estimation des parameétres statistiques
Mode : M, = 16; Médiane : M, = 17.5; Moyenne : & = 16.625; Ecart type : o = 5.076

Expliquer la signification de chaque paramétre et commenter leurs valeurs.

| #soLuTioN. 6
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1.
A
0
0
0
20

S5 10 15 20 30

2. On donne d’abord les effectifs cumulés croissants :

Salaires horaires Effectifs cumulés n;..
[7.5 —10] 20
[15 — 20] 160
[20 — 30] 200
Total 200

et le polygone cumulé croissant est : 1P

A

20

10

20

v

S5 10 15 20 30

On a 19 € [15,20[, donc le nombre z de personnes qui touchent moins que 19$ I'heure,

x €]80,160[. On a
z — 80

D’ou x = 144 personnes. 2pts
3. Les classes n’ont pas la méme longueur. Les effectifs corrigés sont :

2 4
0 =8; nz—@:lz; n3=@=16; n4:—0—4.

M=55 7 = 5 10
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D’ou la calsse modale est [15 — 20]

4. La plus grande masse touche environ 16$ I’heure ; la moitié des fonctionnaires touchent moins
que 17.5% I'heure; Le valeur moyenne d’une heure de travail est evalué¢ a 16.625%, la plus
grande majorité touche environ 16.625$ plus ou moins 5$.

On trouve que cette série est homogeéne et le prix d’'une heure de travail est & peu prés le
méme et tourne autour de 168$.

&

Exercice 7 (20 pts) 1. Résoudre : y' () + y(z) = e” cosx
2. Soit I'équation de Bernouilli : zy' +y = y22% (B)
(a) Vérifier que y(z) = 0 est une solution de (B) et que les autres solution de (B) ne
sont jamais nulles.

(b) Donner la solution de (B) dont la courbe passe par le point (1,2).

—_ #SOLUTION. 7

1. Soit I'équation 3" (z) + y(z) = e* cosz (E). La S.G. de (E) est y = yg + yp avec yg4 est la S.G.
de I’équation homogene associée a (F) :

1"

y () +y(z) =0 (5)

dont ’équation caractéristique est A2 +1 = 0 (C). On a A = i est une racine de (C) et
parsuite
Yg = acosx + bsinz, a,beR

yp est une S.P. de (E). On a f(z) = e” cosax = e**(Py(z) cos fz + Q—oo(x) sin fz). Comme
a+1if =14 i n’est pas une racine de (C') alors on pose

yp = e“(acosx + bsinzx); a,b sont & déterminer dans R.

Ona y;(;c) = yp+e®(—asinz+bcos x); y; () = y;,—l—em(—a sinz+bcos z)—y, = 2e*(—asinz+
bcosz). D’apres I'équation (E) on a

2¢”(—asinz 4+ beosx) + e“(acosz + bsinz) = e“cosz
(b—2a)sinx + (a +2b)cosx = cosx
donc
b—2a=0
{ a+2b=1

a=%etb=2 doncy, =% (cosz + 2sinz) et parsuite

T

e
Yy =c1c08x + cosinx + g(cosa:+2sin:c), c1,c2 € R.

2. Soit équation de Bernouilli : 2y’ +y = y2z2 (B)

(a) si y(z) = 0 alors ¢ (z) = 0 et ceci vérife (B) donc y(x) = 0 est une solution de (B).
D’autre part, par divsion de (B) par y? on trouve : zy'y~ 24y~ ' =z? (E). En posant
z(z) =y Yz),onaz (z) = -y 2y et I'équation (F) devient

6 2
—xz +z2=2
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soit

|
z ——z=—-z (L)
x

La S.G.de I'ESSM associée & (L) est z = kexp [ 1dx = kz, k€ REDHY

En posant z = f(z).z comme S.G. de (L) on trouve f (z).z = —z et f(z) = —z +c.
D’ou la S.G. de (L) est :
z=—-x?+cx, ceR

On en déduit que la S.G. de (B) est : y = — - qui n’est jamais nulle.

z2+c
1
La courbe qui passe par le point (1,2) vérifie : 2 = i et donc ¢ = % parsuite
— c
1
y = —5— [Pt
—x4+ 5T
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