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Exercice 1 (30 points) On considére la fonction f définie par

f(@) = |z(z +3)| — |z(z = 3)| — 5z

1. Donner pour chacun des intervalles | — oo, —3[, | —3,0][, |0, 3[, |3, +00] une expression de
f(z) sans la valeur absolue.

2. La fonction f est-elle continue sur R 7 dérivable en un point ? Montrer qu’elle est impaire.
3. Faire le tableau de variation de f

4. Déterminer le maximum et le minimum de f(z) sur [—2, 3] (on exprimera les résultats sous
forme de fraction simplifiée)

#SOLUTION. 1
Soit f(x) = |z(x +3)| — |z(z — 3)| — bz

1. On sait que :
z(x+3)>0 si < —-3ouzxz>0 i z(r—3)>0 si z<0ouzxz>3
z(zx+3) <0 si —3<z<0 z(r—3) <0 si 0<z<3
Ainsi :
pour z < —3 donc z < 0 on a |z(z + 3)| = z(x + 3) et |z(z — 3)| = z(x — 3) donc f(x) =
2’ +3z—22+3z -5z ==z
pour —3 < z < O on a |z(x + 3)] = —z(x + 3) et |z(z — 3)| = z(z — 3) donc f(x) =
—z% — 3z — 2% + 3z — 5xr = —222 — 5z
pour 0 <z < 3 on a |z(z + 3)| = z(z + 3) et |z(x — 3)| = —z(z — 3) donc f(z) = 2% + 3z +
z? — 3z — bz = 2z% — 5z
pour z > 3 on a |z(z + 3)| = z(z + 3) et |z(z — 3)| = 2(z — 3) donc f(z) = z. EPI En

résume :
T si x<—-3ouxz>3
flx)=<{ —22% -5z si -3<z<0
2¢2 —bx  si O<z<3

2. Tout polynome est continue sur R la fonction z — |z| est continue sur R donc f est continue
sur R [ Dt Pour la dérivabilité il suffit de la vérifier sur les points qui séparent les branches
de f(z) car en dehors de ces points on a des polynémes qui sont dérivables [ pts|
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Au point g = =3 : lim M: 5d — 1let lim M
r——3" r+3 z——-3x + 3 r——3+ z+3
92 _
e i L S P
z——3 z+3 r——3
— —922 _ _
Au point zg = 0 : lim M = hmM — B ot Em M
9 x—0~ iy z—0 x z—0+ €T
hr%u - _5
r— €T
— 2 2 _ o
limM:limx_sz
r—3+t = —3 r—3x — 3

Comme fy(=3) # fo(=3); f,(0)
ne ’est ni en —3 ni en 3 [3__5(]@]
D’un autre coté le domaine de définition de f est R donc centré en O L pts et

f(=x) | —x(—x+3)|— | —z(—z —3)| + 5z
|z(z — 3)| — |z(x + 3)| + 5z

—[lz(z +3)| = |z(z - 3)| — 5]

f3(z)

coszx chx
sinz chx

Exercice 2 (45 points) : On considére les fonctions

{ fi(z)

fa(2)
fa(z)

cosx shx
sinz shx

dont voici, en désordre, les courbes représentatives autour de 0O :

2 12

Xﬁ/ . -E\\A‘\%l%\é -‘z/ﬁr:

= f,(0); f;(S) # f,(3) alors f est dérivable en 0 mais elle

= —f(z) Eptd
et parsuite f est impaire.
3. On a
1 si < —-3ouz>3
fz)=<{ —4x—5 si -3<z<0
4x —5  si O0<z<3
et le tableau de variation est
x —00 -3 —g 0 % 3 +o0
f () + + — - + -
fl@) | =00 /=3 /S 2 N0 N\ % /3 +00
4. La plus grande valeur de f sur [—2, 3] est %5 atteinte au point r; = —% et la plus petite valeur
de f sur [~2,3] est —22 atteinte au point zo = 2 [ DS,
g

1. Compléter le tableau suivant et retrouver le nom de la courbe représentative de chaque
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fonction
’ f(z) H £(0) ‘ parité ‘ courbe ‘
fi(z)
fa(z)
f3()
fa(z)
2. Calculer le développement limité a 'ordre 5, au voisinage de 0, de fa(x)

—_ #SOLUTION. 2

premier terme du D.L de f3(x) alors le D.L de

3. Calculer le développement limité a l'ordre 5, au voisinage de 0, de f3(x)

4. En utilisant les deux développements ci - dessus, quel est I’ordre du développement limité

fo()
f3(x)

au voisinage de 0 que vous pourriez obtenir pour la fonction f(x) = Donner ce

développement limité pour f(x)
Calculer lir% f(x) et déduire que f est prolongeable par continuité en 0. Donner la fonction
Tr—

g(z), le prolongement de f par continuite en 0.

1.
] f(z) H f(0) ‘ parité ‘ courbe ‘
fi(z) 1 paire D liere colonne 4 x 1 = 4pts
Ja(x) 0 impaire A 2ieme colonne 4 x 1 = 4pts
f3(z) 0 impaire C 3ieme colonne 4 x 1.5 = 6pts
fa(x) 0 paire B
2 ozt 3 2P
2. fa(x) = cosz shx = (1—?—1—%—1—36 e(z ))(m—i—g—i—m—i—x e(x)) :x—%m?’—%xf’—i—
xoe(x) [6pts
3 5 22 gt
3. f3(z) = sinx chx = (m—€+ﬁo+x e(x))(1 +—+ﬂ+m Se(z)) = x4 32° — 5% +
S¢(x) [6.pts|
L0 fa(z) 0 ) .
. On a Fal@) © ~ = et comme le premier terme du D.L de fa(x) est de degré 1 > au degré du
3

fa(x)
fs(z)

existe en 0 et comme fy et f3 sont

devéloppés a 'ordre 5 et comme le premier terme du D.L de f3(z) est de degré 1 alors le D.L
que l'on peut obtenir pour f(z) en 0 est & 'ordre 5 — 1 = 4[4 pts|,

fz) = x—%xz}—%x + z5¢(x)
T+ 123 — 3525 + 25e(z)
B —%:132——0:1: + zte(x)
C 14122 - 0374 + z4e(z)
2
= 1—§$2+§x + zte(z) [0 DL

d’aprés la division dans l’ordre croissant ci-dessous

1—%x2—%x4 14422 — Lot
2_ 1.4 _i? 54
1+§:c2 230:1: 1 327+ 57
2,2 2.4
31'24995
gl‘
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D.

lin%f (z) = 1ir%[1 — 227 + 22" + 2%¢(x)] = 1 finie donc f est prologeable par continuité en 0
r— r—

B ptslet son prolongement est

cosx shxr .
—— 81 x#0
g(z) = sinz chx 2 pts.
1 si =0

e

—_#SOLUTION. 3
1.

. Soit g(z) = f(z) —z, on a g (z) = 1_1=

Exercice 3 (25 points) : On note f la fonction définie sur |0, +o0o[ par f(z) =1+ Inz. Soit
u la suite définie par son premier terme ug > 1 et par la relation de re’currence up+1 = f(uy).

1. Démontrer que la suite est bien définie et qu’elle est minorée par 1.
2. Etudier le signe de f(z) — 2 sur [1, +oo[.

3. Etudier la monotonie de w.
4

. En déduire que (uy,) est convergente, et donner sa limite.

On a ugp > 1, supposons par récurrence que u, > 1 alors In(u,) > 0 et up+1 = 1+ 1n(u,) > 1.
Parsuite (uy,) est bien définie et elle est minorée par 1 B Pts,

1—2z
< 0 .pour tout z > 1 et g(z) est

décroissante sur cet intervalle et donc sa valeur maximale est g(1) = 1+Inl1—1 =10
parsuite g(z) <0, Vz € [1,+oo[. BDPHS,

3. 0n a tny1 — Up = f(tn) — up = g(u,) < 0 parsuite (uy) est décroissante A pts|

4. La suite (uy) est décroissante minorée donc elle est convergente, soit | = lim u,, & P, Comme

f est continue sur [1, +oo[ alors I = f(I) LPES., soit I = 1 +1In(l) donc I —In(l) = 1 et parsuite
1=12Dpt

&
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