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SOLUTIONS

Exercice 1 (20 points) Questions indépendantes

1. Montrer que f (x) = x ln |x| est impaire sur R. Calculer lim
x→0

f (x) et lim
x→+∞

f (x) . (6pts)

2. On considère la fonction f (x) =

√
x+ b−

√
a2 + b

x− a2 , où a et b sont deux nombres réels

quelconques. Étudier la limite de f (x) quand x tend vers a2 (8pts)

3. Étudiez la convergence de la suite de terme général : un = (an + bn)1/n où a et b sont
deux réels donnés avec a > b. (6pts)

Solution1

1. On a ∀x ∈ R : f (−x) = (−x) ln |−x| = −x ln |x| = −f (x) 2 points
donc f (x) est impaire sur R
lim
x→0

f (x) = lim
x→0

x ln |x| = 0 2 points

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x ln |x| =∞ 2 points

2. Pour x = a2 on obtient une forme indéterminée
(
0

0

)
Pour x 6= a2 :

f (x) =

√
x+ b−

√
a2 + b

x− a2 ×
√
x+ b+

√
a2 + b√

x+ b+
√
a2 + b

3 points

=

(
x− a2

)
(x− a2)

(√
x+ b+

√
a2 + b

) = 1(√
x+ b+

√
a2 + b

) 2 points

Donc f (x) →
x→a2

1

2
√
a2 + b

3 points

3. lnun =
1

n
ln (an + bn) =

1

n
ln

(
an
(
1 +

(
b

a

)n))
= ln a+

1

n
ln

(
1 +

(
b

a

)n)
3 points

comme
b

a
< 1, on a lim

n→∞

(
b

a

)n
= 0

par conséquent lim
n→∞

lnun = ln a et lim
n→∞

un = a. 3 points
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Exercice 2 (20 points) Etudier la continuité et la dérivabilité en 0 de la fonction

f (x) =

{
x3 sin

1

x
si x 6= 0

0 si x = 0

Solution2

1. sin
1

x
est une fonction bornée : lim

x→0

(
x3 sin

1

x

)
= 0 = f (0) . Donc f est continue au point

x = 0 10 points

2. lim
x→0

f (x)− f (0)
x− 0 = lim

x→0
x2 sin

1

x
= 0 alors f (x) est dérivable au point x = 0. 10 points

Exercice 3 (20 points) On considère la fonction f (x) = sin
(
x+

π

4

)
.

1. Montrer que f (x) s’écrit f (x) =

√
2

2
(sinx+ cosx) (2pts)

2. Calculer le développement limité au voisinage de 0 à l’ordre 5 de f (x) . (pts)

3. Déduire l’équation de la tangente à la courbe de f au point x = 0 et la position locale de
la courbe de f par rapport à cette tangente. (5pts)

4. En faisant un changement convenable de variable, déduire lim
x→π

4

sinx−
√
2
2

x− π
4

(8pts)

Solution3

1. sin
(
x+

π

4

)
= sinx cos

π

4
+ sin

π

4
cosx =

√
2

2
(sinx+ cosx) 2 points

f (x) =

√
2

2

((
x− x3

3!
+
x5

5!
+ εx5

)
+

(
1− x2

2
+
x4

4!
+ εx5

))
=

√
2

2

(
1 + x− x2

2
− x3

3!
+
x4

4!
+
x5

5!
+ εx5

)
5 points

2. L’équation de la droite tangente au point x = 0 est y =

√
2

2
(1 + x) 3 points

Au voisinage de 0 on a f (x)− y =
√
2

2

(
−x

2

2
− x3

3!
+
x4

4!
+
x5

5!
+ εx5

)
Le signe de(f − y) est celui de −x

2

2
, donc f (x)− y < 0, par conséquence, la courbe de f est

au déssous de la tangente. 2 points
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­3 ­2 ­1 1 2 3

­1

1

2

x

y

3. Soit g (x) = sinx, Posons x = t+
π

4
2 points d’où

g (x) = f (t) =

√
2

2

(
1 + t− t2

2
− t3

3!
+
t4

4!
+
t5

5!
+ εt5

)

=

√
2

2

1 + (x− π

4

)
−

(
x− π

4

)2
2

−

(
x− π

4

)3
3!

+

(
x− π

4

)4
4!

+

(
x− π

4

)5
5!

+ ε
(
x− π

4

)5
2 points

=

√
2

2
+

√
2

2

(x− π

4

)
−

(
x− π

4

)2
2

−

(
x− π

4

)3
3!

+

(
x− π

4

)4
4!

+

(
x− π

4

)5
5!

+ ε
(
x− π

4

)5
sinx−

√
2
2

x− π
4

=

√
2

2

1−
(
x− π

4

)
2

−

(
x− π

4

)2
3!

+

(
x− π

4

)3
4!

+

(
x− π

4

)4
5!

+ ε
(
x− π

4

)4
2 points

Alors lim
x→π

4

sinx−
√
2
2

x− π
4

=

√
2

2
2 points

Exercice 4 (20 points) Soient a, b deux réels tels que 0 < a < b. On considère les suites
(un)n∈N et (vn)n∈N définies par

un+1 =
√
unvn u0 = a

vn+1 =
un + vn
2

v0 = b
(1)

1. Montrer que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont à valeurs positives et que un ≤ vn pour
tout n ∈ N (8pts)

2. En déduire que la suite (un)n∈N est croissante et majorée et que la suite (vn)n∈N est
décroissante et minorée. (8pts)

3. Montrer que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont adjacentes.(4pts)

Solution4

1. Montrons par récurrence que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont à valeurs positives.
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La propriété est vraie pour n = 0 puisque 0 < a < b. 2 points
Supposons la propriété vraie pour un entier n donné et montrons que la propriété est alors
vraie pour l’entier suivant.

Si un ≥ 0 et si vn ≥ 0 alors
√
unvn ≥ 0 et

un + vn
2

≥ 0 et par conséquent un+1 =
√
unvn ≥ 0

et vn+1 =
un + vn
2

≥ 0 2 points

Par ailleurs, pour tout pour tout n ∈ N∗,

vn − un =
un−1 + vn−1

2
−√un−1vn−1 =

1

2

(
un−1 + vn−1 − 2

√
un−1vn−1

)
=
1

2

(√
un−1 −

√
vn−1

)2 ≥ 0 2 points

Puisque vn − un ≥ 0 on en déduit que vn ≥ un 2 points

2. Pour montrer que la suite (un)n∈N est croissante, montrons que pour tout n ∈ N la quantité
un+1 − un est positive.
D’après ce qui précède, on a : un+1 − un =

√
unvn − un ≥

√
unun − un = 0 2 points

Pour montrer que la suite (vn)n∈N est décroissante montrons que pour tout n ∈ N la quantité
vn+1 − vn est négative. On a :
vn+1 − vn =

un + vn
2

− vn =
un − vn
2

Or vn ≥ un ∀n ∈ N donc vn+1 − vn ≤ 0 2 points

Puisque la suite (un)n∈N est croissante et que la suite (vn)n∈N est décroissante on a pour
tout n ∈ N : un ≥ u0 et vn ≤ v0.
D’après la première question, on en déduit que pour tout n ∈ N, u0 ≤ un ≤ vn ≤ v0 2 points
ce qui permet de conclure que la suite (un)n∈N est majorée par v0 et que la suite (vn)n∈N est
minorée par u0. Donc (un)n∈N et (vn)n∈N convergent. 2 points

3. Pour montrer que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont adjacentes, il reste à vérifier que
lim
n→∞

(vn − un) = 0
Soit `1 = lim

n→∞
un et `2 = lim

n→∞
vn et donc et `2 = lim

n→∞
vn+1

On a vn+1 =
un + vn
2

donc si n→∞ : `2 =
1

2
(`1 + `2) =⇒ `1 = `2 2 points

par conséquent que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N convergent vers une même limite. Cela
implique que
lim
n→∞

(vn − un) = lim
n→∞

vn− lim
n→∞

un = `2 − `1 = 0 2 points

Exercice 5 (20 points) Un piéton qui est en un point B veut aller en A, en prenant au
passage un autobus le long d’une route.
Chercher la position du point C où ce piéton doit prendre l’autobus pour qu’il arrive en A dans
le temps minimal. La vitesse de l’autobus est V , celle du piéton est V ′ < V. En prenant comme
variable l’angle x = D̂BC.
La distance de l’autobus (D) au point A est DA = ` , la distance du piéton à l’autobus est
BD = a.
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Solution5

La durée totale du parcours de B à C puis à A est t =
BC

V ′
+
CA

V
3 points

D’après la géométrie de la figure on a : cosx =
BD

BC
=

a

BC
soit BC =

a

cosx
et tanx =

DC

a
donc

DC = a tanx 3 points

CA = DA−DC = `− a tanx 2 points

alors t =
a

V ′ cosx
+
`− a tanx

V
3 points

dt

dx
=

a sinx

V ′ cos2 x
− a

V cos2 x
5 points

dt

dx
= 0 si

1

V ′
sinx− 1

V
= 0 donc si sinx =

V ′

V
4 points

Remarque
Si on donne à x une valeur inférieure à la valeur critique , par exemple sinx = 0,on aura cosx = 1

donc
dt

dx
< 0 et comme

dt

dx
s’annule ensuite, c’est bien un minimum.
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