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SOLUTIONS

Exercice 1 (20 points) %’Questions indépendantes%s’
1. Montrer que f (z) = zIn|z| est impaire sur R. Calculer lir%f (x) et 11141_1 f(x). (6pts)
Tr— T—+00
Vo +b—Va?+b

x —a?
quelconques. Etudier la limite de f (x) quand z tend vers a® (8pts)

2. On consideére la fonction f () , ol a et b sont deux nombres réels

3. Etudiez la convergence de la suite de terme général : u, = (a™ + b")"/™ ot a et b sont
deux réels donnés avec a > b. (6pts)

— #Solutionl

1.OnaVz eR: f(—z)=(—z)In|—z|=—zln|z| = - f (z)

donc f (z) est impaire sur R

tm 7 (2) = limy ] =0 [2 iy
i (0) = tim_ ol = o [Zpoins]

2

ol o

2. Pour x = a“ on obtient une forme indéterminée <

Pour = # a? :
Vz+b—Va2+b Vz+b+Va?+b .
f(2) = T — a2 X\/x+b+\/a2+b
)
e ==

- (ve+B+ Vo +3) B (Va+b+Var+b

1
Donc f(x) — ———— 13 points
@) =, 7= 3 points]

1 1 b\" 1 b\"
. Inwu, = -1 ) = —1 1 — =1 —In(1 — int
3. Ity = > 1n (a7 + 87) n((+() )) +n(+())

n
comme é <1,ona lim (é> =0
a

n—oo \

par conséquent lim lnu, =1Ina et lim u, = a.
n—oo n—oo

-
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Exercice 2 (20 points) Etudier la continuité et la dérivabilité en 0 de la fonction

f(:z):{ x?’siné st z#0

0 st =0

___ #Solution2

T z—0 T

@O ., 1 y o -
2. i{r}) — 0 - }:Ln%w sin— = 0 alors f (x) est dérivable au point z = 0.
g

1 1 . .
1. sin — est une fonction bornée : lim (x3 sin > =0 = f(0). Donc f est continue au point

Exercice 3 (20 points) On considére la fonction f (x) = sin <a: + Z) .

2
1. Montrer que f (z) s’écrit f (x) = \2[ (sinz + cosz) (2pts)
2. Calculer le développement limité au voisinage de 0 a 'ordre 5 de f (). (pts)
3. Déduire ’équation de la tangente a la courbe de f au point x = 0 et la position locale de

la courbe de f par rapport a cette tangente. (5pts)

sinz — V2

4. En faisant un changement convenable de variable, déduire lim ———2 (8pts)
= T

— #Solution3

N——

2
1. sin (x—i—% = sinxcos% +sin%cosx = \2[ (sinz + cos )

\/5 x3 2P 5 x? ozt 5
f@=F(\e-gtgtee)t{l-gtgte
\/5 x? 23 i 5 =
22(14—.73—2—3!4—4!—1-5!—1-&%) 5 points
2. L’équation de la droite tangente au point x =0 est y = @ (1+2z)
. q g p Y 9 p

9 2 3 4 5
Au voisinage de O on a f (z) —y = \2[ (_:v2 = z!—i-i!—i-z!—i-sﬁ)
2
Le signe de(f — y) est celui de —%, donc f (z) —y < 0, par conséquence, la courbe de f est

au déssous de la tangente.
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]

\

3 2
~— 4
pa

3. Soit g (z) = sinx, Posons x =t + % d’ou

2 A R
\/—_(1+t————+—+—+5t5>

NS
&
I
~
—~
=
I

2 2 31 41 5l

z— 4 2 2
. sin:z:—‘/Ti V2 -
Alors limy =25 =75

z—7

4

Exercice 4 (20 points) Soient a,b deux réels tels que 0 < a < b. On considére les suites
(Un)neN et (U”)nGN définies par

Un+1 = /UnUn Uy = a
Uy + U (1)
B Vg = b

Un+1 =

1. Montrer que les suites (un),cy €t (Un),cyn sont & valeurs positives et que u, < v, pour
tout n € N (8pts)

2. En déduire que la suite (un),cy est croissante et majorée et que la suite (v,),cy est
décroissante et minorée. (8pts)

3. Montrer que les suites (), ey €t (Vn),cy sont adjacentes.(4pts)

___ #Solution4

1. Montrons par récurrence que les suites (un),cx €t (Un), ey SOnt & valeurs positives.
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La propriété est vraie pour n = 0 puisque 0 < a < b.

Supposons la propriété vraie pour un entier n donné et montrons que la propriété est alors

vraie pour I'entier suivant.

. . Up + U
Siuy, >0 et siv, > 0 alors \/u,v, > 0 et % > 0 et par conséquent un,+1 = /upvy >0

Up + VU .

Par ailleurs, pour tout pour tout n € N*,
Up—1 + Up—1

Up — Up = - 9 VUn—1Un—-1 =

1 2 :
- (T v 20
Puisque v,, — u, > 0 on en déduit que v, > u,

2. Pour montrer que la suite (un)neN est croissante, montrons que pour tout n € N la quantité
Up4+1 — Uy est positive.

D’apreés ce qui précede, on a : Upy1 — Uy = /UnUn — Up > /Unply — Uy =0
Pour montrer que la suite (vy,),,c est décroissante montrons que pour tout n € N la quantité
Upt1 — Uy est négative. On a :
sy g = YTV Un T Un
n+1 n 2 n 2
OranUHVnENdoncvnH—vngO
Puisque la suite (uy),cy est croissante et que la suite (vy), oy est décroissante on a pour
tout n € N : u, > ug et v, < vg.

D’apres la premiére question, on en déduit que pour tout n € N, ug < u,, < v, < vg
ce qui permet de conclure que la suite (uy,), oy est majorée par vg et que la suite (vy,), oy est

minorée par ug. Donc (un),cy €t (Vn),cn convergent.

3. Pour montrer que les suites (un),cy €t (Un),cy sont adjacentes, il reste a vérifier que

lim (v, —u,) =0
n—oo

Soit ¢1 = lim u, et f2 = lim v, et donc et {3 = lim v,
n—oo n—oo n—oo

1
Ona vn_,'_l:wdonCSin—>OO:52:§(€1+£2):>£1:£2

par conséquent que les suites (up),cy €t (Vn),cy convergent vers une méme limite. Cela
implique que

Jin En=a)= o s i 0h = =t =0

(unfl + Up—1 — 2\/unflvn71)

N |

-4

Exercice 5 (20 points) Un piéton qui est en un point B veut aller en A, en prenant au
passage un autobus le long d’une route.

Chercher la position du point C' ol ce piéton doit prendre I’autobus pour qu’il arrive en A dans
le temps minimal. La vitesse de 'autobus est V, celle du piéton est V! < V. En prenant comme
variable 'angle x = DBC.

La distance de l'autobus (D) au point A est DA = ¢ , la distance du piéton a l’autobus est
BD =a.
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17
e ¢ Y —{.
D
a
X
RV
B
___ #Solution5
4 . N BC CA -
La durée totale du parcours de B & C puis 4 A (EtDt =V + 2 oo
a a
D’aprés la géométrie de la figure on a : cosz = —— = —— soit BC' = et tanx = — donc
BC BC cos x a
DC =atanz
CA=DA—-DC ={—atanz |2 points|
a {—atanz
alors t = 3 points
asinx a
— = = 5 points
céa: 14 COT2 xz V C(i)SQ 73 -
&
— =0si —sinx — — = 0 donc si sinx = — |4 points
= VST -y v
Remarque
Si on donne & x une valeur inférieure a la valeur critique , par exemple sinz = 0,0on aura cosx = 1
t dt . . ..
donc . < 0 et comme e s’annule ensuite, c’est bien un minimum.
x x

Partiel sem1 2018-2019 Le Cnam-Liban



