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Exercice 1 (10 points) Vrai ou Faux, justifier.
Chaque réponse correcte rapport 2 points, Chaque réponse incorrecte ou non justifiée enléve 1
point.

1. Si lim f(x) =41 et lirén f (x) = —1 alors f est continue au points x = 0.
x—0—

x—0+
cuy u'v—ud v/ v?
25i(y) =T s (y) =
3. Si f (x) est une fonction périodique de période T alors f (x+T) = f (x —T) = f (x)
2
. qs X . X
4. Si xEer — = o alors xEToo o = +o0

5. Le théoréme de Rolle est applicable pour la fonction f (x) = x2/3 sur [—8, 8]

SOLUTION 1

1. |FAUX|: f est continue au points x = 0 si 11m+f( xX) = lll’(I)l f(x)=f(0).
x—0 x—0—
/ —
2. [FAUX]: (3) = “‘uizm‘
3. f (x) = f(x +kT),Vk € Z.
2
4. |[FAUX|: 11r£1 ;7 0, (par comparaison si x est grand x> < 2%)
5. | FAUX |f n’est pas dérivable au point x = 0.

Exercice 2 (3 X 5 = 15 points) : Questions indépendantes :
4y
dx"
2. Soit f : R — R, continue, telle que, Vx € R etVy € R, f (x+y) = f (x) + f (y) . Montrer que

VneN: f(n)=nf(1)

3. Soit (u),cp+ Une suite numérique telle que : u, =

1. Siy (x) = x%* montrer que = (¥*+2nx+n(n—1))e€

In (n)
Vit + 4

Montrer que u, est convergente

et calculer sa limite.

4. Calculer lirJrrl (Vx—+vVx+1)
X— 00
5. Calculer la dérivé de la fonction g (x) = /x% +2/x
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SOLUTION 2
l.n=1: Zz =2xe* +x%e* = (x? +2x) " = (2 +2x 1x+1x (1—1)) ¢
2
nzzzsz:(2x+2—|—x2+2x)e":(x2+2><2x+2(2—1))ex
n

Supposons que sz = (x*+2nx+n(n—1))e* alors:

qnt+1

dxng = (2x+2n+x*+2nx+n(n—1))e" = (2+2(n+1)x+n(n+1))e
2. Onan=)_(1):donc f(n) = (Z ) Y f()=nf(1)

k=1 k=1 k=1
Oubien: f (1) =1x f(1), f(2)=f(1+1)=f1)+f(1)=2f(1)
Soit f (n) = nf (1) alors f (n+1) = f (n) + f (1) = nf (1) + £ (1)
3. On sait que Vx € R*t, Inx < xd’ou: 0 < u, < v, = _r
nt+4

La suite v, est convergente et tend vers zéro Donc il en est de méme de (u,,)

4 i JaiEl _ (VA= VaE+T) (Ve Ve +T) x—(x+1) 1 o
VX +vVx+1 VX+vVax+1 VX + VX +1 xe
5. g(x) = Va2 + 2z = (2 +2y/x)"?
oo dyx 1
ona (y/u) _Zﬁet ix "2k
u:952+2\/§:>u’:2x—|—\}E
1
() E__ En/Th
S NN NN XN

Exercice 3 (10 points) Vérifier le théoreme de Lagrange sur la fonction
f)=(x=1)(x-2)(x=3)

sur [0,4]

SOLUTION 3

La fonction f (x) est continue sur [0, 4] et est dérivable sur |0,4],

f(4) =6 et f(0) = —61point|
f(x) = x> —6x% + 11x — 6 donc f' (x) = 3x% — 12x + 11 existe sur ]0,4[

fO-f0O) _ 4 :
Alors 3c € ]0, 4] tel que - 2 ) = f'(c)| 2 points
+ -
S d Ff (o) — 32 _ _ 2 _ —
cad. f'(c) =3¢ —12c+11 = T 3 = 3¢* — 12c + 8 = 0| 2 points
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L _6£V36-21 6+V12
a )

3
6+v12 2 : 6— /12 :
=—p—= 5\@+2 = 3.155 € ]0,4[ 1 point et c; = — =08453¢ 0,4( 1 point|
g

Exercice 4 (20 points) Soit (1), la suite définie par la relation de réccurrence

u, +3
Up41 = B
et ug =1

1. Soit (vy,), la suite de terme générale v, = u,;1 — u,. Montrer que la suite v, est une suite
géométrique. Exprimer v, en fonction de n
n—1
2. Soit (S,) la suite de terme générale : S, = ) _ v). Déterminer la limite de S,,.
k=0
3. En déduire que la suite u, est convergente et déterminer sa limite

SOLUTION 4

3 _1+3 — Uy - :
I8 Onavn:”n—l-l_u”:un;— —= 12+ = 2un : :vn2 1

v, est donc une suite géométrique de raison g =

1\" ;
donc Vn € N ona v, = v <2> 1 point
. . Up + 3 . .

Op = U1 — Uy = 5 —uo—l Ipomt
. 1 .
finalement v, = o 2 points

n—1 n
B 1-(1/2)" 1 ,
2. VHENonaSn—;U;{—UQW—Z—F ZPOll’ltS

-0
: : 1 .
Jim 5, = lim, (2 i ) =2 [ points|
3. Sp=vo+v1+--4vy=(ug —up)+ (ua—ug) +-- -+ Uy —Uy_1) =ty — g = Uy — 1

N —

Exercice 5 (30 points) Considérons la fonction

f(x)=(x¥*-1)In

x+1
x—1

1. Déterminer le domaine de définition de f et montrer qu’elle est impaire.

2. Calculer lirr} f (x), en déduire lim1 f(x)
x— x——
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3. En déduire la fonction g (x), le prolongement par continuité de f. La fonction g est-elle déri-
vableen 17?.

4. Déterminer I’asymptote a la courbe de f

1

X

1+x
1—x

5. Soit D; = ]0,1[ U ]1, +oo[. Pour tout x € D; posons 1 (x) = ln‘

En étudiant la fonction /1, montrer que l'on a & (x) > 0 pour tout x € |1,4o00[ et qu'il
existe « € ]0,1[ tel que /1 (x) < O pour x € |0,a] eth (x) > 0 pour x € |a, 1]

Montrer que pour tout x € Dy ona f’ (x) = 2xh (x).

Dresser le tableau de variations de f . Calculer f’ (0) et tracer la courbe de f.

SOLUTION 5

1. La fonction f (x) est définie pour x # £1 donc son domaine est D = R—{—1,1}
—x+1 —x+1 x+1
f(=x) = (="~ 1)n| 225 - —f®)

—x—1 71l x—1

Pour tout x € D : f (x) est impaire
2. f(x)=(x+1)(x—1)(In|x+ 1| —In|x —1|)
on sait que lim xInx = 0 donc lim (x — 1) In (x — 1) = 0 par suite chlil’}f (x) = 0

x—0 x—1
Comme la fonction f (x) est impaire on a aussi xlg{ll f(x)=0

3. La fonction f (x) n’est pas continue en x = =+1 mais lilrn1 f(x) = lirr} f (x) = 0 donc elle est
X—— x—

prolongeable par continuité

1
(x>=1)In itl‘ si x #+1
g(x) = 0 si x=—1
0 si x=+1

2 x+1
(x 1)1n o

~ (-]

= —(**-1)In

lim M — lim
x—1 x—1 x—1 x—1

Puisque chlir} In |x — 1| = —oo, la fonction g (x) n’est pas dérivable en x = 1.
x+1

‘ zlirr}(x-i-l) (In(14+x) —In|x—1|)
X—

4, T 2y (x*=1)In

X—00 X xX—oo X

1 .
== - t
posons t T x 000 1 poin

1/2 -1, |1/t+1 1—2 |1+t
F(t) = 1 = 1
B == n’l/t—l‘ n

x—1

In|1+¢t In|l—t¢ .
—(1_p _
; — = (1 t)( ; ; 1 point

. . In|1+4¢| . In|1—¢ ;
— 2} = —l= T A el S QS [
Onalim (1 t ) 1,lim 1et 11rr(} ; 1|Ipoint

t—0 t—0 t

5 e fx) .
donc:Lim F (#) = lim == = 1(1 - ( 1)) = 2|1 point |
d’ol1 y = 2x est I'asymptote a la courbe de f .

1
5. h(x)zln(x+1)—ln|1—x]—;
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-1 1 2 1 x
/ — — —
La fonctlon h est donc strictement croissante sur ]0 1[ et strictement décroissante sur |1, +oo|

chli%h = —0o, hrr} (h) = —|—oo,}}£r01° (h) =O

Puisque & est continue, on déduit du théoréeme des valeurs intermédiaires qu’il existe un
unique nombre « € |0, 1] tel que & () = 0, alors h (x) < 0 pour x € |0,a[ eth (x) > 0 pour

x € |a, 1.

x 0 x 1 +o00
h(x) o] e TON 2 points
—00 0
s _ x+1 2 1 -1\ _ 1 o
pourxeDl.f(x)—len _1‘+(x 1) <1—|—x T —2xln7|x_1| x+1]—2=

2xh (x)

donc sur D; : f' (x) alesignedeh (x).

BONUS [Tableau de variations de f

X 0 o 1] [+ .
1. 2 points
fOIONf@ ]| ] o /™ Z'
Le calcul de f (x) mené dans la question précédente montre que f' (0) = —2 Comme la
fonction f est impaire, la courbe de f a pour centre de symétrie 1’origine des axes.

f(x) A

&

Exercice 6 Déterminer les dimensions d"un rectangle d’aire maximale que nous pouvons inscrire a
I'intérieur d"un cercle de rayon R
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dA _ d

dx — dx

(x 4R? — x2> —

SOLUTION 6

Soit x et y les longueurs des cotés du rectangle. L'aire du rectangle est A = xy

2R

d’apres le théoréme de Pythagor on a x> + y> = 4R?> = y = V4R2 — x2
(y > 0 car il représente une longueur), donc A = x\/4R? — x% et x € [0,2R]
4R? — 2x2

T o peints|

A’ (x) = 05i 4R — 222 = 0 => x = v/2R |1 points |
A'>0sio<x<ﬁRetA'<0siﬁR<x<2R
Pour x = V2R : A = <\/§R) VARZ = 2R? = 2RV/RZ = 2R? 1 points|

x |0 V2R 2R
A7 0 i
A 0] 7| Max =2R? | \,

L'aire du rectangle est maximale lorsque x = R\/2 ety =

0

&
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