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SOLUTIONS ¥

Exercice 1 (20 points) :

1. Donner le D.L de en l'infini a ’ordre 3.

1+ x
2. Déduire le D.L de In (1—J|C-X) en l'infini a I'ordre 2.

3. Déterminer 1'equation de l'asymptote & la courbe de la fonction f(x) = xIn <1ix) , ainsi

que sa position relativement a la courbe.

SOLUTION 1

1 1 t 1
1_ = = M = — 2 t
1+x x(1+1/x) 1+4¢ g xx:’ooo
1 1 1 1
_ 2 3 ) _ 3
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X 1 1 1
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1+x x+x2+x28(x)
) 1 1 1
SOltM——;'f—?‘f‘ﬁS(X)x:)ooO
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X . . _i 2 .
ln(1+x)_ln(1+u)—u 2—|—u£(u)
1 1 1/ 1 1)\? 1 1\? 1 1 1 ‘
_(_+>_2(_x+x2) +<_x+x2) £(x) = =2+ g e (x)| £ poinis|

x  x2
1 1 1

3. f(x) =xIn <1ix> =x (—x—|—2xz+xzs(x))

1 1 .
=l i 5l =, 4]

Donc y = —1 est une asymptote horizontale a la courbe de f .

) -y o

7 Au voisinage de +oo I’'asymptote est au dessous la courbe
7 Au voisinage de —oo I'asymptote est au dessus la Courbe
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Exercice 2 (30 points) Pour tout n € IN* et pour tout p € IN, on pose
1
Ly = / 1" (Inx)Pdx
0

1. Intégrer par parties I, pour établir la relation :

In,p - = In,p—l

p
n+1
sachant que [x*(Inx)F] o) = 0 pour tous «, > 0.

2. Sachant que I,,p = montrer que

1
n—+1’

__(=)rp
mp (n+1)p+1

3. Déduire, fo 3(Inx)%dx

SOLUTION 2

p—1
u=(nx)! = du= p%

1. Intégration par parties : o &
dv = x"dx = v =
n+1
1 1+ , 4 p 1 )
o= "(Inx)Pdx = 1 = "(Inx)P~ int
np /Ox(nx)dx n+1(nx) . n_i_l/ox(nx) dx
n+1 1
Onaln(1) =0et (x"* (lnx)p)(o) =0 donc ;lc+ 7 (Inx)” .

1
Soit In,p = _nL-?—l‘/() xn(IHX)p_ldx = _nL-?—lIn'p_l

et (2 ()
= () (551) (i)
:(_n—pH)( Z+i)< > "(_n )( nll)lno
:<_"i )( Zﬁ)( n+1> ( +1>< +1) <n+1> |5 points|
S (<1la)+pl><n)+1> <(n+)1> £ )()nil—(,i ))pﬂ

3. En utilisant la derniere formule, avec n = 3 et p = 2, on trouve;

1 (-1)% @) 1 .
Jo ¥(Inx)>dx = Gr1f 3@
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Exercice 3 (25 points) L'équation du mouvement d'un oscillateur harmonique avec résistance de
lair est :
X+ w?x+rx|x | =0 (1)

olt x = x (t) est la position a I'instant ¢ , et r sont deux parametres positifs. Soit v (x (t)) = x'(t)
la vitesse au point x(f).

1. Montrer que ’équation (1) est équivalente a I’équation de Bernoulli.
v (x) + orv(x) = —w?xv! ()

oo = Pl _ +1 (o désigne le signe de v)

2. Utiliser un changement de variable convenable pour montrer que 'équation (2) est équiva-
lente a une équation linéaire que 'on doit préciser. Résoudre cette derniere équation linéaire
en déduire la solution de 1’équation (2) sachant que v(0) = 0.

SOLUTION 3

dv  dvdx
o " _av_uoar / _ .
1. Onav(x) =x"(t) doncx” (t) = = xdr = ° (x)x'(t)=wv (x)v(x)
x'|x'| = vy :(702
L'équation (1) s’écrit : v'v + w?x + 0rv? = 0 <= v’ + 010 = —w?xv !

donc c’est une équation de Bernoulli, x = —1

2. Posons z = 2 = z/ = 200’
/

(2) = Z borz=—wx

2
/
1
ESSM %+0rz:0 <— 22132; = —0rz < dj = —20rdx

dZ _ _ : _ —20rx g
?——Zar/dxz>lnz——2c7rx+C soit z = Ke

Ly EASM e propose la solution particuliere z = f (x) e 27" donc z/ = f'e 27" — 207 fe 27"~

/!
1
ZE +orz = —w?x = > (fle™27% — 207 fe™0"%) + grfe 2" = —w2x
1
On trouve : 5 fle=20m* = —w?x alors f' = —2w?xe?"™
2
— 2 [ o2 _ W 2
f(x) = —2w* [ xe*™dx = 5252 (1 —20rx) e*"™
w? w? .
Zp =533 (1 —207x) 27 e~ 207% = 5252 (1- 20rx)
2
La solution générale de 'EASM est : z (x) = Ke2"* + 2:;02 (1—20rx)
2
~ w
v(x) = i\/Ke 20mx 4 7252 (1—20rx)
2 2

w w .

2 2
—20rx
= e +
2r2g2 2r2¢2

w
— . _ __p—2 4
v(x) = :l:zm V1 —20rx —e=207% |2 points

on obtient: v (x) = i\/ (1 —20rx) soit finalement :

&
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Exercice 4 (25 points) Traiter au choix une question, parmis les deux suivantes
(=L
1. Soit la série entiére en x, S(x) = —_—

n22”<” -1)

Déterminer le rayon de convergence et le domaine de convergence de S(x)

Trouver dans le domaine ouvert de convergence de S(x), la somme de la série dérivée

S'(x), en déduire la somme S(x).

1
Développer en série entiére la fonction f(x) = G-DE-2) et préciser le domaine de
convergence de cette série. Déduire la valeur de la série numérique n§0(27 — W)

2. Soit I'intégrale
/2 dx
= [
—n/23 +sinx
Calculer l'intégrale | (t) = / ot
3t2+2t+3

Soit ¢ (0) = arctan 6 + arctan% Montrer que ¢ (0) = const. = g

On utilisant le changement de variable : t = tan % Calculer I.

SOLUTION 4

1. S(x) = Z(nxn_l)

n22n
le
T 1)
n+1 _1 _1 _1
lim Hntl) _ lim X e ) = lim " x| = lim " |x| = |x|
n—oo | Uy n—o00 (n—|—1)n xn n—oo |1+ 1 n—oo \ 141

La série converge si x| < 1 etelle divergesi [x| > 1 donc R = 1.
1 1
Six=1:5(x)=) e ~ Y 2 d’apres Riemann ; la série converge

n>2 n>2
-1)" 1
Six=-1:5(x) = ng:zn((n—)l)Série alternée avec nn=1) — 90 la série converge
Alors le domaine de convergence est: D = [—1, 1]
nxt—1 Pt X" x2 +3
(9] S’ (x) = = =) —=x+—=+—=+---=—In(1—x) |2 points
én(rz—l) nz;n—l n; n 2 3

S(x):—/oxln(l—t)dt

dt
Parparties:{ uzln(l—t) :>du:_1—t

X
S (x) :_tln(l—t)|g—/0 %zyﬂ—ln(x—l)—xln(l—x)
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1 1 1 1 1 .
f(x): 1)(x—2):1—x_2—x:1—x_2(1—x/2)
1
=Y x"—2) (x/2)" = <1— )x” 2 points
pe g g (g

}’Z>O
g VY N e O R =1 [2 poi
e e e N A T e = x| =R =

1
Pour x = +1: nh_rgo <1 — 2n+1> (£1) # 0 donc la série diverge alors D = |—1,1]
€D:

—_

Soit x = =
O1T X 5

:n; (21 22n+1> g ( zn+1) 21 :fG) B (1/2—1)1(1/2—2) - 5

) [ e —
J /3t2+2t+3

I

Pour calculer | (), on va mettre le polyndme du dénominateur sous forme canonique :
3242433 (2+241) =3[ (1+1) v1-1) —a( (14 1) 48
- 3 - 3 9]~ 3) To)Ll2F
1 dt
= 3 point
/3t2+2t+3 3/ 2 g 3/ 1\ 2 NG 2
¢+ > s (t+3) +<3)

dx 1 1
On a /7 — —arctan —x
a2+x2 aq a

1/ 3 t+1/3 1 3t+1 A
donc J (t) = = ( rctan > arctan + C |4 points
3\ B e ) T B
1 1 —1/6* .
#) = arctan 6 + arctan — — + = 0|2 points
@ o - 5= 0= e e
o A S ,
Donc ¢ () = const., en particulier ¢ (1) = arctan1 + arctan1 = itT1=3
24t . 2t . m B .
t = tan (x/2) doncdx = 1—1—71‘2 etsinx = 1—|-7t2 six = iE alors t = +1
1

/2 .
I:/TE/ZB-FSII’IX_,{ 2t 1_|_t2 /3+2t+3t2:2](t)|71:2(](1)_1(_1))

341 -3+ 1) 1 ( 1 > 7T ;

—— | arctan — arctan = —— | arctan \@ + arctan — | = —— |4 points

VB < V8 V8 V2 v2/) 22
(6=v2)

&
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