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1. (30pts) Partie A
On appelle f et g deux fonctions définies sur l'intérvalle [0, +oo[ par

flx)=In(1+2z)—xet g(x):ln(1+x)—a:+x—2

2
(a) Etudier les sens de variations de f et g sur [0, +o0|
Solution:(1pt + %pt + 1pt + %pt) fi(z) = —sg < 0et f\, de0a—oo et
g'(x):x‘”—HZOetg/deoa—i-oo

(b) En déduire que pour tout x > 0 :
2

x—%gln(1+x)§x

Solution: (2pt+2pt) On a g(x) >0 C’es2t adire In(14+2x) >z — % aussi f(z) <0
et donc In(1 + x) <z et parsuite z — & <In(1 +2z) <z

Partie B
(u,) de nombres réels définie par
3 1
3 et U1 = u,(1+ 2n+1)

On se propose d’étudier la suite

Uy =

(a) Montrer par récurrence que u,, > 0 pour tout entier naturel n > 1
Solution: (1pt) u; > 0, supposons par récurrence que u, > 0 et donc u,;1 =
Un(14 57) > 0

(b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 1 :

1 1 1
In(u,) =In(1+ 5) +1In(1 4+ 2—2) +---+1In(1+ 2—n)



(e)

Solution: (4pts) Inu; = In(2) = In(1+3) = In(1+ 57 ). Supposons par récurrence
que

1 1 1
ln(1+§)—|—ln(1+2—2)+---+ln(1+2—n)

montrons que In(uy41) =In(1+2) +In(14 %) + - +In(1 + 55) + In(1 + 5).
En effet, In(uy41) = Inw, + In(1 + 557) et d’aprés I'hypotheése de récurrence on
obtient

In(uy,)

1 1 1
ln(un+1)zln(l—i-§)+ln(1+§)+~~+ln(l+2—n)—|—ln(1—|——2n+1).
1 1 1 1 1 1 1 1
OnposeS":§+§+ﬁ+"'+2_netTn:Z+E+E+..'+4_n'

A T’aide de la premiére partie, montrer que

1
S, — §Tn <lhuwu, <85,

Solution: (4pts) Ona:n—;2 <In(1+ z) < z pour tout z > 0 ainsi
r=1: L-l<mia+l<!
SR L T S
_ 1 111 . 1 1
T=5:  wmoaw Sn(l45) <5

et en faisant la somme membre & membre on trouve que .S, — %Tn <lhuwu, <585,

Calculer S,, et T,, en fonction de n. En déduire lim S,, et lim T,,.

Solution: (2pts + 2pts + 1pt + 1pt) 1l s’agit de la somme de n termes consécutifs
d’une suite géométrique de raison % et puis }1

11— 5 1
= glorl=tr e

11—-L1 1 1
T, = = i G ——

et donc lim S, =1 et lim7,, = %
Etude de la convergence de la suite (u,) :

1. Montrer que (u,) est strictement croissante
Unp,
Solution: (1pt) —=*

=1+ 57 > 1 et donc (u,) est strictement croissante.
n

2. En déduire que (u,) est convergente. Soit [ sa limite
Solution: (2pts + 1pt)On a lnwu, < S, =1 — % et donc Inu,, <1 c’est a dire
u, < e. Ainsi, (u,) est croissante et majorée donc elle est convergente vers

une limite que 1’on note [

5
3. Montrer que 5 <In! <1 et en déduire un encadrement de [



Solution:  (4pts) On a S, — %Tn <Ilnu, < S, donc

11, 1 1
|- —(1——)<lnu, <1——
3 gl ) Shmsl-o

comme In x est continue sur |0, +oo[ alors par passage a la limite

PP
6
0 < Inli<1
6
2. (25pts) Soit f la fonction définie par
e T — cosx
fl@) = ————
sinz

(a) Donner le développement limité de sinz, cosz et tanz en 0 a 'ordre 4
Solution:(2pts + 2pts + 4pts)

T
sinx = x—g—l—x‘le(:ﬁ)
2 4
T T
cost = 1—"—+ " +2%
2+2leL (z)
On a
$3 $2 1‘4
H?—E 1—74‘@
r—5S |+ %
3

et donc tanx = x + %3 + xte(z)
(b) En déduire le développement limité de f(z) en 0 a l'ordre 3
Solution: (3pts + 6pts)On a
501, 2, 1, a 1 3

3
tanz _ [z+Z-4azte(z)] _ 1 ry 1 LN2 Y N3, Y N4 4
(T — el Fot D)5+ T 0t D) s o+ ) ate(@)

donc
3

1 2 1 1
ptane _ 1+(x+%)+§(x2+§x4>+6(m3)+ﬂx4+x4g(l‘>

cest a dire e™* =141z + %332 + %1‘3 + gfl?4 + x%e(z). Il en vient que

Q+z+ 122+ 1% + 232 — (1 - 2 + ) + 2'e(w)
T — %3 + zie(x)
x4 2% + 2% + g2t + a'e(2)
T — %3 + zte(x)
1+ a4 g2+ L2t 4 2P (a)
1 — 222+ z3e(x)

flx) =




1+x+%x2+%m3 1—%x2

1— ia? 1+ + 32° + 3a°
x4 Z27 + 347

1.3

T — 5T

2,2, 1,3

%x2—|—2x

i

P

Finalement

2 1
flx)=1+z+ 512 + §x3 + z%e(x)

(c) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. Soit g le prolongement de f
Solution: (2pts)On a lin%) f(z) =1 finie, donc f est prolongeable par continuité en
0

(d) Définir g et montrer qu’elle est dérivable en 0. Donner g'(0)
Solution:(2pts)
f flx) st z#0
9<x)_{ 1 si 2=0
On a lim 2®)=90) _ jjpy Iretee@-1 _ 4 o done ¢'(0) = 1
z—0 z z—0 z
(e) Déterminer ’équation de la tangente a la courbe de g au point d’abscisse 0 et
préciser la position de cette tangente par rapport a la courbe de g au voisinage
de O
Solution: (1pt + 1pt)au voisinage de 0 on a g(z) = f(z) = 1+ z + 22® + 2%(z).
L’équation de la tangente a la courbe de g en 0 est

y=1+=x

Aussi g(z) —y ~ 227 > 0 et donc la courbe est au dessus de la tangente en 0

(f) Donner une valeur approchée de f(0.001) et la comparer avec la valeur obtenue
par la calculatrice. Expliquer cette legére différence.
Solution: (2pt) f(0,001) = f(107?) ~ 1+ (10%) + 2(107%) + 3(107?) ~ 1.001.
Par contre la calculatrice donne f(0.001) ~ 1.000017159.La différence a 'ordre de
1073 est due

au fait que la calculatrice utilise un dévéloppement limité jusqu’a un ordre assez élevé
alors que dans cet exercice on ne fait qu'un dévéloppement & ’ordre 3

3. (35pts)

’ 1
(a) Résoudre I’équation différentiel 2 — —z =Ilnx (FE)
x

Solution: (FEtl : 4pts + Et2 : 5pts)Il s’agit d’une équation linéaire qu’on va faire
sur deux étapes



Etl: Soit I'équation

1
——2=0 S
donc = =1 et Inz = Incx et parsuite z = cz est la SG de ()

Et2: Posons z = f(x).z la SG de (E) ou f est a trouver. On a z' = f (v)z+ f(x).
Substituons dans (£) :

f(z)r=Inz
(Inz)?

/ 1 (Inz)?
et donc f (z) = =% et f(x) = 5 +cetz=( + ¢)z est la SG de (F)

’ 1
Déduire les solutions de 2yy — —y*> =Inx (B)
x

Solution: (3pts+2pt)Cest 1’équation de Bernouilli, posons z = 42 donc 2" = 2yy/
et (B) devient

!
z ——z=1Inx
x

(In z)?

2
Résoudre I'équation différentielle y* — 3y’ + 2y = sin’z (L)
Solution: (SG : 6pts; SP : 5pts + 8pts;solution:2pts) Soit 1’équation sans m2m
membre

qui est 'équation (E). La SG de (B) est donc y? = (

y =3y +2y=0 (9
d’e’quation caractéristique
N —3\+2=0 (C)
de racines A\; = 1, Ay = 2. La SG de () est

Yo = c1€” + coe*®

D’autre part, on a f(z) =sin’z = (1 — cos2z) = 1 — L cos 2z
Cherchons une SP de y" — 3y + 2y = % (1) et une autre pour l’équation

y' —3y +2y= —3cos2z (2)

x = 0 n’est pas racine de (C') posons alors y, = a une SP de (1) il en vient que

1
Y = 7~

Aussi, y, = acos 2z + bsin 2z. est une SPde (2) donc

y; = —2asin2x + 2bcos 2x
vy = —4y,
Dans (2) :
-2y, — 3y; = —% cos 2x
(—2a — 6b) cos 2z + (—2b + 6a)sin2z = —% cos 2z
on trouve

—2a—6b =
—2b+6a = 0



a=4,b=2 et y, = 5(cos2x + 3sin2z). Une SP de (L) est y, = y, + y, soit
1 :
Yr = E(COS 2z + 3sin 2z + 10)
et la SG de (L) est y = yg + y, soit

1
Y = €1 €OS 2T + ¢y 8in 2% + E(COSQ$ + 3sin 2z + 10)

4. (10pts)Soit 'intégrale

]:/Z sinx I
0 1422

Vérifier que 'on peut utiliser le théoréme de la moyenne en déduire que I < >

Solution: (conditions:4pts; application:4pts; résultat:2pts) Soit f(z) = sinz, g(z) =

52 sont continues et g(z) est positive, donc d’aprés le théoréme de la moyenne il
x
existe ¢ €]0, 7| tel que

1= 1@ [ gtayis

2
et donc I =sinc <sinj = —5~ car sin est croissante sur ]0, 7|




