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Exercice 1 (20 points) On considére la suite numérique (uy,)nen définie par :

ug=1et 2upy1 =up—1, ¥/n >0

1. Calculer les 4 premiers termes de la suite (up).
2. Soit (wy,) la suite numérique définie, pour tout entier n, par w, = u, + a ol a est un
nombre réel.
(a) Déterminer le nombre a tel que (wy,) soit une suite géométrique. Quelle est alors la
raison de (wy) 7 son premier terme ?
(b) Déterminer une expression de w,, en fonction de n. En déduire une expression de u,,

en fonction de n.

3. Déterminer le sens de variation et la convergence de la suite (uy,).

__ #SOLUTION. 1
Loug=1; up =0; up=—3; ug=—3

2. wy, =uy +a

fo—ta= T = j(un — 1+ 20) = q(un +a) = qun

(a) Wpy1 = Ung1 +a =

pour ¢ = et —1+2a = a AP, Ainsi w, = u, + 1 est une suite géométrique de raison
q=% @ Dans ce cas wg = 2.

1
etun:ﬁ—l

(b) wn = woqn = 27L71

1 1 1
3. Upyl — Up = o Tl = Tgn < 0 et (uy,) est strictement décroissante et comme

un > —1 alors (uy) est décroissante et minorée, elle est donc convergente.

4

Exercice 2 (20 points) : On considére la fonction f définie sur R par :

Iy » .
Fz) : (1—;) ez si x#0
0 si =0
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1. La fonction est-elle continue en 0 7 dérivable en 0 7
2. Calculer la dérivée de f en tout point z ou la dérivée existe.

3. Donner le développement limité de f en linfini & Pordre 3. En déduire 1’équation de
I’asymptote ainsi que sa position par rapport a la courbe de f.

—_ #SOLUTION. 2

1
1. Lorsque x — 0%, — — 400 et er — +00 et f(x) — —oo donc f n’est pas continue en 0
95
et parsuite elle n’est pas dérivable en 0 2pts]

/ 1\ 1 1 1 1 2
2 f(x):%[(l—;) et = [et + Aet (2 -1)] = Lot ve 0 BER
3. f(z) = (1 - X)eX ou X — 0 lorsque © — 0o et odnc

f@) = (1-X)1+X + X2+ X + X%(X)

2 6
1 1
= 1—§X2—§X3+X35(X)
1 1 1
= lece e 04 = bpts,
2x2 3$3+$3€(m)

y = 1 est une asymptote et f(z) —y ~ —# < 0 donc la courbe est au dessous de
I’asymptoteBPts,

4

Exercice 3 (20 points) : Le but de cet exercice est de calculer de deux fagons différentes
™
I:/ xsin(z)dx
0

1. On rappelle que pour tout x réel sin(r — x) = sin(z).
En posant t = m — x montrer que :

/:csin(:c)datzﬁ/ sin(z)dx
0 2 Jo

2. Retrouver la valeur de I en utilisant une intégration par parties.

En déduire la valeur de I.

|| — #SOLUTION. 3
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1. On a dx = —dt et

I / xsin(z
0

/0(71' — t)sin(m — t)(—dt) 2pts,

= 7 / sin tdt — / tsin tdt
0

= 77/ sintdt — I

O

21 = 77/ sin tdt

o

~
Il
R

/ sin zdz Bpl

0

g[cost]o
I = = Bpl

2. I = [Jasin(z)de = [ zd(— cosz)dx = [z(—cosz)]§ — [; (- cosz)dx =7+
[sinz|y =m

-4

Exercice 4 (16 points) : On considére I’équation différentielle linéaire du premier ordre :

y(@) — 6y (x) =2 (B)

1. Trouver la solution générale de (E).

2. Déduire la solution de (F) qui vérifie y(0) = 1.

___ #SOLUTION. 4

—2=06y doncz=062 ouz=1y— 2.

2 1
z 6
Inz = 130—1—0
6
z = kes”
y = kes® +2 [[2pig

2. y(0)=1donc 1=Fk+2ety=—es®+2 ADLY
4

Exercice 5 (24 points) : On considere ’équation différentielle linéaire de second ordre :
y -2 +y=ae" ()

Trouer la solution de (E) qui vérifie : y(0) = 1 et y'(0) = 1.
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#SOLUTION. 5
‘équation caractéristique associée & 'ESSM de (E) est

M_2a+1 =
A-1)% = 0 (C)

A = 1 est une racine double de (C) et donc la solution générale de 'ESSM associée a (E) est
yg = c1e” + coxe” Apts |
D’autre part f(z) = ze® = P,(z)e™ avec o = 1 racine double de (C) et n =1 alors posons

yp = x*(az+b)e”
= (az®+ bz?)e”

comme solution particuliere de (E). On a

Yyp = Ypt+ (3az? + 2bx)e”

[ax3 + (b + 3a)x? + 2bx]e”
Yy = [3az? + 2(b + 3a)x + 2b + (az® + (b + 3a)x? + 2bx)]e”
= [az® + (6a + b)z? + (4b + 6a)x + 2b]e”

Comme y; —Qy;,-l—yp = ze” alors (6az+2b) = x et donc a = % et b = 0 ZE2=4pts hinsi y, = %:v?’e“"
et la solution générale de (E) et

Yy = Ygt+Yp

1
= c1€” + coxe® + gm?’ex

1
= [a+cr+ 63:3]696

Onay =y+(c2+ 122)e” 2pts] La condition initiale y(0) = 1 et ' (0) = 1 donne

01=1
1+c =1

donc y = (§23 + 1)e®
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