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Exercice 1 (20 points) : Soit la fonction réelle

R ey

1. Donner le développement limité de V1 — 22, e” —+/1 — 22 ansi que celui de In(1+ 2x) en
0 a Pordre 3

2. Déduire le développement limité de f(x) en 0 & l'ordre 2

3. Déduire que f est prolongeable par continuité en 0 et donner la fonction g(x), prolonge-
ment de f(z) par continuité en 0.

4. Quelle est ’équation de la tangente en 0 & la courbe de g ainsi que sa position par rapport
a cette courbe

— #SOLUTION. 1
1. \/1—:1:2—1— 122 4 23¢(z) [Bplst e — /1 — 22 [1—|—:zc—|— g2+ 323 —[1- L2+ ae(z) =
T+ +1x3+w e(z) [Bpts}t In(14 22) = 2z — 222 + x +x 5( ) @
z+ 2% + tad 4 23¢(z) 1+z+ 222 + 22¢(x)

2. T) = = =144 3224 2%(z [ 4pts |
f@) 2x—2x2+§x3+x3g(x) 2—2x+§x2+x2() 2 12 ()

3. lin%) f(z) = % finie, donc f est prolongeable par continuité en 0 et son prolongement
r—
g est donnée par
et —1—2x2
Tm(+om) O 70
g@)={ md+2
% si z=0
4. On a g(x ? +z+ 1233 + 22¢(x) pour tout x voisin de 0 et donc la tangente est y =

2 +x D’autre part, g(x) —y ~ %xQ > 0 et donc la courbe est au dessus de la
tangente
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Exercice 2 (15 points) On considére la fonction

() = 22lnz si x>0
9= 0 si =0

Montrer que g vérifie les conditions de Rolle sur l'intervalle [0,1] et donner la valeur du réel
¢ qui vérifie g/(c) = 0. On rappelle que les conditions de Rolle sur un intervalle [a,b] vérifiée
par une fonction f sont : f est continue sur [a, b], dérivable sur]a,b[, f(a) = f(b) et dans ces
conditions il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

#SOLUTION. 2
On a lirr(l)g(x) = 0 = ¢(0) donc g est continue en 0 et elle est constinue pour z > 0 donc g
T—

est continue sur [0, 1] [3pls] Aussi, g est dé’rivable pour & > 0 donc ¢ est dérivable sur 10, 1[
On a aussi, g(0) = ¢g(1) =0 donc les conditions de Rolle sont satisfaites. Il existe
¢ €]0, 1] tel que g'(¢) = 0 soit

2clnc+c=0 [4pts]

comme ¢ # 0 [2Pts]alors 2lnc+1=0et c=e /2 [4pls]

Exercice 3 (15 points) On définit la suite récurrente (u,) par

Upt+1 = V2up +3 avec ug = 1.

1. Montrer par récurrence que cette suite est positive, croissante et majorée par 3.

2. En déduire qu’elle est convergente et trouver sa limite.

____#SOLUTION. 3

1. ugp =1 > 0, on suppose par récurrence que u, > 0 il en vient que up+1 = v2u, +3 > 0 et
parsuite u, > 0, Vn [3Pfs] D’un autre coté

Uptl —Up = V2up+3 —uy
—u2 + 2u, + 3
V2u, +3 4+ up

Aussi, 0 < ug < 3, en supposant par récurrence que 0 < u, < 3 on déduit que u,y+1 =
V2u, +3 < /9 = 3 et parsuite la suite est majorée ar 3 [4pLs] Maintenant le signe de
Un41 — U, dépend de celui du numérateur, sachant que le trinome —z? + 2z + 3 est posititive
sur Pintervalle [—1,3] d’ott w41 — up > 0 car 0 < u, < 3 et (u,) est croissante [4PIs] La
suite (uy,) est donc positive, croissante et majorée par 3

2. Etant croissante et majorée, la suite (u,) est convergente [IPfs] soit lim w, = I. Comme

V2x + 3 est continue sur ]0,3[ alors [ = /2l + 3 cad [ = —1 ou | = 3 et comme u,, > 0 alors
1=3.
g
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Exercice 4 (30 points) Calculer :
T+ 1
1. | ———d
/ 22 —6x45 "0

2. /w2e3’”d:c

3. [{(Inz)%dx

— #SOLUTION. 4
z+1 Tl a b (a+b)xz — (ba+b)
1.I1=[]—————dx;0 = [2pts] =
/(a:—l)(x—S) B =B w1 5=5 @-1(z—5)
Soit
a+b = 1
ba+b = -1
eta=-3b=3 [Opts] =-1[de 3 de - ling—1)+3In(z—5)+c
2.
562 63;12
2r N\ Lz
2\ ie3z
? 3x
0 \‘ 57€
I=2a2 %631) — 2$(%e3m) + 2(2%631) 4+c= [“”3—2 = %x + 2%]63‘” +¢ [10pts]
3. u= (Inz)? du:21nx.%d:c; dv=dretv==zx
I:[av(lna:)z]i—Q/ In zdx
1
Sachant que [Inzdr =zlnz —z [2PIs]et donc I =e—2[(e—e) — (=1)]=e—2
4

Exercice 5 Déterminer la nature de :

LS =13
2. Sy =Y (F)"
3 G5 =3 0

(B3n+1)(3n +4)

1
1oSai=2 Vn.Inn

5. Donner la valeur de chacune des séries convergentes dans les parties précédentes.

—_ #SOLUTION. 5

1. C’est une suite géométrique de raison ¢ = % et |g| < 1 alors elle est convergente [2pts] Elle
converge vers llfq = g
1 3

2. De méme que 1) ¢ = 3 et |g| = 3 < 1 la série est convergente vers o1 = 3
3
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9
3. (3n+1)(3 _{_4)’\“7%2; a =2 > 1 alors la série converge [2pts]
n n
9 a b
= L1pts |
BT DG D gl a2
donc
(Ba+3b)n = 0
4a +b = 9
n
ainsi ¢« = 3,b = =3 [2pts] S, = 3kz>:0(3k_1+1_3k1+4> :

3[A-D+G =D+ G~ )+ (tey — )] =gl 3 0§ =3

n—oo
1

1
4. Inn < n® pour tout a > 0 lorsque n >> en particulier Inn < ni et donc —— > —
vn.lnn © 3

[2ptslet S est divergente car o = 711 < 1.

&
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