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1. (20pts) Considérons la suite numérique (U, )nen définie par :

Up=1

1
Un+1 — i(Un“‘ )

2
Un

(a) Montrer que ¥n € N*,U,, > /2.

(b) Déduire que la suite (U, ) est convergente et déterminer sa limite.

Solution:
(a) Uy = % > v/22DtS on suppose par récurrence que U,, > v/2.1D{
On a
U2 —-2V2U,+2 (U, —+2)?
Upr —v3= Ui 22042 (U= V2,
2U, 2U,
ainis U, 41 > /2 et parsuite la suite est minorée par v/2.1D{
2 - U2
(b) On a Upy1 — U, = 50 " <0 car Uy, > V2, ainsi (Uy,)
n

est décroissante [IPY. Comme elle est minorée alors elle est
convergente vers une certaine limite [ € R La fonction ©z —
2
+ 2 .
flx) = z 5 est continue Vz > /2 donc [ = f(I) c’est &
T
dire 212 = 2 + 2 et donc | = /2 car | > /22ptg




2. (18pts) Utiliser le développement limité pour touver les limites suiv-
antes

zlnz

(a) i‘1—>Irll$ -1
1
ch% — COoSs —
(b) lim — %
X

——00 1
1—y/1——
332

(¢) lim (z—+Va2+1)

Tr——400

Solution:
1)In(1
(a) Soitt=2—1 — 0lorsque z — 1IPUOn a f(z) = (t+1) tn( +1t) —
(tJtr1) (t+te(t)) = 14+t +te(t) et donc limlf(a;) = %in%f(x) —
1
ht — t
(b) Soitt =1 — 0lorsque & — +o0.IPIOn a f(z) = ——— T —
1—(1—-1¢?)2
1+§+t25(t)—1+§+t25(t) t2+t26(t) 1+e )
1,2 | 42 = 1,2, 2 = 7 =2+
1= (1 -5t +2%(1)) 24 12e(t)  L+4e

e Apts Ainsi
lim f(x)= %H%f(.%’) =2

T—-+00

1
(c) Ona f(z) = —/a2(1+ ) =zl —VI+ ¥ ot == —0
x
lorsque z — +oo/IPU 11 en vient que

flz) = z[1-1- %t2 + t%e(t)]

= ac(—Q—i:2 + %E(m))

-1 1
= — +—¢(z)
T

2z
parsuite, lil}rl (x — 22 +1) = 01pf
T—1T00




3. (17pts) On considere pour tout n € N l'intégrale

1
I, = / z"V1 — xdx
0

(a) Trouver une relation entre I, et Ip+1
(b) Calculer Iy en déduire Io

Solution
(a) Iy = fol x"1\/1 — zdx. Posons u = 2" dv = (1 — x)%da:,
donc du = (n + 1)a"dz et v = —2(1 — :1:)%

1

2 2 !
Iy = [3(13})333"“] +3(n+1)/ 2" (1 —x)V1 — zdz
0 0

2 ! 2 !
= 3(n+1)/ x"\/lmdm3(n+1)/ "1 — zdx
0 0

= S Dl ]

n+5

2
Ainsi, [1 4 2(n+1)]In41 = 2(n+ 1)1, cest a dire
2(n+ 1)I,, soit

InJrl =

4(n+1)
I,1=—"2T
T e 15"

(b) On a Iy = fol V1—zdr = [—%(1 — az)%](l) =-2(0-1)=2Bpty

I, = —I,=— [p

! 15 45
8 64

L = —I=— [Ipf

2 211 ™ 945

4. (15pts) Soit I'intégrale

N
I‘/o 7@ + fla—n)"

(a) Montrer que I =

, (Poser u=a — x)

N



(b) Déduire sans effectuer de calcul les intégrales suivantes:

/f+m

2 sinz
2. —dx
o0 SInx +coszx

Solution:

(a) On adu= —d.flf I = fO mdx = f;) %(—du) =

_ fla—u) . 3
fO fw+fla—u) du fo deAlnSI
2l = /dm
0
I = 2P

1. Pour f(z) =/, on a I = 32.5pty
2. Pour f(z) =sinz, ona I = %

5. (15pts) Résoudre I’équation différentielle de premier ordre suivante
zy +y—xe” =0 (E)

Vérifier qu’il existe exactement une solution de (E) qui vérifient y(1) =
1

Solution

Onay + %y = €% est une équation linéaire. La S.G. de I’équation
homogeéne qui lui est associée est

y= CeXp/(—a(:L’))d:r:

On a [(—a(z))dz = [—Ldz = —Inz = In(2) BbESet y = %
Posons y = ff) la S.G. de (E)IPY On a y'(z) = f @)z — flz)

xr2



Iptet donc
f/ (z) —
flx) = /zewd:c

= xex—/exd:c

= (x—1e"+c¢

—1)e®
parsuite y = (z=Det+e est la S.G de (E)Ipts
x
D’autre part, la solution dont la courbe passe par (1,1) veérifie 1 = ¢
(x—1e*+1
et donc y = ————
x

. (15pts) Résoudre I’équation différentielle de second ordre suivante
y” + 2y/ +y=2chz (F)

Trouver la solution de (E) dont la courbe intégrale passe par le point
(0,1) et dont la tangente en ce point est paralléle a la premiére bissec-
trice.

Solution:

L’équation homogene associée a (F) est
v +2 +y=0 (H)
d’équation caractéristique
M2 +1=0 (O)

dont A = —1 est une racine double. La S.G. de (H) est yg = c1e™" +
coze " 2Pt Posons

yp = afx)e” " + B(x)re™™
une S.P. de (E) qui vérifie

o () + B (x)ze " = 0 (1) g5
{ —d/(z)e " + B (x)(e® —ze®) = 2chz (2)



Ona (2)+(1):
B (x) = 2chz.e”

B(z) = e +1
Blz) = —%e2”+x
Par (1) :
o(z) = —we®—g
alz) = (%—g)e%—%mﬂ

et la S.G de (E) est y = yp + ya
z? 1
y=cie ¥+ cowe ¥ — xchx + ?e_x + Zex
D’autre part,
2

1
y =(—c1+co— %)e‘w + chz + zshx + Zex

On cherche une solution de (E) qui vérifie 4(0) = 1 et 3 (0) = 1

¢+ % =1
—c1+te+lt; = 1
SOltClz%etCQ—%
—(§ z m—z)ew—xch:c—i-xje*x—klem
Y=Y 2 4

2iéme méthode:

Soit y, = y1 + y2 avec y1 = ae” une S.P. de I"équation
yll+2y/+y:ex
on trouve a = i donc y; = ie“’” et yo = bx?e~" est une S.P de 'équation

y// —|—2y/ +y _ eiw

on trouve b = % et yo = %3326*33 ainsi
1 z2
€T —XT
=-—-e + —e
T T

et la S.G est y =ci1e™® + cowe™* + %e‘” + %e*m.



