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Exercice 1 (20 points) : Soit la fonction réelle

f(@) = In(1 + )

1. Donner le développement limité de f(x) au voisinage de xyp = 1 a l'ordre 3

2. Déduire I’équation de la droite tangente a (C'y) au point zg = 1 ainsi que sa position par
rapport & (Cy) la courbe de f.

— #SOLUTION. 1
L Soitt=2—1— 0t | f(z)=In(1+1+¢)=In2+¢)It J=m2(1+L)=In2+In(1+
T—

B -2+ - 20 WP

2 3
t B
flz) = ln2+§—§+ﬂ+ts(t)
1 1 1
= ln2—{—§(:p—1)—g(x—1)2—|—ﬂ(w—l)?’—l-(m—l)ge(x)m

2. (T):y=In2+(x—1)Bpts_} f(x) -y~ —%(x—1)? <0 alors la courbe est au dessous de
la tangente.

&

Exercice 2 (25 points) On considere la suite (uy,)

Sy + 2
Up + 2

Upt1 = ug =1

1. Utiliser la calculatrice pour donner une valeur approchée & 10~3 prés de chacun des termes
u1, U et ug

Déduire la nature de (u,) et donner sa limite

2. Montrer par récurrence sur n que 0 < u, < 2 pour tout n > 0
3. Montrer que —22 + 2 + 2 > 0 pour tout = € [0, 2]

1 1
4. Montrer que pour tout n € N, |up41 — 2| < §|un — 2| en déduire que |u, — 2| < o
D.
6.

Montrer que (u,) est croissante en déduire sa nature et retrouver sa limite
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—_ #SOLUTION. 2
1.
2.

ot

uy =5~ 1.666; uy = 33 ~1.909; ug =52 ~1.976

Onal<uy<2, supposons par récurrence que ceci est vrai jusqu’a 'ordre n c.a.d 0 <
Uy < 2 et montrons le pour n + 1. En effet, on a u,11 = % > 0[Pt _lt d’un autre coté

Up — 2
Uptpl — 2 = o 2<0(:a1run<2.

Uy, +

D’otl 0 < up41 < 2 et parsuite 0 < uy, < 2 pour tout n > 0.

. 3z + 2 . . .
2'me methode @ upt1 = f(uy) avec f(z) = ) qui est une fonction strictement
@
croissante puisque f (z) = —45 > 0[IPL_JOn a 0 < uy < 2, supposons par récurrence que

T (=+2)°

0 < up, < 2 alors f(0) < f(uy) < f(2) BRE__I’est & dire :
1 <upyr <2

ainsi 0 < unp4+1 < 2 et la proprieté est vraie pour n 4+ 1 donc elle est vraie pour tout n : 0 <

up < 2, ¥Yn > 0[Ipt_]

A =1+ 8=09, les racines du trindme sont : z1 = 2; o = —1 ainsi —z2 + 2 +2 > 0,

Vz € [-1,2] donc —2% +z +2 >0, Vx € [0,2][Ipt_]

Up — 2

Up + 2
1

|un+1 — 2| < §|un — 2 pour tout n > 0.

< % et parsuite

|tny1 — 2| =

. Comme u,, > 0 alors u, +2 > 2 et
|wn + 2|

1 1
9l < Zlu-2l=<
lup —2| < 2|Uo | 5
1
lug — 2| < §|U1—2|
1

IA
2L
IS

3
i

|
irS)

|, — 2|

et par multiplication membre & membre

1
lup, — 2| < = pts

1
0<lu,—2| < o et par passage a la limite lorsque n — oo, on a |u,, — 2| — 0 et parsuite

lim u,, = 2 et la suite (u,) est une suite convergente, elle converge vers 2.2pts ]

n—oo

2
—Uy, + Up, + 2
. Upt] —Up = % >0car0 < u, <2et —z24+x+2> 0 pour tout = € [0, 2] 2pts |
Un,
La suite (uy,) est croissante et comme elle est majorée par 2 donc elle est convergente 2Pts |
3z + 2
soit lim w, = [ . Aussi, upr1 = f(u,) avec f(z) = :E:_2 est continue Vz €]0,2[ donc
n—00 x

I = f(1) IPt_I’est a dire 31 +2 = 12 + 2] donc I = —1 ou | = 2 comme u, > 0 donc | = 2.
pts

2ieme mathode : uy = % > ug = 1, supposons par récurrence que u, > U,—1 2pts , comme f

est strictement croissante alors f(uy) > f(un—1) c’est & dire up41 > uy, et (uy,) est croissante.

(La suite de la solution est la méme)2pts |

g
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Exercice 3 (20 points) 1. Calculer les intégrales

1 1
I=[——=d t J= | ——dux.
/1—1—9{:2 voe /x(l—i—ﬂ) v

2. Déduire les intégrales

r—2 et —2
K = d t L= | ———dt.
/x—i—x?)w ¢ /e2t+1

—_#SOLUTION. 3

. 1 a bxr+c
1. I:arctana:-l—c.Smt f(ﬂ?) = m = 5+m
1
= 1. :1
“ 2501 + 2

1

bi+c = —=—-idoncc=0,b=-1
1

2pts+2pts=4pts |

f(x):%—pr%x et J=Inz— 2In(l+2?) + cBpts ]
K= 11?;2 -2 m(lcfx2) =1 —2J = arctanz — 2Inz + In(1 4 22) + cBptS_] D’autre part,
t
=2
L= /e—Hdt. Soit z = e donc dz = etdt = xdt DtS et

et

[\

—2d
L:/x x:K(x):arctanet—2t+ln(1+e2t)+c

22+1

Exercice 4 (15 points) Soient les intégrales :

-

Calculer I + J et I — J en déduire I et J.

us

2
xcos® xdr et J = / x sin® xdz
0

INIE]

—_#SOLUTION. 4

™

z us 2 g s
Onal+J= /293 = [%]2 = T Bpts Jet I —J = /2asc05233d:n e [az(lsin%s)]g -
0 0

0 8 2
%/2 sin 2zdx Bpts | = [‘—11(:05295](? = _% 2pts |
0
,ﬂ.2

I'+J = &

I-J = 1
T3 by =4 ) Bt
-2 8 2/ -2 8 2

&
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Exercice 5 (20 points) On donne I’équation différentielle

y + iy = Vz.(y)*? (1)

! (y(@) = —) {
ou (y(x) = —), pour montrer que
y(x) z()?

Pequation (1) est équivalente a Péquaion linéaire en z(z) :

1. Utiliser le changement de variable z(z) =

2. Reésoudre I'équation (2) et déduire la solution générale de (1)

—_#SOLUTION. 5

1. y(x) = )P =z(z) 2 et y (z) = —22(2) 3.2 (). L’équation (1) est équivanlente a

—22(z) 3.2 () + i.z(:v)_2 = Vr.z(z)™3

soit 2 (z) — =2(z) = —‘/TE.
2. L’ESSM associée & (2) est z (x) — +z(z) = 0 dont la S.G. est z(z) = cexp [ 5-dz =
c/d#Pts 1 Soit z(z) = f(z).4/z la S.G. de (2)2Pts_]On a

Faye = 2

2
f@) = -3 [
= gt clDE ]
La S.G. de (2) est z(z) = (—32+¢)/z BRI _ldonc la S.G. de (1) est y = ; pts

(—3z + )%z

e
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