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1. (25pts) On considére les suites (u,) et (w,) :

1 1
Upp1 = §(2un +wy),  Wpy1 = g(un + 2w,), avec 0 < uy < wy

(a) Montrer que pour tout n > 1, 0 < u,, < w,
(b) Montrer que (u,) et (w,) sont deux suites adjacentes

(c) En faisant appel a (u,, + w,), trouver la limite commune de (u,) et (wy)

Solution:

a)La propriété est vraie pour n = 1. Supposons par récurrence que 0 < u, < w, et
montrons que 0 < Uy < Wyy1?

en effet, il est claire que u, 11 > 0 et w,1 > 0. D’autre part, w, 1 —u, 1 = %(wn—un) >
0 d’aprées I’hypothése de récurrence.Parsuite, 0 << u,, < w,.

b)w,1 — w, = %(un — wy) < 0 donc (wy,) \, . Aussi U, — u, = %(wn —u,) > 0et
(u,) /. Comme (u,) est croissante et majorée par w; donc elle est convergente. Soit
[ = limu,,. De méme (w,,) est décroissante et minorée par u; donc elle est convergente.

Soit " = lim w,,. Montrons que [ = . On a

Upyy = §(2un + wy)
et par passage a la limie: [ = %l + él' et donc | = I et parsuite les deux suites sont
adjacentes.

C)Unt1 + Wpi1 = Uy, + w, et donc la suite X,, = u, + w,, est une suite constante. Soit
X, = X1 = u; + w; et par passage a la limite on trouve 2/ = wu; + w; c’est a dire
[ = %(Ul + wl)




2. (10pts) Soit ¢ € R, et soit la fonction
f(z) =2 +2e" +c

Pour quelles valeurs de ¢ la fonction f(x) admet-elle des racines dans l'intervalle ]0, 1|

Solution: la fonction f est continue sur [0, 1], on doit avoir f(0).f(1) = (2+c¢)(1+2e+
c) <0 clest a dire c €] —2e — 1, -2|

3. (20pts) Soit la fonction

1 st <0
fle)y=¢ 1—(sin%)? si x€l0,1]
0 st x>1

(a) Montrer que cette fonction est dérivable sur R et calculer sa dérivée

(b) Montrer que la dérivée de f, c’est a dire f ", est continue sur R

Solution:

a) Le probléme se pose en 0 et en 1 :

v=0” X =0z z—0+ x 2—0 x

(sin %F) i o
5=O><1><§:0.A1n81
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donc f est dérivable en 0 et f'(0) =0

Enl:Ona
lim flx) = f(1) _ liml — (sin%)? — 1 R hm—?)(sin )22 cos IF 0
z—1— r—1 z—1 rz—1 z—1 1
Aussi
z—1+ r—1 -1y — 1
ainsi f;(l) = f,(1) =0 et f est dérivable en 1 et f'(1) = 0.
b) On a
0 si <0
fx)=4 —3(sinZE)?TcosZ si O<az <1
0 si x>1

Le probleme de continuité se pose en 0 et en 1.



En0O:Ona

LN TLGT T
Tim () = ~3lim(sin 0?5 cos o =0 = lim () = 1'(0)

et f  est continue en 0.

En1l:0Ona
. ’ _ . . 7T_33 QK 7'('_:17 — — . 4 — !
lim f(z) = =3lim(sin —-)" > cos o= = 0 = lim f (z) = f (1)

et ' est continue en 1.

. (15 pts) Montrer que pour tout z € R

s —X
2 ¢ 2 |2 |af

1
en déduire que \/z — T > Inz pour z > 1
T

x —x
Solution: Soit f(r) =e2 —e 2 = 2shx. La tangente en 0 & f est y = 2x qui coupe
la courbe de f en 0(0,0) vu que ce point est un point d’inflexion de f.
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Pour z > 0 la courbe est au dessus de la tagente et f(x) > 2z > x

Pour z < 0 la courbe est au dessous de la tangente et f(z) < 22 < 0donc —f(z) > —2x
c’est a dire |f(x)| > 2|z| > |z| et parsuite

r -z
e2 —e 2 | > ||

D’autre part, posons x = Int, t > 1 on obtient



c’est a dire 1
Vi-—| > |nf

7

et comme t > 1 on aura\/f—\/% > 1Int

5. (30pts)

(a) Donner le devéloppement limité & l'ordre 3 au voisinage de +00 et —oo de

xz

r—1
(b) 1. Donner le devéloppement limité & 1'ordre 3 au voisinage de 0 de
arctant

2. Déduire le devéloppement limité de arctan ﬁ au voisinage de +00 et —00 a
I’ordre 3

(¢) Etudier les branches infinies de la courbe de la fonction

22 arctan
‘Q'/‘ J—
(d) Déduire lim (z arctan —17)
Solution:
G p— L avec t =+ —0
a)f(xz) = = avect = — — 0.
x(l — %) 1—1t T z—00

f(x) = 1+t+2+8+%()

1 1 1 1
= 1-{—5—1—;4-;4-;6(33)

b-1) Soit g(z) = arctanz. On a ¢ (z) = 2 = 1 — 2% 4 2%(z) et donc

133

arctanz = x — 3 + 2%¢(x) vu que g(0) =0

b-2)arctan - = arctan &) = arctan(: + 5 + 5 4+ 5e(x) = (2 + 5 + ) —3(2 +

x—1 T

%+ =) + ¢ et donc

t L (1+
arctan = (-
r—1 T

c¢) z?arctan 4 =z + 1+ 2 + Lc et donc y = 2 + 1 est une asymptote oblique

d) limzarctan -1 =lim(14+ 1+ 1) =1



