Sujet coordonné par: J.Saab
Institut des Sciences Date:Fevier-Durée:2h Proposé pour les centres d’enseignement de:
Appliquées et Economiques Final Beyrouth-Baalbek-Ghazza-
ISAE-Cnam Liban 2015-2016 Tripoli-Bickfaya
Centre du Liban Associé au CNAM de Paris Langue de I’éxamen: Francais

Est autorisé:
Calculatrice Non Programmable

Final
Base de ’analyse Mathématique - MVA010

1. 10pts: Soit la fonction réelle
wzforl
fla) = ¢ e

1—t+¢2
(a) 2pts) Montrer, qu’en posant, t = %, on peut exprimer wj{f;l sous la forme: t'li—;rt
T3 4 a2 23(14 1) z(1+ 1) o1+t
1—t+¢t2
(b) 4pts) Donner le développement limité de t'li—f—j; a Pordre 3 en 0, en déduire le développement
limité de mi}fjl a l'ordre 3 en l'infini

: 1—t+¢2 2 2 _ 43 43 2 2 42 4 42

Solution: t.T =t(1—t+t°)(1—t+t2—t> +t°c(t) =t(1—t+t° —t+ 2+ 12 +t%c(t)) =

t—2t% + 3t3 + t3¢(t)
(¢) 4pts) Déduire le développement limité de f(z) a Pordre 3 en I'infini
flx) = et 23040 — 1 (¢ — 262 4 313) + L(t — 20% + 33)% + L(t — 22 4 3t3) + £3e(t) =
1+ (t— 262 +3t3) 4+ 5 (82 — 4t%) + 3 + £%e(t) = 1+t — 312 + L3 + t2e(t) =
1+ 1 — 535 + 5o + 25e(@)

2. 20pts) Soit f une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1] telle que f(0) =0, f(1) =1 et
Vo €]0,1, f(z) <z
(a) On deéfinit par récurrence une suite (U )n>0

{ ug € [0,1]

Vn >0, Unt1 = [(up)

Montre que (u,,) est décroissante en déduire qu’elle est convergente et donner sa limite

Solution: 10pts=4 pr la décroissance+4 pr la majoration+2 pr la limite)On a ug € [0, 1], supposons
que uy, € [0,1] alors comme f : [0,1] — [0,1], on a uyt1 = f(un) € [0,1]. D’autre part, pour
tout = € [0,1] on a f(z) <z donc upt1 = f(un) < up

et (uy,) est décroissante, comme elle est minorée par 0 alors elle est convergente vers une certaine
limite [ qui doit vérifier [ = f(1). Or, les seules valeurs qui vérifient I = f(I) sont 0 et 1 et vu que
(uy,) est strictement décroissante dans [0, 1] alors elle décroit vers 0 et [ =0

(b) On définit par récurrence une suite (wy)n>0

{’U)O:]./2

w.
Yn >0 ] = —————
= Wnt1 2 — Jwy,



Utiliser la fonction f(z) = , pour montrer, d’aprés la partie a) que la suite (w,) est

T
PR~
convergente et donner sa limite

Solution: 10pts=5pts pr mtq f € [0, 1]+5pts pr la déduction)On a f est continue sur [0, 1], £(0) =
Oet f(1) = 1. D’autre part,si0 < z < lalors 0 < y/z < let =1 < —/z < 0. Aussi1 < 2—/z < 2

donc % < 271\/5 < 1, parsuite f(z) € [0,1]. La suite (wy,) vérifie les conditions de la partie a) donc

(wy,) est convergente et elle converge vers 0

3. 20pts:On considére les intégrales

(a)

(b)

3 1 3 i
1:/ ———da, J:/ R
o l-+sinz o l-+sinz

10pts) Utiliser le changement de variable ¢ = tan § pour calculer Ik H_Sﬁd{b, en déduire la valeur

de I
2dt 1

. . 1 _ 1+t2 _ dt o —2 5 _ ) _
Solution: fmd:c_/l 1—2&2 _2/(1+t)2 =153 + c. D’autre part, I = 5 0= 1
10pts) Etablir une équation linéaire entre I et J pour déduire la valeur de J

Solution: I 4+ J = fog de =% etdoncj=7%—1

4. 30pts)Résoudre les équations différentielles suivantes

(a)

(B):ay +y—ay® =0
Solution: 10pts=4pts passage de bernouilli & la linéaire+2pts solution de 1’éqt sans 2nd mem-

bre+4pts solution de la linéaire) 3 + Ly =y? et donc y 3y + 1y=2=1 (B). Posons, z =y~ % =
2 = —2y~3y et donc (B) est équivalente a I’équation:
1, 1
_z 2. = 1
2Z + xz
r 2
z ——z = —2 (L
: (L)

la solution générale de I'équation sans second membre associée a (L) est z = kexp([ 2dz) =
kx?, k € R. On suppose que z = f(z)z? est la S.G de (L) alors on a

~
—
&
I
\
[\
I
\
+
¢

et la S.G. de (L) est z = 2z + cx?, ¢ € R et parsuite la S.G de (B) est > = ——
2x + c?

xT

" COS
L)y +y=—
sinx

Solution: 5pts pr la S.G y,) + 5pts pr le systéme (1) et (2) + 5pts pr le calcul de g et 3pts pr f
et 2 pts pour la conclusion) Soit P'ESM: Yy +y = 0 d’équation caractéristique A2 +1 = 0 (C) on
A =i est une racine. La S.G de 'ESM est

, x €0, 7| avec y(3) =0 et y/(g) =1

Yg = C1COST + casinx

Posons y, = f(z) cosz + g(z)sinz une S.P de (L) telle que

{f/(m)cosz+g/(x)sinz =0 (1)
—f(z)sinz + ¢ (x)cosz = sz (2)



2

COS™ x COS2 x

en resolvant le systéme ¢ () = — et g(z) = [ ———duz. Posons ¢t = cosz et dt = —sinxdx
) slmx sinz
—t
et g(CC) = /mdt = /(1 — m)dt =t— argtanht. D’autre part
f/(x) = —cosz et donc f(z) = —sinz

Finalement y, = —sinz cosz + (cosz — argtanhcosz)sinz et la S.G de (L) est y =y, + yp




