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1. (35pts)

Soit la fonction réelle

flz) = cosx — \4/1 — z?

T

(a) Donner le développement limité de f(z) en 0 a l'ordre 2

(b) Déduire que f est prolongeable par continuité en 0 et donner la fonction g(x), prolongement de
f(x) par continuité en 0.

(¢) Quelle est I'équation de la tangente en 0 a la courbe de g ainsi que sa position par rapport a cette
courbe

Solution:

a)20pts=(4pts si on devine Pordre du développement)+(6pts pr cos a 'ordre 6)+(6pts pour NE! lordre
6)-+(4pts forme finale)
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b)(8pts=4pts+4pts) lin}) f(z) = —15 finie donc f est prolongeable par continuité en 0 et son prolonge-
r—

cosz — 1 —x?

g(x): T si 1‘750

_ 1 . _
5 si z=0

ment est:

c¢) (Tpts=3pts+4pts) (T) : y = —% est la tangente & la courbe de g en 0; g(x) —y ~ 1Lx? > 0 donc

180
la courbe est au dessus de la tangente

1+
2

2. (40pts) Soi tf la fonction définie sur [—1,+oo] par : f(z) =

(a) Etudier les variations de f
(b) Soit (u,) la suite définie par

{ Ug = %

Upt1 = f (un)

1. Démontrer que pour tout n € Non a 0 < uy, < tp41 <1
2. En déduire que la suite est convergente



3. Démontrer que pour tout n € N, on a
1
[tnt1 — 1] < §|un -1
4. En déduire que pour tout n € N, on a
1 n
n =11 < (5)"luo — 1]

En déduire la limite de (u,)

Solution:

V2
414z

b-1)(12pts) w1 = f(ug) = f(%) = § et donc 0 < ug < uy; < 1. Supposons par récurrence que cette
proprieté est vraie pour n — 1 c’est a dire

a) (6pts=4pts+2pts) f (z) > 0 et f est croissante sur [—1, +00].

O<up_1<u, <1

et montrons qu’elle est vraie pour n c’est a dire 0 < u,, < upy1 < 1.

En effet, d’aprés 'hypothése de récurrence et vu que f est croissante, on a
FQ0) < f(un—1) < f(un) < f(1)

c’est a dire: 0 < % = f(0) < up < ups1 < 1= f(1). D’ou le résultat.

b-2)(4pts) wnt1 > u, donc (u,) est croissante. wu, < 1 donc (u,) est majorée et parsuite (uy) est
convergente
b-3) 12pts=(8pts si on exprime u,41 — 1 en fonction de u,, — 1 )+(4pts pour I'inégalité)
V1+u, — V2 Up — 1
Up41 — 1 = = et donc
\/§ \/5(\/ 14+ Up + \/i)

[t — 1 1

Unpr — 1] = — 0V <y, — 1
ntr =11 =57 2(1 + un) 5| |
b-4) (6pts=4pts+2pt)On a pour tout n, |un41 — 1| < 3|u, — 1|. Il en vient que

1 1 1
|Un — 1| < §|un_1 — 1‘ < 27|U7l_2 — 1| < e < ﬁhto — 1|

c’est a dire 1
0 S |un — 1| < W

et par passage a la limite on obtient lim |u,, — 1| = 0 et donc limu,, = 1.

3. (25pts)On se donne la fonction

T
2 si =0

sin(az) .
f(a:)—{ —— s z#0

(a) Donner la valeur de a pour que f(z) soit conimue en 0

(b) Pour la valeur ainsi trouvée de a vérifier que f est dérivable en 0 et donner la valeur de f (0)




Solution:

a)(10pts) lin%)f(x) = lim(asma(;z)) =a= f(0) =2si f est continue en 0
r— x—0
b) (15pts) On a
sin(2z)
f(m)—{ NE
2 si =0
sin(2x) 9 (22)°
- - in(2z) — 2 _ e
et lim f@) = F0) _ lim —% =1l sin(2z) T~ lim 6 — lim
x—0 x x—0 x x—0 x2 x—0 .’E2 —0




