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1. (15pts)

(a) Utiliser le développement limité en 0 pour trouver lim (1 4 sinz)«

r—

(b) Utiliser le développement limité en +o0o pour trouver liIJIrl (In(1 + 6*12)33
r— 100

(¢) Donner le développement limité en 0 & 'ordre 4 de f(z) = In(—

courbe de f en 0 ansi que sa position par rapport & cette courbe.,

), en déduire la tangente a la

Solution:
1
T

a) (4pts) Soit f(x) = (1 + sinz) v (1)>°. Considérons In f(z) = L In(1 +sinz) = L In(1 4+ = + ze) =

L(z+ae) =1+¢ et donc lim In f(z) = 1 parsuite lir%f(x) =e

x—0

1
b) (4pts) Soit f(z) = (In(1+e*")z

~ (0%). Considérons In f(x) = %ln(l—i—e*"ﬁ). Comme In(1+¢) ¥ t
_z2
alors In f(z) ~ ¢ et limlnf(z) = 0 parsuite lim f(x) =1
c) (7pts) Au Voisiilage de 0, cos z est positive.In —1— = —Incosz = —In[1 — ”2—2 + % +aie] = —In(1+1)
_ _x T 4
avect = —5 + 57+ EZ:OO'
2 B3,
fa) =-S5 -G
f(z) = —[(_%2 + %) - %(%4) + zie] = % + 15t + ate. Ainsiy =0 (z'x) est tangente & la courbe de
2
fenOet f(x) ~ % >0 donc la courbe est au dessus de la tangente.

(Baréeme:7pts= D.L de cos (2pts), DL final (3pts), tan (1pt) position (1pt))

2. (15pts) On considere les suites (uy,) et (wy,) :

"1 1 1 1 1
n — —:1 — — o —, = —,
v kz_:lk! TR -~

(a) Montrer que les deux suites considérées sont adjacentes

(b) Montrer que leur limite commune ! est un nombre irrationnel. (Procéder par contradiction en

supposant que [ = % avec p, q € N¥)



(c) Pour tout (a,b) € R?, déterminer en fonction de [ la limite de la suite & terme général:

" ak+b
k!

k=1

Solution:

a) (7pts) On a w,, — u, = — > 0. D’autre part,
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Up+1 — Up =

>~
Il
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(n+1)!
la suite (u,,) est donc strictement croissante.
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Wp+1 — Wp =

nn+1)+n—(n+1)>2
n.(n+1).(n+ 1)!

—1
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la suite (w,) est strictement décroissante.

On a (uy,) croissante et majorée par wy et (wy,) est décroissante et minorée par u; donc ces suites sont
convergente. On a

1
limw, = limu, + lim — =limu,, =1
n.n!

Parsuite les deux suites sont adjacentes.
[Baréme: 7pts= lpts pour w, > u,, 2pts pour (u,) 7 3pts pour (w,) \; 1pt méme limite.|
b)(4pts).Supposons le contraire, soit | = § €Q, p,geN*".Ona

ug <1l <wy

ug < B <wy 1
P

uq<5<uq+rqi

qug <P <quq+t

Comme qu, est un entier, p est un entier et (quq + %) —qug = % < 1 alors c’est une contradiction.
Doul ¢ @
[Donner 1 point pour toute tentative de recherche]
n n n n
c) (4pts) Soit X, =3 B =g > E4py L=a) (k—ll)! +b > & =a(l+uy_1)+buy, alors
k=1 k=1 k=1
lim X,, =a(1+1)+ bl

. (10pts) Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I = [a,b] et dérivable sur son interieur
Ja,b[. On suppose qu’il existe (m, M) € R? tel que, pour tout ¢ interieur a I, on ait m < f (t) < M.

(a) Montrer que pour tout = et y éléments de I, tels que x < y, on a I'ecadrement

m(y —z) < f(y) — f(z) < M(y — z)

™
(b) Appliquation: Donner un encadrement de — en faisant appel a la fonction arctan sur un intervale

convenable (Donner & z,y de valeurs particuliéres)




Solution:
a) (4pts) Les conditions du T.A.F sont toutes remplie sur [z, y] donc il existe ¢ €]z, y[ tel que

/

fy) = fl@)=(—2)f (c)

et comme m < f/(c) < M alors
m(y —z) < f(y) = f(z) < M(y — )
b)(6pts) Soit f(t) = arctant, =0,y =1. Ona f (t) = H% € [3,1] pour tout ¢ € [0,1]. D’ou

1
5(1 —0) < arctanl —arctan0 < 1.(1 —0)

s
. - <1
0.5 < 4<




