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1. (6pts) On se donne une surface de révolution (S) paramétrisée par:

X(u; v) = (f(v) cosu; f(v) sinu; g(v))

a � v � b; 0 � u � 2�; f(v) > 0

dé�nie par la rotation de la courbe

(C) :

�
x = f(v)
z = g(v)

du plan xoz autour de l�axe oz; où f et g sont su¢ samment régulières et (C) n�est pas nécessairement
à vecteur vitesse unitaire.

(a) Donner les coé¢ cients E; F et G de la première forme fondamentale de (S)

(b) En particulier on va considérer la surface de révolution "le caténoïde" associée à la courbe (C) :

x = achv; z = av; �1 < v <1; a est une constante
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Déduire les coè¢ cients de sa première forme fondamentale

(c) On considère maintenant l�helicoïde paramétrisée par

�X(�u; �v) = (�v cos �u; �v sin �u; a�u); 0 < �u < 2�; �1 < �v <1
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On rappelle qu�une bijection

]0; 2�[�]�1;+1[ f�! ]0; 2�[�]�1;+1[
(u; v) ! �u = u; �v = ashv
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est un changement de variable si le Jacobien
@(�u; �v)

@(u; v)
est non nul pour tout (u; v):

Véri�er que f dé�nit un changement de variable, donner la nouvelle paramétrisation de l�hélicoïde
en fonction de (u; v), En déduire que le caténoïde et l�hélicoïde sont isométriques.

(d) Calculer l�aire du domaine du caténoïde correspondant à 0 < v < 1:

2. (6pts) Soit 
 une courbe à vecteur vitesse unitaire, d�une surface (S): On rappelle les notations suiv-
antes: N est la normale unitaire à (S) au point 
(t); T est le vecteur vitesse unitaire à 
 en 
(t); n
est la normale unitaire à 
 en 
(t); b = T ^n le vecteur binormal, B = T ^N;  est l�angle entre 
00et
N .

(a) Montrer que
N = (cos )n+ (sin )b; B = (cos )b� (sin )n

(b) En déduire que:

T
0
= knN � kgB; N

0
= �knT + �gB; B

0
= kgT � �gN

avec kn est la courbure normale de 
, kg est la courbure géodésique, �g = � +  
0
est la torsion

géodésique de 


(c) Montrer que 

00
= 0 si et seulement si N est parallèle à b

(d) La courbe 
 est dite asymptotique si sa courbure normale est identiquement nulle, déduire de
c) que toute droite 
 = p + tq; q étant un vecteur unitaire, d�une surface (S) est une courbe
asymptotique.

(e) En déduire qu�une courbe 
 ayant une courbure positive est asymptotique si et seulement si b est
parallèle à N en tout point de 


(f) Montrer que les courbes asymptotiques de la surface (S)

X(u; v) = (u cos v; u sin v; lnu)

sont données par: lnu = �(v + c); c est une constante arbitraire

(g) Montrer qu�une courbe asymptotique ayant une courbure positive véri�e: �g = �

3. (2pts) Soit 
(t) = X(u(t); v(t)) une coube à vecteur vitesse unitaire d�une carte (X;U) d�une surface
(S): Montrer que sa courbure normale est donnée par

kn = Lu
02 + 2Mu

0
v
0
+N v
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où Ldu2 + 2Mdudv +N dv2 est la deuxième forme fondamentale de X
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4. (6pts) On considère le paraboloïde (S) paramétrisé par

X(u; v) = (u cos v; u sin v; u2)

(a) Trouver la première et la deuxième forme fondamentales de X

(b) En déduire les courbures principales et les vecteurs principaux de X; et en donner une interpré-
tation géométrique

(c) Quelles sont les lignes de courbures de (S); c�est à dire les courbes de (S) dont les tangentes en
tout point sont un vecteur principal

(d) Existe -t-il de points umbilliques sur (S)
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