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Résumé

Ce cours introduit d’une facon lucide et simple la notion de
fibré et notemment les fibrés vectoriels. Connexions et métriques
sont bien étudiées dans ce cours de facon a montrer que ces no-
tions qui étaient abordées auparavant, représentent un cas parti-
culier de ce que contient ce cours. Chaque notion est accompa-
gnée d’'un ou de plusieurs exemples pour aider le lecteur & bien
assimiler ces notions.

1 Transport Paralléle

Soit C' :]a, b[— M une courbe reguliére sur une variété différentielle
M. On appelle champ de vecteurs le long de C' une application V' qui
associe a tout point ¢ €]a,b[ un élément V; € TopM. Si (z,U) est une
carte autour d’un point de C, on peut donc écrire

0

V, = UZ'(t) o1, |C(t)

On dit que V est C* si les fonctions v(t) sont C*. L’ensemble des champs
C le long de C est noté x(C)
S : 1 _dCt

Un champ le long de C' particulier est le champ vitesse C' = 7~ e, low-
Dans ce qui suit on va montrer que si une connexion linéaire est don-
née sur M on peut alors définir la dérivée des champs C*° le long de C
associée a cette connexion
Proposition 1 Soit V une connexion et C' une courbe lisse sur M, il

D
existe alors une et une seule application D, notée aussi 7 ou D :
Der 2 x(M) — x(C)

telle que :



1. iV =V/C(t) otV € x(M) alors D,V = VC,(t)f/
2. Do (V +W) = DoV + Do W

, dv .
3. Dy (v(t) %) = Ea% + 0 (Ve

Preuve. Supposons qu’une telle application existe. Soit p € C(t) et soit

(x,U) une carte autour de p. soit V = Ui(t)@ (C). On a :
T
0
DV = Do’vz(t)f!c(t)
dvi N
- dt Dz |C(t) + v ( )VC/%|C(L‘)
dv' dcv

gt 0w o + 0 (t) —— 0 Vo, ralew

azj

et parsuite

vt 0 dcy . 0
DoV =1 L ) T e ()

Ainsi cette définition est déterminée par la connexion ce qui montre
"unicité. Pour montrer qu’une telle correspondance est bien définie, on
lui donne la définition locale donnée par ( 1 )et on montre que cette
définition dépend du choizx de la connexion et non pas du choix des co-
ordonnées locales. m

Définition 2 Un champ V € x(C) est dit paralléle le long de C' si
DoV =0

Pour bien assimiler cette définition, considérons le cas de R™ muni

de la connexion canomque LY =0.S1V = (v'(t),v*(t),--- ,v"(t)) alors
D,V = (d“tl, d;t R dt ). Dlre que V est parallele le long de C revient
a dire que d—% = 0, Vi cest a dire v'(t) = cte, Vi ce qui justifie la
terminologie :

:/swpbb/temp/graphics/swp0000, 4

Proposition 3 Soit M une variété différentielle munie d’une connexion
V et soit C une courbe lisse de M. Si'V, € T M alors il existe un et
un seul champ paralléle V € x(C) qui prolonge V,

Preuve. Le champ V' doit vérifier le systéme
dv' 9 e,
oL () THC0) =0, k=1 o

il s’agit d’'une systéme différentiel linéaire donc d’apres le théoréme de
Cauchy la solution existe sur tout intervalle [a, b] et est unique pour la
condition Vi|i—, =V, =




Remarque 4 L’application

By {solutions de (2)} — TewM
V — Vi

est un wsomorphisme d’espaces vectoriels
Définition 5 Lapplication

PC’Z :Tc(a)M — TC(t)M
Voo = Vi=(BVa)w

est un 1somorphisme d’espaces vectoriels. V; n’est autre que la valeur en t
du, champ paralléle le long de C' qui prolonge V,, on lappelle le transport
paralléle le long de C' de V, en C(t)

c(a)

Remarque 6 La donnée d’une connexion permet de définir pour toute
courbe lisse C' un isomorphisme

Pelly : ToyM — TepM

dit le transport paralléle le long de C. Ainsi si V est une connexion sur
M, X,eT,M, Y € x(M) et C la courbe intégrale de X, alors

VY = limo (Pelf) Y (Ch) - Y (C(0))]

—0



Yy

P-1{¥(t))
‘ - T

Yp(” — N/
c({o)=p

ainst si l'on définit l'application
f:]0,1[— R™
t — f(t) = (Fclo)~'Y(C(1))

alors Vx,Y = f'(0) au sens classique de la dérivation.

Exemple 7 On considée la courbe lisse de M = R?, donnée par C(t) :

=1 . . )
{z—t' On munit M de la connexion V de coéfficients '}, = 5
autres coéfficients sont nuls. Un champs V = V1(t)0,+V?2(t)0, paralléle
de long de C' est donné par le systéme différentiel :

et les

av? 1 dC'yv, 2

TR Ve=0
dv? =0
dt -

dont la solution est V = (—3at + b)d, + ad,. Ainsi le champ paralléle le
long de C' et qui prolonge un vecteur V, = (o, 8) en o = C(0) est
1
V = (_iﬁt + )0, + B0,

de sorte que l'application de transport parallele entre T, M et Tow)M est

donnée par :
PC|6 . TOM — TC(t)M
(, B) — (=38t +a,p)

son inverse (Pclt)™ = Pg|? est donne’e par

Pc|? : TOM e Tc(t)M
(z,y) — (z+ 3yt y)
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Soit les champs X = (1 + )0, + 0y et Y = y0, + 0,. On a bien
X, = C'(0) = (1,1). Considérons Uapplication f(t) = Po|2(Y(C(t)) =
Pold(t,1) = (3t,1). On a :

Aussi Vx,Y = (VxY)(0) = (£2)0,|, = 30,

=30, = f(0).

Définition 8 Soit M une variété différentielle munie d’une connexion
V. Un champ X € x(M) est dit paralléle relativement a V si Vy X = 0,
pour tout Y € x(M). Ainsi X est paralléle si et seulement si X est

paralléle le long de toute courbe lisse C': V() X(C(t)) = 0.

A la fin de ce paragraphe, on va se contenter de citer le théoréme
suivant et lui donner une interprétation géométrique :

Théoréme 9 Soit U une carte de M, alors : la courbure Ry = 0 si
et seulement si tout vecteur Vo € T, M, xo € U peut étre prolonger
par parallélisme sur un voisinage U C U de xy. c’est & dire : Vxg €
U, YWy € Ty,,M, 3U C U, o € U et 3 X € x(U') paralléle sur U’ et
tel que X, =V

Si on voudrais donner une interprétation géométrique de ce théoréme,
on voit que pour tout vecteur V € T, M il existe un champ paralléle X
tel que X (xg) = Vp. en particuler X est parallele le long des ses courbes
intégrales en tout point. Si y(t) est une courbe intégrale de X, en un
point alors le vecteur vitesse 4 (t) est parallele et prolongeant ~'(0) ce
qui fait dans la géométrie euclidienne de v une droite. Ainsi le théoréme
précédent nous dit que si la courbure est nulle, il existe alors un champs
dont les courbes intégrales en tout point sont des droites.

2 Variétés Riemanniennes

Définition 10 On appelle variété Riemannienne un couple (M, g) ot
M est une variété C'™ et g un tenseur (g) sur M tel qu’en tout point
x € M, g, est un produit scalaire sur T,M. Ainsi ’'on peut voir g de

deux facons :
g:M— M
r — gy T,MXT,M— T.M
(v, w) — g(v,w) =< v,w >,

ot par identification

g :xX(M) x x(M) — C>(M)

(X,Y) —- <X Y >

avec < XY >,= g, < X, Y, > .



Lemme 11 (fondamental de la géométrie Riemannienne) Sur toute va-
riété Riemannienne (M, g) il existe une et une seule connexion linéaire

V telle que
Vg=0
T =0
ot T est la torsion de V.

Preuve. on va donner une démonstration succincte de ce lemme, la
premiere condition se traduit par

X<Y, Z>=<VxY,Z>+<Y VxZ >

et la deuziéme condition VxY -Vy X = [X,Y] pour tous X,Y et Z €
X(M). On peut facilement vérifier qu’une connezion vérifiant ces condi-
tions doit étre donnée par la relation suivante

2< VY, Z>= X<Y Z>4Y <Z X>-Z<X,)Y >+ (3)
<[X,)Y],Z>-<[X,Z],Y >—-<Y,Z],X >

Si on définit V par la relation (3) on voit que V est une connexion qui
vérifie les conditions du lemme. Aussi, comme g est non dégénérée c’est
a dire ker g = {0} alors V est unique. m

Remarque 12 Grdce a la relation (3) on peut tirer les coéfficients de
christoffel de V. On va noter par g;; =< Ox;,0z; > et (§) est la matrice
inverse de (g;j). On trouve

T = 5100 (056) + 0uy (0) — O, (9016 (1

2.1 Interprétation géométrique :

Définition 13 Une connexion V sur une variété Riemannienne (M, g)
est dite compatible avec la metrique g si le transport paralléle, le long de
toute courve lisse C, conserve le produit scalaire c’est a dire [’application
Pell : To@M — TewyM vérifie :

< Vo, Wa >=< Pely(Va), Pela(Wa) >

ou encore d’une facon équivalente si V' et W sont deux champs paralléles
le long de C' alors % <V,W >=0.

Lemme 14 Une connezxion V est compatible avec g si et seulement si
pour toute courbe lisse C' de M et pour tous champs V,W € x(C) on a

d D D
£<V,W>_<EV,W>+<V,%W>

ou D est la dérivée le long de C' associée a V



Preuve. Supposons que V est compatible avec g, soient Py, P,--- , P,
n-champs paralléles le long de C' et orthonormés en C'(0). Puisque V est
compatible avec g alors ces champs sont orthonormés en tout point de

C.Ona ‘
V =v'(t)P
W=l (1)P,
donc < V,W >= v'w'. D’autre part 2V = Z(vi(t)P) = Lovi(t)P; +
'Uz<t)vc’(t)PZ D,Ol\l
D d
a’

car P; est parallele. De méme, on a 2W = £w/(¢)P;. 11 en vient que

‘P

S

{< VW > =42 (v;)w;

U'L
<V,.BW > =2 (w;).v;

53

Finalement

d d D D

— <V W>=—(w;) =< =V.W>+<V,—W>

dt ) =< g LENREPT
Réciproquement, si on a % < VW >=< %V, W >4+ <V, %W > alors
pour tous champs paralléles V et W le long de C' on a %V = %W =0
et donc % < V,W > parsuite V est compatible avec g =

Corollaire 15 Une connexion V sur (M,g) est compatible avec g si
et seulement si Vg = 0 et par conséquent la connexion associée a la
métrique g est une connexion compatible avec g

en effet, pour donner une idée de la démonstration on va montrer dans
un sens que la compatibilité implique que Vg = 0. Pour cela, montrons
que Vyg|, = 0 pour tout p € M. Soient X,Y , Z € x(M) et soit C la
courbe intégrale de X,. On a

X, <Y, Z>=C'(0)<Y,Z >
:C*|0[% <Y Z >]
:% <Y|C,Z|C>
=<ZY. Z>+<YV, 57>
=< DY, Z > |i—o+ <Y, Do Z > |1—g

parsuite Vg = 0.



2.2 Géodésiques d’une variété Riemannienne

Dans tout ce paragraphe (M, g), désigne une variété Riemannienne
et V est la connexion associée a sa métrique g

Définition 16 Une courbe lisse v : [a,b] — M est dite géodésique si
le vecteur vitesse v est paralléle le long de v c’est & dire V. 7 =0

Cette définition indique une ressemblance entre les géodésiques d’une
variété Riemannienne et les droites dans un espace Euclidien. En déve-
loppant V_/ 7" = 0 on trouve dans un systéme de coordonnées locales que
les géodésiques de V sont les solutions du systéme différentiel suivant :

P d .d |
@xk+FZ(x(t))£x Eac]:(L k=1---n (5)

Exemple 17 Dans R™ muni de la métrique canonique g = dx' ® dx' la
connexion associée est la connexion canonique Ffj = 0 et donc le systéme

(5) est
k
—x" =0
dt?
dont la solution est zF = apt + by, k = 1---n, a, b, € R ainsi les
géodésiques sont les droites.

Exemple 18 Géodésiques sur la sphére S? : Considérons l'injection

f:58 —R3
(0,0) — (z =cosfsing,y =sinfsin ¢, z = cos ¢)

la métrique canonique de R3, gy = dov @ dx + dy @ dy + dz @ dz induit
une métrique sur la sphére donnée par h = f*qy. c’est a dire :

h(a:r” ax]) = gO(f*aI” f*am])
ou x; € {0, ¢}. On trouve alors
h = sin? ¢df @ dO + do ® do

et la connexion associée a4 h est

[?, =-—singcos¢
', =T = cotang
I = 0 sinon

soit y(t) = (0(t), 6(t)) une géodésique de S?. Il en vient que :

{ %9 +2cotangL6Le =0
L3¢ — sin ¢ cos p(£0)* =0
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Considérons deux cas, d’abord si 0 = cte alors le systéme devient dt2gb =
0 et donc ¢ = at + b c’est a dire ¢ est quelconque, ainsi (0y, ¢) est une
géodésique Y0y Ce sont donc les les grands cercles verticaur passant par

les poles. Dans le cas ot = 0(t) # cte on a ¢ = ¢(0) et donc %2 = %L
Aussi, on a

¢ 4 (dodiy
DL iy
@t aE
7 &)+ G
D’aprés (6) on a
d?¢ df., do df d¢ do e .,
d92(dt) g TRt g ap) SO o)
comme % ;é 0 alors
2
Z;zb —2c¢ gb(%)Q —singcosp =0 (7)
Soit w = cot ang. On a d9 = Sml ¢@ et donc
Pw — 4L d_¢]
do? do sin2¢ 0
— W @smgesss ') _ 1 _g"(p)
54 —cot ¢
w'(0) = =

dont la solution est
w=cycos0 + cysinf

cest a dire
cot ¢ = c1 cosf + cosin

ce qui représente en coordonnées sphe’riques 1”équation des plans passant
par ”origine z = c1x + coy et par conséquent les géodésiques de la sphére
sont les grands cercles unitaires de centre 0(0,0,0) de la sphére.

Remarque 19 La géométrie de la sphere est un modél de la géométrie
non-Fuclidienne ou les cercles remplacent les droites. Comme chaque
deuz grands cercles se rencontrent en deux points (les poles), alors la
géométrie de la sphére contrédit le postulat de parallélisme en géomé-
trie Fuclidienne. En utilisant la projection stéréographique, deux grands
cercles de la sphéres sont deux droites paralléles du plan projectif qui se
rencontrent en [”infini. En plus, l'axion dincidence en géométrie Eucli-
dienne qui assure que par deux points on me peut mener qu’une seule
droite cesse d’étre valide en géométrie de la sphére ow il y a infinité des
grands cercles qui passent par deux points.



3 Courbure

Soit M une variété différentielle, on considere X, Y et Z dans y(M).On
suppose que X et Y commutent, c’est a dire [X, Y] = 0. On va noter par
#' le flot local engendré par X et par ¢’ celui qui est engendré par Y.
On va construire un "parallélogramme" de la fagon suivante : On part
d’un point p = ¢°(p) on suit la courbe ¢'(p) entre t = 0 et t = h > 0
pour un certain h suffisamment petit. Soit ¢ = ¢" (p), on suit ensuite la
courbe 1'(q) entre t = 0 et t = k > 0 pour un certain k suffisamment
petit et tel que 1/°(q) = ¢. On va revenir maintenant & partir du point
r = 1*(q) selon la courbe ¢(r), avec r = ¢°(r), 0 < t < h. Noter que
¢~'(r) est une courbe parallele & ¢'(p). On note maintenat s = ¢ "(r) et
on va suivre la courbe wft(s) entre 0 <t < k. comme les deux champs
commutent alors p se coincide avec zp_k(s), obtenant ainsi un "parallé-
logramme". Maintenant, on va transporter parallelement le champ Z le
long de ce contour selon deux cotés consécutifs.

Soit ’application

5 1[0, 1] x [0, k] —> M
(.I',y) - S(x7y> :¢y0¢x(p)

I'image de s est le parallelogramme "S " décrit ci-dessus. Soit Z(x,y)
la restriction de Z sur S. On va d’abord trasporter Z(h,k) de r a
q le long de 1'(q), on obtient le vecteur T = P,,Z(h,k), ensuite on
transporte T de q & p le long de ¢'(p), on obtient le vecteur L = P, ,T =
P, P+ Z(h,k). Si on transporte le vecteur Z(h,k) de 7 a p le long
de deux autres cotés, on va d’abord obtenir P, Ps,Z(h, k). Les deux
vecteurs de T,M sont en général différents. On définit la courbure en p
ar
P P, P+ Z(h,k) — P, sPs, Z(h, k)
h,k—0 hk

Z(h,k)

Y=Pp,s(X)
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On rappelle que si (C') est une courbe intégrale d’'un vecteur X, et
siY € x(M) alors

(P "Yew — Yo
1m h

Viy =1
h—0

Une simple vérification montre que

1
hl;lﬁmO%[PMquZ(h, k)—Py,Z(h,0)—P,Z(0,k)+2Z(0,0)] = VxVyZ(0,0)
| (8)

En utilisant 1’égalité

D.V i Peto),ety Very — Ve(to)

dt t—to t—to

ou D, est la dérivée covariante le long d’une courbe ¢(t), on développe
la partie & gauche de I’équation (8) :

1 . P, Z(h,k)— Z(h,0) . P,sZ(0,k)— Z(0,0)
g z )i

= }llin[l)[Pp,quZUl; O) - VyZ(O, O)] = VvaZ(O, O)

}

Noter que p = 5(0,0),q = s(h,0),r = s(h, k), s = s(0, k). Finalement :

1
Jim o (P Py Z(h, k)= Py Z(h,0)= Py uZ(0,K)+2(0,0)] = VxVy Z(0,0)

de la méme facon

1
Jim 5= (B Pa Z(h k)= Py Z(h,0)= i Z(0,K)+2(0,0)] = Vy Vx Z(0,0)

finalement la courbure telle que I’a été définie est
(R(X,Y)Z),=VxVyZ(0,0) — VyVxZ(0,0)

et si om remplace k et h par vh on obtient

— llm (PPA,qPQJ‘_PP,SpS,T‘)Z
R(X,Y)Z(0,0) h0 z
= (VxVyZ — Vy'Vx2)(0,0)

lorsque X et Y ne commuttent pas, la courbe ne va pas se refermer
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les points p et p sont joints par le flot de [X,Y] et lorsqu’on prend le
transport parallel de Z le long du contour, il faut ajouter la quantité

li B =2 G 00
hEI(I)—)T_ [X,Y] (7)

et donc R(X, Y)Z = Vvaz — Vyvxz — V[)Qy]Z

Définition 20 La courbure R associée a une connexion V sur une va-
riété M est un champ de tenseurs de type (1,3) définit par :

R(X,Y)Z =VxV,Z —VyVxZ - VixyZ,

Il n’est pas difficile de vérifier les propriétés suivantes :

1. R est antisymétrique par rapport & ses deux premiéres compo-
santes : R(X,Y)Z =— R(X,Y)Z.

2. RX,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (Identité de Bianchi).

L’écriture locale de R est

()

R(0z;,0x;)0zy, = R%,ﬁxl

avec z l
m ot ort

I h i h ol k ik

R = hEZI(ijFih — I I%) + 3»”6: - _8%

On va supposer maintenant que la connexion est Riemannienne sur une
variété Riemannienne (M, g), R, est la composante de R(0x;, 0x;)0x;
dans la direction de 0x;. Noter que {a%l}lglgm n’est pas nécessairement
une base orthonormée et donc Rﬁjk n’est pas la projection orthogonale
de R(0x;, 0x;)0x), dans la direction de Ox;.

On rappelle que si u et v sont deux vecteurs d’un espace Euclidien,
leur produit scalaire est donné par :

<u,v> = | ulll]|v] cosb
= [wlllprojy |,
ou @ est ’angle @ alors
| projy |= =02
el

12



Définition 21 La courbure de Riemann sur une variété Riemannienne
(M, g) estle champ de tenseurs de type (0,4) définit par :
pour tous X, Y, Z,T € x(M)

R(X.Y,Z,T)=g( R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T).

On wvoit donc que cette courbure mesure la projection orthogonale de
R(X,Y)Z |, sur T, pour tout x € M.

On va noter par g,z = g(%, %) les composantes locales de g et on
9 0
Ox;’ Ox;

note par R;ju = (R( )%, %). Alors on a
Riji = R?jkghl-

et parsuite

: N Rijm — Riju
Pro R(=—, = B _ UM
i R, axj)axk 21l Vo

On peut facilement vérifier les propriétés suivantes :
1. g( R(X,Y)Z,T)=—g( R(Y,X)Z,T) et donc R;jr; = —Rji
2. g( RX,Y)Z,T)=—g( R(X,Y)T,Z) et donc Rjj = —Rijik
3. g( RIX,Y)Z,T)= g( R(Z,T)X,Y) cest a dire R;jp = Ryij
4. Identité de Bianchi : R;ji + Rjka + Riiji = 0.

3.1 Interprétation géométrique sur les surfaces :

Afin de bien comprendre la courbure, on va montrer la proposition
suivante :

Proposition 22 Si (S) est une surface plongée dans une variété Rie-
mannienne (M, g), ( (S) est une sous-variété de dimension 2 de M ),
pour tout champ V' € x(M), la courbure mesure la non commutativité
de la dérivée covariente seconde :

DD DD Of of
505" " 9531~ Blor a5
ol
f: U0 — M

(t,8) — f(t,s)

est une paramétrisation de (S) dans M, et U est un ouvert de R?.
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Preuve. On considére les courbes des coordonnées de (.5)

t — f(t,s)
et
s — f(t,s)

Soit x; = (x1, ..., ;) un systéme de coordonnées locales au voisinage de
p = f(to,s0) et V(t,s) = v'(t,s)5> un champ de vecteurs sur (S) au
voisinage de p.

%V = %vi(t,s)%
ov'(t,s
= 2D it s) R (52),
ou 2 (L) = Vi tos)ax Il en vient
Ovi(t,s
BRV = BRI D (0t 9) R (55))
02vt(t,s o' (t,s o' (t,s
= atéfs’a‘iﬁ ) B o | Ovite) )as< o) + 0 (6 5) 5 (2 (52))
donc
D D DD “ DD O DD 9
— V=V = [ ——
dtos Os ot ;?%mw@aﬁmﬁ

Soit  f(t,s) = (z1(t, ), ..., Tm(t, s)), on obtient

D 0 _8xj 0 833] 0
5535 =35 Vo B B LB

c’est a dire

DD/ 3 9% Oa:] 0
ot 85(8331-) - b 85F]18:z7k véwl = Jlaa:k
o 82:1:j 6303 am
- ot 8sv 8:1:1 + Os Vax V 8:1:1

Tj

de méme, en changeant d’ordre entre s et ¢ :

DD,k o 0%, 0  Ox;0xk 0
55971\05) "9s 0tV 9w  as ot VY o B

ot s dx; Os Ot Ox;

Oxy, ' 0xj/ Ox;”
d’ou
DD O _ DDy _ pdf of
(875856301 35(’%81:1) - R( t s)v



La proposition précédente donne une interprétation pour toute cour-
bure associée & une connexion linéaire. Une interprétation de la courbure
de Riemann en particulier necessite le developpement d’une notion d’'une
importante capitale, il s’agit de la deuxiéme forme fondamentale d’une
sous variété relative a une connxion induite.

3.2 Deuxiéme forme fondamentale :

. ’ L, e . ’
Soient M et M deux variétés diftérentielles et f : M — M un
. ’ e, . . /. .
plongement. Si M est une variété Riemannienne, alors M induit sur M
une structure Riemannienne donnée par

I(v,w) = (v,w)p = (fev, faw),,, pour tous v, w € x (M)

I est dite la premiére forme fondamentale sur M.

On suppose que f est un plongement et que M = f(M), donc T,M
est un sous espace vectoriel de T, M " pour tout p € M , aussi f, = id.
Soit V' la connexion Riemannienne sur M', si X, Y € y(M) alors
VY € x(M') et non nécessairement dans x(M). Pour tout p € M, on
a la décomposition

T,M =T,M & (T,M)*

ot (T,M)* désigne le sous espace vectoriel de T, M  orthogonal a T, M.
Cette décomposition permet de définir deux tenseurs (}) sur M :

h(X,) = projr,m(X,) et v(X,) = proj(TpM)L(Xp)

ot X, € T,M'.
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Ainsi, on a
(VxY)p = h(VxY), +v(VxY),.
——— N —

eTp,M e(TpyM)+

On va noter par ( VxY), = h( VyY), et B,(X,Y) =0v(VyY), et
donc, on a

(V/XY)p = (VXY)p + Bp(X> Y)-

Lemme 23 VY est la connexion Riemannienne sur M relative a la
métrique induite.

Preuve. Soit X,Y € x(M), lapplication p — VxY |, est la com-
posante de la projection orthogonale de V/XY l,€ T,M "sur T, »M, c’est
donc une application de classe C*°. 1l est facile de vérifier que V satisfait
les conditions d’une connexion linéaire. On va démontrer seulement que
V est symétrique, c’est a dire 7' = 0 et que V est compatible avec I c’est
a dire VI = 0.

Etape 1 : Soient X', Y € x(M') deux champs qui prolongent X et
Y, ce prolongement n’est pas unique. On sait que la valeur du crochet
[X',Y'] et la valeur de la connexion V/X/Y/ en en un point ne dépend
que des valeurs de X et Y en ce point.

(Ll
Vy’X |p = vY)( ‘p

On a V' est symétrique, c’est a dire V/X,Y/ — V/Y/X/— [X',Y'] =0 et
donc VY — Vi X — [X,Y] = 0, il en vient
VxY -Vy X+ B(X,Y)-B(Y,X)—-[X,Y]=0.
OronaVxY-VyX—[X,Y] € T,Met B(X,Y)—B(Y,X) € (T,M)* donc
VxY - VyX - [X,Y]=0
et
B(X,Y)—-B(Y,X) =0

Parsuite V est symétrique.
Etape 2 : On va démontrer que V est compatible avec I. En effet,
soient X, Y et Z trois champs de vecteurs sur M, On a

X\Y.zZ)y = (VY. Z)V+ (Y V.2
donc

X(K Z> = <VXY> Z> + <B(X7Y)7Z> + <K vXZ> + <Y7B(X7 Z)>
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or B(X,Y) € (T,M)* et Z € T,M donc (B(X,Y),Z) =0 et de
meéme (Y, B(X,Z)) =0. D’ou V est compatible avec /. Finalement, la
connexion symétrique et compatible avec I est unique et cette connexion

est V.= projy,, ®

Remarque 24 B(X,Y) est un tenseur symétrique.

Définition 25 Soit p € M, N, € (T,M)*. La deuziéme forme fonda-
mentale en p le long de N, est la forme bilinéaire symétrique sur T,M
définie par :

ANP(XpaY;J) = <vaBp(XpaYp)>-

Ainsi la deuziéeme forme fondamentale mésure la différence entre la
. !/ . . .
connexion sur M et la connexion induite sur M.

Théoréme 26 (Wingarten) Soit p e M, X,,Y, € T,M et N, €
(T,M)* et soient X,Y deux extensions locales de X, Y, sur x(M).
Soit N une extension de N, en un champ de vecteurs normauz & M.

!

N:UcCcM— TM
p —>]\/Y;0€(ijw)L

alors Ay(X,Y) = (N,B(X,Y)) = —(VxN,Y).
Preuve. En effet , VY est orthogonal a N, donc
(N.B(X,Y)) = (N,VyY —VxY)
(N, VyY)

or :

X(N,Y) = (VxN,Y) + (N;VyY)
donc (N;VyY)=X(N,Y)—(VyN,Y)=—(VyN,Y) m

Exemple 27 On considére sur R3 la connexion canonique. Pour tous

— 0 — i — g i00* 8
X=u By Y =w 9c; deux champs de vecteurs on a VxY = u Dar; Do

et s1

c: [ —R?

une courbe lisse, la dérivée covariante d’un champ de vecteur V le long
de (c) associé a V est :

D av
Dy — 4V
s i o (9)

dt Ox;
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Aussi, st M est une surface de R? et (c) est une courbe intégrale d’un
vecteur X, € T,M alors pour tout Y € x(R?), défini au voisinage de p,
on a

%(V(C(t))h:o = DC(;;C(t))hzo = V?}ZY.
Maintenant, pour X,Y € x(M), si on calcule VxY on ne va pas
obtenir nécessairement un champ sur M, pour induire une connexion
sur M on prend en tout point p € M la projection de VxY € R?® sur
T,M. Une telle projection se fait relativement & une normale unitaire
N, a M en p.
projN(VXY |p) =<< V)(Y,N > N

On définit
VLY =VyxY — <VxY,N>N

<V{XY).N>N

V{XY)

C’est une connexion sur M, dite connexion tangentielle induite sur M
par V. Considérons l'application de Gauss :

G M— S
q—>Nq

N, est la normale unitaire a M en q, soit X, € T,M et c:1 — M wune
courbe integrale de X,, c’est a dire c(0) =p et ¢ (0) = X,. On a

Gy | T,M — T,8 ~ T,M
est donnée par : G_,X, = 4(N o c(t)) |s=o . D’apres (9), on a

D 3
GpXp = 2 (N(e(t))) li=o= Vi, N.

Ainsi, \
( G.pXp, Y;7> = <V]§pN7 Y;>>
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et d’apreés le théoreme de weingaten

(VLNY,) = —Ay(X,,Y)
= _ANp(Yp’Xp>
= <Xp7 G*pYD

donc G, est symétrique relativement & (.,.). En particulier, si X, =
Y, on obtient : Ay, (Xp, Xp) = —( G, X,, X}). il en vient que -G,
admet deux valeurs propres réelles ki et ky et que les vecteurs propres
correspondants vy et vy sont orthogonauz.

Si l’on coupe la surface par un plan normal en p contenant un vecteur
unitaire v en p,l” intersection avec la surface est une courbe ¢ : I — M
avec ¢(0) = p et ¢ (0) = v (on suppose que c est paramétrisé par le
paramétre curviligne)

Comme ¢’ (t) se trouve dans le plan normal et il est perpendiculaire a
¢ (t) alors ¢’ (t) est colinéaire avec Nyyy. Ainsi

!

<c(t),G(e(t) >=0
En prenant la dérivée par rapport a t et puis on pose t =0 on obtient

<c'(1),Gle(t) >= = < (1), Gagepe () >
<

¢'(0),N, > =—<0v,Gyv >= Iy (v,v) (10)

ot on a noté par 11y, la deuziéme forme fondamentale Ay,. Le membre a
gauche n’est autre que la courbure orientée de c en p. Il est claire que les
valeurs extremales de la courbure en faisant varier la section normale
correspondent aux valeurs extremales de forme quadratique Iy, (v,v)
ou v est un vecteur tangent unitaire. Il est connu que ces valeurs sont
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atteintes dans les directions des vecteurs propres de la matrice I1y,. Ceci
montre que les nombres ki et ko sont les courbures principales et que vy et
vy sont les directions principales. La courbure de Gauss est par définition
k1.ko.  D’autre part, on peut calculer la deuxiéme forme fondamentale
en fonction d une paramétrisation locale

¢:UCR?—R3

est une paramétrisation de M au voisinage de p, {g—i, g—i} est une
P

base de T,M, et N, est donnée par :

09 09
o 8901 A (99:2
p
Y

est la normale unitaire en p a M, mais

B(&2 9oy — VR — Vi, 22

Oxi’ Ox; Bz] rorr B:EJ

73
= (Vg N} N.

Donc sa deuxiéme forme fondamentale est donnée par :

0¢ O gs 0@
((9a:z 8_363) <vazz ox;’ ).

Application : Trouver la deuxieme forme fondamentale lorsque
M = S? pour la paramétrisation :

o: S? — R3
(0,6) — (x = cosfsin ¢,y = sinfsin ¢, z = cos @)

Exemple 28 En utilisant (10), on peut assurer une interprétation na-
turellle de la deuziéme forme fondamentale. On rappelle que la dérivé
covariante d’un champ de vecteurs sur une surface est la composante
tangentielle de la dérivée d’un champs de vecteurs. Si ¢ est une courbe
paramétrisée par un parameétre curviligne, plongée dans une surface M
alors

!

1 Dc DC
=<c,N>N+ —=11 N+ —
c ¢ + 7 n(c, )N + 7

la quantité k, = || Dc /dt|| est appellée la courbure géodésique de c. Ainsi

une courbe a vecteur vitesse unitaire est une géodésique si et seulement si
kg = 0. Pour une courbe géodésique c la courbure est la courbure normale

1

= IIy(¢,¢)N

on dit que I1 N(c’, c') représente l’accélération de la géode’sique
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Théoréme 29 (I’équation de Gauss) Soit R la courbure de M’ et
R une courbure induite sur M. Pour tous champs de vecteurs X, Y, Z, T €
X(M) on a lidentité suivante

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T)—(B(X,T),B(Y, Z))+(B(X, Z), B(Y,T)).
Preuve. On a V' =V + B et donc
VyVyZ =VxVyZ+ B(X,VyZ)+ VyB(Y, Z)
comme < B(.,.),T >= 0, alors on obtient
<VyVyZ T >=<VxVyZT >+ <VyB(Y,2),T >
de la méme fagon, on a

<VyVyZ T >=<VyVxZT>+<VyB(X,Z),T >
<VixyZT>= <VimnZT >

en combinant ces équations, on obtient

<R(X,)Y),Z,T>=<R(X,Y)Z,T>+<VyB(Y,2),T >
- < VyB(X,2),T >

finalement par le théoréme de Weingarten avec B(Y, Z) et B(X, Z) sont
de vecteurs normauz, on obtient

<R(X,)Y),Z2,T>=<R(X,Y)Z,T > — < B(X,T),B(Y,Z) >
+ < B(X,2),B(Y,T) >

Corollaire 30 Sidim M =dim M —1 et X,Y, Z etT dans x(M) alors

<R(X,)Y),Z,T>=<R(X,Y)Z,T > — < IIy(X,T),IIx(Y,Z) >
+ < IIN(X, 2),IIy(Y,T) >

Preuve. Comme dim M = dim M — 1 alors Uespace tangent T, »M " est
engendré par T,M et N,. Ainsi

B(me;i) = —Up(Xp’ Yp)Np
comme N est normal unitaire alors

<B(X,T),B(Y,Z) >=<IIn(X,T),1IN(Y,Z) >
et
<B(X,Z2),B(Y,T) >=<IIn(X,2),IIN(Y,T) >
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En prenant Z =Y et T = X dans ’équation de Gauss, on obtient
la formule suivante

Corollaire 31 Si dim M = dim M — 1 alors pour tous X,Y € x(M)
on a

<R(X,)Y),Y,X >=< R(X,Y)Y,X > +IIy(X,Y)2 = IIy(X, X)IIy(Y,Y)

Exemple 32 On va continuer notre exposé sur la courbure des surfaces,
on va montrer que la courbure de Gauss est

<RX, Y)Y, X > (1)
IXTPY]P= < X, Y >2

Noter que le numérateur dépend seulement du tenseur de courbure qui
est définie selon le choix de la métrique Riemannienne. Le dénominateur
représente [’aire du parallélogramme défini par X, etY, dans T, M, ainsi
cette quatité de’pend seulement de la métrique Riemannienne, il en vient
que la courbure de Gauss est invariante par les isométries locales.

Pour vérifier (11) on a besoin de calculer la matrice de la deuziéme
forme fondamentale selon une certaine base orthonormée du plan tan-
gent, ensuite on prend son déterminant. On suppose que {X,Y} =
{e1,e2} est une base orthonomée de T,M. Dans ce cas

K =det(IIx(ei,e;)) = In(er, e1) In(ez, e2) — In(eq, €9)?

K =

en utilisant le corollaire 31 et le fait que R =0 on obtient
< R(el, 62)62, e >= IIN(el, 61)[]]\](62, 62) — [IN(el, 62)2

et |le1]|?||e2||*— < e1,e2 >*=1 et donc (11) est vraie.
Maintenant si {X,Y} n'est pas orthonormée, on orthonormalise par

la procédure de Gram-Schmidt, obtenant ainsi
_ X o X
Y- <YV > 11

= X X
Y= <Y, 5 > x|

e = —— et ey
[1X]

un simple calcul donne
<RX, Y)Y, X >
IX[PIY]P— < X, Y >2
Finalement pour conserver certaines notations concernant la courbure
des surfaces, on rappelle que les coéfficients [In(eq,e1), [In(eq,e2), [IN(€1,€2)

de la deuxiéme forme fondamentale sont notés par e, f, g et que les coéf-
ficients de la premiere forme fondamentale sont note’s par E, F, G alors

on a
_eg— f?
 EG — F?2

K=< R(€17€2)€2,€1 >=

K
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Exemple 33 Pour une sphére S? de rayon r, lapplication de Gauss
G : 5% — S? es donné par G(x) = z/r et lorientation est définie par
les vecteurs unitaires normaux sortants. on a G, = %z’d. Les valeurs
propres de la matrice associée a —G,, sont ky = ke = —1/r et donc
K = 1/r* en particulier, pour la sphére unité S* on a K =1

3.3 Courbure Sectionnelle et Courbure de Ricci

On va dans cette partie, donner une nouvelle interprétation de la
courbure. Soit p un point d’une variété Riemannienne M, X, Y, sont
deux vecteurs line’airement indépendants de T,,M. Soit IT = Il(x, v,) le
plan engendré par ces deux vecteurs. L’aire du parallelogramme défini
par X, et Y}, est donnée par

A(X, ) = [P~ < X, Y, >*

Définition 34 la courbure sectionnelle de M en p, déterminée par 11

est
9(R<Xpa Y;,)Y;), Xp)

A(Xp, Yp)

K(II) = (12)
Pour vérifier que cette définition a un sens, il faudrait vérifier que K

ne dépend pas du choix d’une base de II. En effet, si {X;D, Y;} est une
deuxieme base de II alors

XI; = allXp + G12YZD
Y, =aa X, + an,

on trouve
< R(X,,Y,)Y,, X, >= det(a;)*R(X,, Y,)Yp, X, >

de méme I'aire du nouveau parallélogramme est A(X,,Y,) = det(a;;)2A(X,, Y,)
alors

KMy ) = K(x,x,))

Dans le cas des surfaces, il n’y a qu’une seule courbure sectionnelle en
tout point qui n’est autre que la courbure de Gauss.

Définition 35 On dit que (M,g) est de courbure positive (respective-
ment négative), si pour tout p € M et pour tous deux vecteurs linéai-
rement indépondants {u,v} de T,M on a K(u,v) > 0 (respectivement
K(u,v) <0), on dit que (M, g) est a courbure constante si sa courbure
sectionnelle k(u,v) ne dépend ni du point p ni de {u,v}.
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On va introduire les résultats suivants comme de propriétés dont la
demonstration sera laissée au lecteur
Propriétés :

1. Si Ry et Ry sont deux (1, 3)— tenseurs de (M, g) vérifiant 1’antisy-
meétricité par rapport aux deux premiéres composantes et s’ils véri-

fie I'identité de Bianchi alors : Si < Ry (X, Y)Y, X >=< Ry(X, Y)Y, X >

alors Ry = Rs
2. Dans les mémes conditions de la premiére propriété, si on suppose
que pour tout point p de M et tout plan II = H(xp,yp) C T,M on a

K (IT) = K(IT)
alors Rl = R2
3. Si M admet une courbure sectionnelle constante alors

RIX,Y)Z=K(<Y,Z>X—-<X,2)Y)

Définition 36 On appelle opérateur de Ricci, le champ de tenseurs :
p:T,M —T,M donné par

p(X)(p) = Riccip,Xp = Z R(X,,e;)e;

=1

awvec X € x(M), Xp € T,M et {e;}} est une base orthonormée de
(T,M , gp).

Pour toutp € M et tous Xp, Yp € T,M fixés on définit la courbure
de Ricci par :

Ricci(X,Y)(p) = Ricciy,(Xp,Yp) = g(Ricci,Xp,Yp).

Exemple 37 On considére l'injection de la sphére S? dans R3. La mé-
trique de S? est celle induite par la métrique canonique de R3

h = g
= sin’¢dd ® df + do @ do
soit {e;}?_, wune base orthonormée, ot e; = sin12d)% et ey = %.

La courbure R est donnée par :

R(er,ea)er = Ve, Veser — Ve, Vee1 — Vi, 161 = —éa.
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D’ot la courbure sectionnelle est :
R h(—
K(e1,e0) = — (e1, €2, €1, €2) _ (—eq, €2) -1
h(@l, 61)h(€2, 62) — h2(61, 62) 1x1-0

Aussi la courbure de Ricci est donnée par :

2
Ricci(X) = Z R(X, e;)e;.
i=1

Or Ricci(ey) =e; et Ricci(e) = es. Dot

o 1 0
Ricci = (0 1).

4 Fibrés Différentiables

4.1 Introduction

On désigne par k le corps R ou C. Un k-fibré vectoriel (f.v) de rang

r, ayant pour base une variété M, est une réunion disjointe £ = L FE,,
meM

de k-e.v de dimension 7, reliés différentiablement entre eux en un certain
sens & préciser ulterieurement. L’exemple prototype est le fibré vectoriel
tangent a une variétée TTM = U T,,M

meM

La donnée d’un repére (ou une base) de F,, équivaut a la donnée
d’un isomorphisme

Z: R" — E,,

(ala"' 7a7“) — aiey + -+ age,

Etant donnés deux tels repéres z et z' en m, il existe un élément g €
GL(k,7) et un seul (la matrice de changement de base) tel que z' = zog.
On dit que GL(k, r) opére transitivement a droite sur 'ensemble R,,(E)
des reperes de E,,. R(E) = mlélMRm<E ) est un exemple de fibré principal

de groupe de structure GL(k,r). Réduire le groupe de structure a un
sous groupe G de GL(k, r) c’est se donner un G-sous fibré principal P de
R(E) : celarevient a définir sur chaque fibre E,,, une structure plus riche
que la seule structure d’e.v d’'une fagon dépendante différentiablement
de m en un certain sens qu’on va préciser dans ce chapitre. Par exemple,
lorsque k = R, réduire le groupe GL(R, r) en le sous groupe GL* (R, r)
des matrices a déterminant strictement positifs, équivaut a munir chaque
fibre F,, d’une orientation. De méme, réduire le groupe en le sous groupe
O(r) des matrices orthogonales revient & munir chaque fibre d’un produit
scalaire

Finalement, si a partir d’un f.v on peut construire le f.p de ses repéres,
on peut réciproquement reconstruire le f.v a partir du fibre des repéres
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4.2 Fibrés localement triviaux
F et M sont deux variétés différentiables (C>)

Définition 38 Se donner un fibré différentiable localement trivial de
base M, de fibré type F' (plus bri¢vement de fibré F') et d’espace total E,
c’est se donner une variété E et une application différentiable m : E —
M telle que pour tout m € M il existe une carte U de M autour de m
et il existe un difféeomorphisme

¢y FxU— 7 HU)

avec Ty © ¢y = P la deurieme projection, c’est a dire le diagramme

FxU2SrYU)CE
N T
Py
U
est commutatif, ot on a noté wy c’est -1

Déduction : Si U est réduit & un point U = {m} alors 7= (m) ~ Fx
{m} ~ F donc 7~ !(m) # ¢ et 7 est surjective. Aussi, pour tout m € U
,m Y U) = F est une variété et parsuite 7 est une submersion.w ! (m)

se note F,, et parsuite £ = U F,,
meM

Un difféomorphisme tel que ¢;; est dit "trivialisation locale" de E

Définition 39 (Fibrés triviauz) Lorsque E = F X M et m = Py : F' X
M — M alors (E, F, M, ) est dit fibré trivial et dans ce cas ¢y = id

¢ Fx{m}—E, =7"1(m)=F x {m}
(x,m) — (x,m)

est lidentité pour tout m € M

Définition 40 On appelle section (différentiable), du fibré 7 : E —
M toute application s : M — FE telle que m o s = idy; c’est a dire
m(s(m)) = m et donc pour tout m € M on a s(m) € 7—(m) ainsi une

section s vérifie :
s:M—FE= U E,

meM
p — s(p) €eE,

Noter que de telles sections n’existent pas toujours.
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Exemple 41 Un champ X € x(M) est une section sur le fibré TM =
T, M

meM
X M— TM
m — X, €T, M

Une 1— forme différentielle w € N'M est une section sur le fibré
"M =Ty M
meM
w:M— T*M
m — Wy, €T M

Une k— forme différentielle w € A*M est une section sur le fibré
ANT*M = U A*T:M
meM
w:iM—  AFT*M
m — Wy, € A\FT:M

Définition 42 On appelle morphisme (resp. isomorphisme) du fibré m :
E — M dans le fibré 7' : E' — M de méme base M, toute application
differentiable (resp. tout difféomorphisme), f : E — E' telle que 7 o
f = m: la restriction f,, de f a une fibre E,, prend ses valeurs dans la

fibre E,,

E L F
™\, S
M
Cela voudrait dire que si * € E,, = 7 *(m) donc n(z) = m, on a

7 (f(z)) = 7 o f(x) = n(x) = m et donc f(x) € 7 Ym) = E,
arsuite
! Jm By — E;n,

v = fm(r) = f(2)

Exemple 43 On suppose que F' est une variété o bord (OF # ¢), on
note OpF = I_IMaEm appelé bord du fibré E. On définit [’application
me

om 8FE—> M
x — 7(z)

Uapplication Om = 7 /9, est différentiable et de plus, pour tout p € M il
existe un voisnage ouvert U de p dans M et il exite

O¢y : OF x U — (0m)"H(U)
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un difféomorphisme, défini de la fagon suiwante : m € U, (Or)~1(m) =
0E,, et comme F ~ E,, alors OF ~ 0FE,, et donc

0¢,, : OF x {m} — OF

est un difféeomorphisme. Om o 0¢p(x, m) = O (py(x,m)) = m = Py(z,m).
D’autre part, Uapplication différentiable i : OpE — E qui est l'inclusion
naturelle, vérifie

OpE — E
om ™\, s
M
moi=0r et donci est un morphisme d’espaces fibrés
Siz = (z1,---,%,) est un systéme de coordonnées locales sur U C M
et y = (Y1, ,¥-) un systéme de coordonnées locales sur F', on obtient

naturellement un systéme de coordonnées locales (z,y) sur F' x U et par
conséquent sur 'espace total du fibré £,y a I'aide de

¢y F x U — 7Y (U) =Ey
Exemple 44 F = R" est le fibre type du fibré TM — M

R" x U — 7 Y(U)
(617"' 7§n;x17"' axn) - (Xp7p)
0

if)_xi‘p

Définition 45 Un tel systéme de coordonnées locales sur l’espace total
du fibré sera dit adapté a la fibration

o p a pour composantes locales (x1,- -+ ,x,) et X, =&

si (z',y) est un autre systéme de coordonnées locales adapté, le chan-
gement de coordonnées locales est de la forme

r=x(z,y), y=y(x,y)
D(z) D(y)
tel que |D(x,)\ # 0 et \D(y,)\ #0 ,
Soit m : £ — M un fibré différentiable et f : M — M une
application différentiable. On pose :

E ={(me)eMxE | f(m)=n(e)}

comme l'indique le diagramme suivant
E-S M
Tf
E/ L M/
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Remarque 46 E # ¢ car sim € M alors f(m') € M et comme
est surjective alors il eviste e € E tel que f(m') = m(e)

L’application

E/ 7'|'—> MI
(m',e) — —m
fait de £ un fibré localement trivial de base M et de méme fibre type F
que E. La trivialisation se fait de la fagon suivante : si ¢, : F'xU — Ey
est une trivialisation de F, on définite N

by F x [7HU) —>E}—1(U) = (for)™Y(U)
(Avm) - (bU()‘vf(m ))
la fibre E;n, de E est By, C'est a dire E= U Ey

m' eM’ ml)
Définition 47 Le fibré 7 : E' — M’ est appelé image réciproque de
E par f et se note f~1(F)

Remarque 48 On a ¢y (), f(m')) € Erony = 7Y f(m') , clest un
élément de E' et plus précisement de E;n,, en effet, on va appelé e =
b (N, f(m)) € Eny 5 done m(e) = f(m') et donc (m',e) € E;n, =
{(m',z) e {m'Y x E | f(m')=n(x)}, en fait, il faudrait regarder Ey
par exemple comme
Ey= U En= U {(mz)/n(z)=m}

Définition 49 (Fibrés induits). Pour toute sous-variété différentiable
N de M, l'image réciproque d’un fibré E — M par Uinclusion f =
1; N — M posséde une structure de fibré différentiable de base N et de
méme fibre type que E qu’on appelle le fibré induit par E sur N ou la
restriction de E sur N et que ['on note par E/ny = mIEINEm

Soient my : By — M et my : By — M deux fibrés localement
triviaux de méme base M et de fibres types F} et F, respectivement. Le
sous espace Iy x Ey de E; X E5 donné par

M

E1]\>}E2 ={(e1,e2) € E1xEy | mi(e1) = ma(e)} = I|G_|M(7T1_1(:U)><7T2_1($))

posséde une structure naturelle de fibré localement trivial de base M et
de fibre type F; X F3, de la fagon suivante :
™ IEl X EQ — M
M

(61, 62) — 7T(€1, 62) = 71'1(61) = 71'2(62)
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sig,: Fy xU — Ei|y et ¢, : Fy x U — Ey|y de’signent des trivia-
lisations locales de F4 et Fy au dessus d'un méme ouvert U de M, on
définit une trivialisation locale

¢: (Fy x Fy) xU — Ey x Bylp
M

telle que
¢((/\1> )‘2)9 m) = (¢1()‘17 m)v ¢2()‘27 m))

EEl,m EEQ,m

Noter que les images par ¢; et ¢, se rencontrent en m, c’est a dire
E1 X E2 = Uu (El,m X E2,m>
M meM

Définition 50 (Produits fibrés). Le fibré Fy X Ey — M ainsi défini
M
est appelé produit fibré de F et Fs.

Soit E —* M un fibré différentiable, X € X(E) et soit le diagramme

TE = TM
X1 T
E - M

Définition 51 On dit qu’un champ de vecteurs X € X(FE) est prolon-
geable st pour tous ei,es € E,, on a

Taer (Xey) = Tu ey (Xey) dans T, M
il eiste un unique X € x(U) noté m,(X) tel que X,, = 7,(X.) pour
n’importe quel e € E,,; Le champ X est dit la projection de X sur M

4.3 Fibrés Vectoriels

Ce sont des f.d.1.t (fibrés différentiels localement triviaux) £ — M
mais qui vérifient en plus : la fibre type F' et chaque fibre E,, sont des
e.v (espaces vectoriels) de dimension r et il est possible de choisir une
trivialisation locale ¢, telle que chaque difféomorphisme ¢,, : F' — E,,
soit un isomorphisme d’e.v, r est dit le rang du fibré

A tout f.v.complexe E — M de rang r, on peut associer :

* le f.v . réel sous-jacent Eg — M de rang 2r

* e fibré complexe E ayant le méme fibré vectoriel sous-jacent Fg que F
mais tel que la multiplication par ¢ dans E soit la mupltiplication
par —¢ dans FE, ce fibré est dit le f.v. conjugué
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Exemple 52 R” x M — M ou plus généralement k™ x M — M est
le fibré vectoriel trivial de rang r et de base M. Ona w(x,m) = m et
7t (m) = R" x {m} et donc F = R", aussi, ¢,, = id : R" x {m} —
E,, = 77 1(m) et bien sir R" x {m} ~ R" ce fibré se note O"(M)

Exemple 53 Le fibré tangent sur une variété est donné par

™M "M
(p, Xp) — p

est un fibré vectoriel de rang n = dim M. Si (x,U) est une carte autour
de p alors

by R™ x U — T,M = 7(p)
(X1>"' 7Xn7x17"' 7xn) - XP:Xiai,-’p

est une trivialisation locale de T'M.

La trivialisation locale de T'M, veut que localement, dans un ouvert
U contenant m de M, tout point (m,X,,) de TM admet une écriture
unique (X', X" @y, ,2,) oU (T1, - ,x,) sont les composantes

locales de m et (X',---  X™) sont les composantes de X,, sur 8—]m
T

Exemple 54 Le fibré cotangent
™M =M
(p,wp) = p

c’est le fibré de rang n des 1-formes sur une variété M. si m € M et
(x,U) est une carte autour de m, on a la trivialisation

oy R" x U —>T;M:7T*1(p)
(wlj... 7wn7$1’... 73:‘”) — wP:de$i|p
ainsi, localement (m,w,,)s’écrit (W', -+ W™ x1,- -, )

Définition 55 On appelle morphisme (resp. isomorphisme) de fibrés
vectoriels de base M, tout morphisme (resp. isomorphisme) de fibrés
dont on suppose de plus que la restriction sur chaque fibre est linéaire
(resp. isomorphisme d’e.v) c’est o dire f : E — E' est différentiable
(resp. difféeomorphisme) et tel que fn, = f/g,, : Em — Efu est linéaire
(resp. isomorphisme)
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Lemme 56 Si E — M désigne un fibré vectoriel différentiable réel ou
(resp. complexe), l'ensemble I'(E) des sections différentiables de E est
muni d’une structure naturelle de C*(M )-module, (resp. de C*°(M,C)-
module) : si o,7 € I'(E) donc

o,7T:M— E

m — Om,Tm € K,
on définit (uo + vT) ) = u(m)om + v(m)rm, € Ey, ot u,v € C°(M)

Remarque 57 Si f : M — M est une application différentiable alors
le fibré inverse [~1(E) = U Ejm) — M’ est un f.u. de méme rang
meM’

Définition 58 On appelle métrique riemannienne (resp. hermitienne)
ou produit scalaire sur un f.v différentiable réel (resp complexe), E —
M la donnée d’une métrique riemannienne (resp. hermitienne), <,>,,
dans chaque fibre E,, de E et tel que pour toutes sectiones o,7 € I'(E),
la fonction

<o, 7T>M-— R
m — < 0,7 >p=<0m, Tm >m

est C*®

Proposition 59 (Existence des produits scalaires) : Tout fibré vectoriel
admet un produit scalaire

Preuve. Soit (U,, ¢,) une famille de trivialisation locales
M=UU,; ¢, :R"x U, — Ey,

On note <, >,le produit scalaire sur chaque fibre de E/y, obtenu par
transport de structure & partir du produit scalaire canonique x;y; de
R" (resp Xx;y; sur C") grace a ¢,,. D’un autre coté, soit (1,,) une partition
de 'unité sur M, subordonnée au recouvrement (U, ), c’est a dire 9, :
M — R est différentiable et telle que

Supp(¥,) C Uy et X¢p, =1
On a Y v,. <,>, est une métrique riemannienne (resp. hermitienne)

sur F. %’est a dire
<, > T'(E) x['(E) — C*(M)

(o,7) — <o, 7>
avec
<o, T>M-— R
m — <0, T >p= S, (m). < Om, Tm >a
(0%
[
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4.4 Opérations sur les fibrés vectoriels

Somme de Whitney
Si 7 et Fy sont des fibrés vectoriels de rang r; et r respectivement
et de méme base M, le produit £ x Fy — M posséde une structure
M

naturelle de fibré vectoriel de rang r; 4+ ry, qu'on appelle somme de
Whitney de E; et Es et que I'on note E; & Es. En tout point m de M
ona (Ey @ Ea)m = (E1)m @ (Ea)m

Remarque 60 On a F, x Ey = '—'MEl,m X By mats By X B, est
M me

isomorphe & (E1)py @ (E2)m, en effet

j):lglﬂn X ZEZJH ___é(ZEI)WLEB (Eb)w1
(v,y)  — T+y

est un isomorphisme d’e. v, f est clairement surjective. d’autre part, si
(xz,y) € ker f alors x +y = 0 et donc x = —y ce qui donne que x ety
sont dans (E)m N (Es)m = {0} et parsuite x =y = 0 donc ker f = {0}.
Ainsi, 'on peut dire que F; z\>2 E, = mlglMELm @ Eam que l'on note par

B, @ Es

Proposition 61 Pour tout fv E — M de base compacte M, il existe
un fu.E' — M tel que E & E' soit trivial

Preuve. Soit £ —» M un f.v. de rang 7. Si M est compacte alors

M = U U,. On considére les trivialisations au dessus de chaque U,
1<al<s

G R X Uy — Ejy, =1 1(Uy)

D’autre part, on considére la famille (¢, )1<a<s une partition différen-
tiable de I'unité subordonnée au recouvrement (U,,)

¢, : M — R différentiable
Suppp, C Ua
2P0 =1

On note par ©" (M) le fibré trivial R” x M — M de rang r. On définit
I'application 1, : B — ©7(M) par 1, = (p, o 7).¢,", c’est a dire :

Si X € E,, alors ¢, (X) = (¢, 0 7)(X).6"1(X)
€R eR" x U,

Si X ¢ E, alors 7(X) ¢ U, et donc ¢, (7(X)) = 0, ainsi (X) =0
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On a v, est un morphisme de fibrés vectoriels. On considére le fibré
trivial O™ (M) = ©" (M) & --- @ ©"(M) et soit 'inclusion canonique de

vV
s fois

la i®™¢ copie de ©" (M)

Qo O (M) — O"™(M)
comme Y ¢, = 1 alors I'application Y i,0[(p,0m).0." : E — ©"(M)
est un homomorphisme injevtif de fibrés vectoriels. Comme, O™ (M) peut
étre muni d’un produit scalaire, par exemple chaque fibre est munie du

produit scalaire canonique de R alors le supplémentaire orthogonale
E' de E dans ©" vérifie E@ E =0 (M). =

5 Foctions De Transition Et Connexion Sur Un Fi-
bré Vectoriel

5.1 Fonctions de transition

Dire que F — M est un fibré vectoriel de reang r revient a dire
que localement E "ressemble" R", aussi 71 (U) "ressemble" a U x R".
On rappelle qu’'une section de E sur M est une application différentiable
s: M — E telle que s(x) € E,. On peut, grace a ces données, déduire
que pour tout x € m il existe une carte U de M autour de z et il existe
r sections

e;,:U— F
y — ely)
un champ de bases au dessus de U, c’est a dire {e;(z), - ,e,(y)} est
une base de E, et telle que la fonction de trivialisation est donnée par :

o UxR  — 740U
(y7 alu e ’ar> - Zazez(y) S Ey
on dit que {e;} représente un repére de E au dessus de U. Le couple
(U, ¢ 1) est dit une carte du fibré au dessus de U

i=1---r

Exemple 62 Soit le fibré tangent TM —~ M donné par n(z, X,) = .
C’est un fibré vectoriel de dimension n = dim M. Pour tout x € M il
eziste une carte U autour de x telle que




avec {%|p}i:1.,.n est une base de T,M et l'application de trivialisation :

¢ UxXR" — 7 HU)
(p’ala"' >aT) - Eaza%‘p € TPM

est un difféomorphisme. Noter que T'M = I_IMTpM7 les fibres sont T,M, p €
pe

M et que le C*°(M) - module des sections sur T M n’est autre que x(M)
le C®°(M) - module des champs de vecteurs.

Soit maintenant £ —— M un f.v de rang r et soit (U,)aea un re-
couvrement ouvert de M, comme les fonctions de trivialisations sont
des difféomorphismes alors on peut les voir pour tout «, comme ¢, :
7Y Us) — U, x R”. On va considérer deux cartes U, et Ug telles que
U, NUs # ¢. Pour un point p € U, N Up , on a deux champs de bases
{e;} et {e;},i = 1---r tels que {e;(p)} et {e;(p)} sont deux bases de
E, =7 (p) et donc un point X,, € E, s’écrit

X = X'e;(p) a Yie)(p)

L’application linéaire qui échange les composantes sur les deux bases (la
matrice de passage), est donnée par
-1
(Ua N Us) x R™ 25 27 (U, N Uyg) 225 (U, N U3) X R”
(p7X17 te ’Xn) - Xp = Xzez(p) - (payla T ’Yr)

ot X, s’écrit dans la carte (Ug), comme X, = Yje;- (p). Ainsi ¢4 0 ¢,
échange les bases de £, et Ez. On en conclut 'existence d’une applica-
tion
Gop Ua NUsg — GL(r,R)
p - ¢aﬁ(p) = Gb,g o ¢;1|p
On a (baﬁ(p)(Xl,'-- , X)) = (YL,...Y") et donc ¢g © o, (p, X,) =
(P, Gap(p)(X)). L’application ¢,5 est dite application de transition.

Exemple 63 On considére le fibré vectoriel tangent T M , soient (x,U,)
et (y,Us) deux cartes locales qui se croisent (U, N Uz # ¢). On va sup-

poser que (r1,--+ ,x,) et (Y1, ,yn) sont les coordonnées locales d’'un
point p € U, NUg. Pour V, € n=(p) =T,M on a
-0 i 0
v, = Vi |, =viZ
p U, amz ‘P ayj ’p

Pour exprimer le lien entre les composantes Vi et V', il est profitable
de rappeler que si f : M — N wune application différentiable entre
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deux variétés, alors pour tout point p € M, Uapplication tangente en p
s’exprime localement par
.0 - Of7 0
X f

Pour le cas de changement de cartes on a l’application

2(Ua N U3) "5 y(Us N Uy)
(331) - (yz)

1; 8 7 .
et donc V' = Vk—y. Parsuite

0xk
8yl 8yn
1 PR n f— k_ .o k_
gbaﬁ(p)(‘/? 7V ) (V al'k;7 ’V 8..'L‘k)
et
T
0y oz,
Gaplp) =1 ¢ +
OYn . On
0y oz,

Exemple 64 On peut de méme donner les fonctions de transitions du
fibré cotangent T*M — M. Soit w, € TyM, on a

i '
Wy, = Wdy; = w'dx;
P le@ j

ot (Uy,y) et (Ug, z) sont deux cartes autour de p. On vérifie facilement

que ¢a,3(p)(w1, co W) = (wiaill e ’wi%> et parsuite
M Oy
81‘1 6371
Gop(P) = R
y1 . On
ox, ox,

Exemple 65 On considére la variété @M ot M est une variété de
dimension n. On a

QIM = M

(p,ty) — p

est un fibré vectoriel rang n* = 4 donné par @M = I_IM ®Y T,M ou
pe
RST,M = {t, : T,M x T,M — R bilinéaire} est un espace vectoriel de
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dimension 4. Si (x,U) est une carte autour de p alors {dz1®@dx;|,}1<i j<2
est une base de YT, M. L’application de trivialisation est donnée par

by (U)—  UxR
ty  — (p.tin, tia, tar, to2)

ou t, = tijdx* @da?|,. Il est utile de rappeler que si f : M — N est une
application différentiable, alors f induit une application différentiable
entre les variétés des tenseurs :

[ QIN — ®IM
t = ([)(Xp, Yy) = tf(p)(f*p(Xp)v fan(Y))

et lorsque (U, x) est une carte autour de p et (V,u) est une carte autour
de f(p) alors pour t = t;;du’ ® du’ on a

kE orl
of 8—fdxi ® da?

=t
f M am, 81‘]'

Ainsi, lorsqu’on a un changement de variables autour de p € U, N Up,
onat = tidy' @ dy’ = t;;da’ @ da? alors
o ]

oo

t..=1
K kl&ci al'j

et

; oy* oy ; oy* oy ; oy* oy ; oy* oy
kl@xl 85(717 klaxl 8@’ klal’g 81:1’ klaZL‘g 81‘2

¢5a (p) (tn, t12, Lo, t22) = (

Aussi,

Q
<
—
Q
<
-
QD
<
-
Q
<
[N}
Q
<
N
QD
<
—
Q
<
o
QD
<
[\&]

Q
8
_
Q
8
—
Q
8
—
Q
8
=
Q
8
=
Q
8
—
Q
8
—
Q
8
Ay

¢Ba (p) =

1 1 1 2 2 2

Q
<
Q
<
Q
<
Q
<
Q
<
Q
<
-
Q
<
Q
<
N

Q
Q
Q
Q
Q
Q
N

Q
Q

ro Ore Oxg Oxg Oxo O ro Oxo

Exemple 66 Pour une variété M de dimension 2, on peut donner l’exemple
de N2M — M qui est un f.v de rang r = 1, il est facile de vérifier que

¢6a(p)R—> 8182R8182
@ = (G 5r; ~ Bus 001

et parsuite
oyt oy? Oyt Oy?

¢Ba(p) - <85L‘1 8902 B 6@ Oxl
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Exemple 67 On considére la variétée M = S* = {(z,y) e R* | z*+
y* = 1} munie de l’atlas formé de 4 cartes (U, X;)1<i<a avec :

(z,y) € S' [ x>0} Xa(x,y) =

($7y>651/y>0} X2('r7y)

(z,y) (z,y)
(z,y) (z,y)

le changement de carte entre Uy et Uy par exemple est donné par :

X20X1 :10,1[ — 10, 1]
P s= VI P

et si on regarde la fonction de transition du fibré tangent en un point
p € Uy NUsy, on trouve

(UlﬁUg) XR—>7T_1<U1QU2) (UlﬂUQ) x R

(p7 ) - adt’p € Tpsl (paﬁ)
d
ouﬁfozd—i* \/% et donc

—at

V1—1t2

Exemple 68 On cosidére la sphére S* munie de l’atlas de 3 cartes S? =

L Ucwec
1<i<

P21 (1) (@) =

Ul = {(:v,y, Z) S SQ / ’:C‘ < 1};X1(x,y,z) = (%,y)
Us ={(z,y,2) € 5° / ly| < 1}; Xa(z,y,2) = (z,9)
U3 = {(ZE,y,Z) € Sz / |Z| < 1};X1(l‘7ya Z) = (‘T’ Z)

On définit E = {(u,v) € RExR> / ||ul| =1 et < u,v >= 0} et
7 E — S? par w(u,v) = u, ainsi E "~ S? est un fibré vectoriel de
rang r = 2. En effet, © est surjective; 71 (U) = Ey = {(u,v) € R? x
R3 / < u,v >= 0} n'est autre que l’espace vectoriel orthogonal ¢ u € S?,
c’est donc le plan tangent o S? en u qui est un e.v de dimension deuz. On
va construire les applications de trivialisation associées au recouvrement
(U;) de la fagon suivante : Soit u = (x,y,z) € S?, on a Ey,.) est le
plan orthogonal & u. On va construire [”isomorphisme d’e.v. :

D (w,y,2)
@y, 2
Eayz — R

(,8,7) — (a=ala,B,7),b=0b(a,,7))
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Pour tout vecteur (o, 3,v) € E,, un vecteur de E,, linéairement indé-
pendant avec (o, B,7) est
U= (x>ya Z) A (Oé,/B,’}/) = ((62 - ’Vy)> —(O_/Z - 737)7 ay — ﬁl’))
ainsi, on prend a et b comme étant les abssices de u et v respectivement
a=fz—"y
b=«
Finalement application de trivialisation associée a Uy est :
¢1 . 7T_1(U1) — U1 x R?
(9, 20,8,7) — (z,9,2 82—y, q)

Il n’est facile de trouver l'application inverse de ¢ :

¢t Uy xR — 7 (Uy)
Noter que |z| # 1 pour u € Uy et ¢~ est bien différentiable.
De méme
by T HU) — U, x R?
(@,y, 250, 8,7) — (29,272 — az, B)
et

¢3 : 7T71(U3) — Us X R?
<£U,y, Z;Oé,ﬁ,’)/) - (x7y72; @y—ﬂfﬂ,’}/)
Pour tout (x,y,z) € Uy NUy on a ¢g(x,y,2) : R* — R? donnée par

_ az —bry —bxrz—a
¢21(I7 Y, Z)(CL, b) = ¢2o¢1(;,y,z)(aa b) = §b2(fL', Y,z b7 Y y) =

1—22 7 1-—2a2
¢21(ZL‘7 Y, Z)<a7 b) = ¢2 © gbl_(‘lzyy,z) (CL, b)
b b az — bxy —bxz—ay)
=y (2, vy, 2;
o\, Y, 250, ].—272 ) 1—1‘2
B (—axy—bz az—bxy>
B 1—22 7 1—2?

B 1 —TY —z a
N 1—22\ 2 —xy) \b

et donc .
- -y —z
de méme .
- Yz x
¢32(l’,y72’) - 72 + 52 (—xyz) S GL(2)
et .
— rz Yy
sl = o (2 V) e G
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6 Connexions sur les fibrés vectoriels

Soit (F, M, ) un fibré vectoriel, I'(E) le C*°(M) - module des sec-
tions de E sur M.

Définition 69 Une connexion sur le fibré E est une application :

V:x(M)xT'(E)—T(F)
(X,S) — V)(S

telle que, pour toute fonction f € C°(M), et pour tous champs X,Y €
X (M) et pour toutes sections S, Sy et S € I'(E) on a :

1. VxiyS =VxS+VyS

2. VyxS=fVxS

3. Vx(S1+4S2) =VxSi + VxS,
4. Vx(fS)=X(f)S+ fVxS

Notation 70 Six € M etu = X, € T,M. Onnote V,S = (Vx95)(zx) €
E,

Exemple 71 Une connezion sur M est une connexion sur le fibré tan-
gent TM. En effet, '(TM) = x(M) et

Vi x(M) x x(M) — x(M)
vérifie les conditions ci-dessus

Exercice 72 (Connexion sur le fibré inverse) : Soit E —— N un fibré
vectoriel au dessus de N et ¢ : M — N une application différentiable.
On note par ¢ *E le fibré vectoriel inverse de E par ¢, c’est le fibré au
dessus de M donné par ¢ 'E = EUME¢($)’ Si BV est une connexion sur

le fibé E on peut lui associer l'unique connexion V définie sur le fibré
inverse ¢~ (E) telle que pour tout x € M avec ¢(x) =y € N, pour tout
X € T, M et toute section p € I'(E) on a

Vx(¢*p) =" V4, x(p)
ot ¢g*p=pop eT(¢p 'E) et ¢, : TuM — Tyy N

Solution 73 En effet, il est facile de voir que V vérifie les propriétés
d’une connexiion linéaire, il suffit donc de donner l’écriture locale de V
montrant ainsi ['existence et 'unicité. Soit U, une carte autour dey. On
considére sur Uy, le champ de sections p,, de E tel que {p,(q)} est une
base de E, pour tout q € U,. Si U, est une carte autour de x telle que
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o(U,) C U, et siV €T (¢ 'E) est une section au dessus de U,, dans le
sens que V, € Ey(,) pour tout z € U, alors, on a :

V= 6", ol fo € CF(U,)
St 'V vérifie les conditions de la donnée, alors

VxV=Vx(f*.¢"p,)
=X(f*)d ps + [*Vx(¢7p,) (13)
=X (f*)¢" po + [V x(0a)

Noter que l’équation (13) s’écrit dans la fibre Ey,. Cette équation montre
lexistence d’une telle connexion sur le fibré inverse. Pour montrer [’uni-
cité, il suffit de montre gte l’équation (13) ne dépend pas du choiz de
{po}- On va continuer cette demonstration de l'unicité mais pour de
raisons de familiarité avec les notations et pour aider le lecteur o bien
assimiler la preuve, on va se contenter de donner cette demonstration au
cas ou le fibré E = TN et donc ¢ *(TN) = I_I T¢ N. On peut donc

0
poser {8_} un champ de bases de T'N au dessus de Uy, on adz,
Yo

« * (0% 8
Vo=f%0"po=f -@W(p) pour tout p € U,

Si {2} est un autre champ de bases au dessus de U,, on a alors
82/3 Yy

0
Vo=9"7 ﬁ|¢
L’application de transition entre {y,} et {23} donne que
0z
A
0 Oy O (14)
025 025 Oya
On a 9
a) _— « E J—
g "l + () ox(30)
(2)
(o) -2 8y E 9
- X(9") 8zﬁ|¢(a:>+9 () 2V, x( azﬁ)
En partant de ’équation (2) et en utilisant (14) on obtient :
Dz 0z 0yo O
= X (<. « E —Je 7
v (/ 8ya) |¢( A 0Ya Vo X(azﬁ Yo
82/3 025 Oya®” 0
— X(f° o 928 O 7
(7). 52 zﬁw) b 1SR x()
8
=X, low + fa(fc)-EVmX(a—%)
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0z
car X (—B) = 0. D’ou lindépendance de cette connexion relativement au

«
changement de cartes.

Remarque 74 Lorsque la section V. de ¢ 'E sur M n’est pas de la
forme ¢*p ot p € I'(E) et E = TN, alors la connexion V sur le fibré
tnverse est donnée par

VxV = _lt o[ (" Psos,) 'V (0 (1))]

avec :
1. V:x(M)xT (¢ 'TN) — (¢ 'TN) et donc VxV € (¢ 'TN)
VxV:M—TN
T — (VXV)I S T¢($)N
2. t — o(t) est la courbe intégrale de X, € T,M
3. NPyoo, : ToyN — Tyo)) N est le transport paralléle entre ¢(o(0)) =
o(x) et ¢(o(t)) relativement & la connexion £V

c’est a dire

Valt)
bloit)
Xlx) PIFIValt)
//\)m oo
X d(x)
M N

Preuve. En effet, on peut vérifier qu’il s’agit d’une connexion sur le fibré
inverse, c’est surtout la propriété 4 qui demande une démonstration

Vx(fV)|e = X(f)V]e + fVxV|: dans Ty N

On rappelle que si X € x(M), z € M, f € C>®(M) alors X,(f) € R est

donnée par ;
Xu(f) = Slemolf 0 0(1)

ol ¢ est une courbe intégrale de X,. On a

Vx(fV)I:c:%lt:o{(NquoUt) (o). V(e ()]}
= dtli=o{f (@ (t).(Y Pyor) [V (a(1))]}

ol on a utilisé la linéarité de V Py.,,) . Il en vient :

Vx(fV)le = (G l=olf(o(B)]). (" Pooo ) (V (o (1)))1=0
F(o(t)e=0-gli=0[ (" Pyoo,) "1V (0 (t)]
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Don
(V)L = XL £V (0 (0) + F((0).Tx (V)]s
= X, fV(zx)+ f(2).Vx(V)|.
D’on le résultat. =

On rappelle que si V est une connexion sur M alors pour tout X &€
X (M), on définit le tenseur contravariant

Vx : A'M — A'M (15)

par (Vxw)(Y) = Xw(Y) — w(VxY). Dans I'exemple qui suit, on va
placer cette définition dans le cadre naturel de la théorie de connexions
sur les fibrés vectoriels.

Application : Connexion sur le fibré dual

Soit E —— M un fibré vectoriel et soit V une connexion sur E.
On rappelle que le fibré dual de E est E* —— M ou E* = IIE_JME;. La

connexion V sur F induit une connexion notée V* sur E* construite de
la facon suivante :

V* (M) x T(E*) — T(E¥) (16)

pour tout X € x(M) et tout w € I'(E*). Ona ['(E*) ={w: M — E
telle que w, € E*} s’identifie au C*°(M) module

{a:T(E) — C*(M)}

comme suit, si w € I'(E*), alors on prend «(S)(z) = w,(S(z)). Ainsi
une section de E* sur M peut étre vue comme une application C*°(M)-
linéaire de I'(E)) dans C*°(M). Dans ces condition V* sera donnée par

(Vxw)(o) = Xw(o) —w(Vxo)

pour tout o € I'(F). Ainsi, I’équation (15) n’est autre que la connexion
V* sur le fibré dual 7*M du fibré T'M associée a la connexion V de T'M.

Exercice 75 SoientV et W deux fibrés vectoriels au dessus d’une méme
variété M. On note par V'V et WV les connezionz sur V et W respecti-
vement

1. Montrer que
Vx(O' D )\) ZZV VXO' @W VX/\

définit une connexion sur le fibré V. W

2. Montrer que
Vx(@e®@)) = ("Vxo)@A+0®@ ("Vx))

définit une connexion sur le fibré¢ V@ W
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3. Donner l'écriture locale de chacune d’elle.

Proposition 76 Soit ¢ : M — N un difféomorphisme et ¢ "TN le
fibré réciproque de E = TN de base M, on note par V la connexion sur
& 'TN associée & la connexion ®V de E. On suppose que PT = 0, alors

pour tous X,Y € x(M), o on a noté $, X = ¢, 0 X € I'(¢p"'TN)
Preuve. Soient (z,U) et (y,V) deux systémes de coordonnées locales
autour de p et ¢(p) respectivement. On a

-0
X=X
Y =Y/ —
827]'
et donc
0
6. X=X
8§a
Y =Yigh —
o % dys
ot on a noté @7 = ¢ .
8:61-
0 L0
Vx¢.Y = Vyo, X = Vx[Yig! . —] — Vy[X7 ja_]
; 0
= [X],YZ Y. XZ}(bl 8 _i_X]Yz{(bﬂ _ (b”] ya

T Xighyipe [Evayﬁaya "V ay, 0ys]

Comme la torsion de ¥V est nulle, on en déduit que Vx¢,Y —Vy¢, X =
¢, [X,Y] m

Définition 77 Soit V une connexion linéaire sur un fibré vectoriel E ——
M. On définit la courbure de V comme étant un tenseur :

R:x(M)x x(M)xT'(E) —T'(E)
donné par : R(X,Y)S = Vx(VyS) = Vy(VxS) = Vixy(5)

On peut facilement vérifier que R est C°°(M) multilinéaire et que

R(X,Y) = —R(Y, X)

Exercice 78 1. Donner Uécriture locale d’une courbure R associée @
une connexion V d’un fibré vectoriel
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2. Si V™ est la connexion sur le fibré dual E* associée a la connexion
V de FE alors

R*(X,Y)0(0) = —0(R(X,Y)o)

avec X,Y € x(M), c € I'(E) et § € I'(E")

3. 8iV =VY"VaVV estla connexion sur le fibré de Whiney V & W
alors
RX, V)o@ =" R(X,Y)o @ R(X,Y)\

4. SiV(ieo ) =(YVo)@A+0o® (V) alors
(RX,Y)oo A= ("R(X,Y)o) @A+ 0 ® (WR(X,Y)\)
5. 8i 'V est la connexion du fibré inverse ¢ 'E alors

Ro(X,Y)p(x) =" Ry (6., 6.Y)p()

7 Meétrique sur les fibrés vectoriels

Définition 79 On dit qu’un fibré vectoriel admet un produit scalaire h
si chaque fibre E, admet un produit scalaire :

hy:E, x B, — R

telle que lapplication x — h, est C'*°. Ainsi, pour toutes sections s,
so € I'(E) la fonction h(s1, s2) sur M définie par :

h(s1,52)(x) = ho(s1(), s2()) (17)
est de classe C*.

Définition 80 Une définition équivalente a la premiére définition est
qu’une métrique sur un fibré vectoriel est une application

h:D(E) x D(E) — C®(M)

bilinéaire, symétrique et définie positive. L’identification est donnée par
léquation (17)

Définition 81 On dit que la connexion VYV d’un fibré vectoriel E est
compatible avec le produit scalaire h de E si pour tout X € x(M), si,
so €(E) on a :

X]’L(Sl,SQ):h( VX81782)+]'L( Sl,vXSQ).
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Exemple 82 Pour une variété Riemannienne (M, g) la métrique g est
une métrique sur le fibré tangent. On a I'(T'M) = x (M) et la connexion
associée a g est une connexion compatible avec g.

Exemple 83 Dans cet exemple, on va étudier le fibré inverse E =
¢ (TN) ot ¢ : M — N est une application différentiable. On suppose
que (M, g) et (N, h) sont deux variétés Riemanniennes de dimensions
respectives m et n. Soit ¢ € C*°(M, N),on rappelle la définition de la
connezion induite N sur le fibré induit E = ¢ *(TN) = Upent TN -

- d -
(VxV)(z) = at =o' P¢o}7(t)v(‘7(t))

avec X € x(M),V € T(¢"Y(TN)) , v € M ett — o(t) € M est une
C '-courbe sur M telle que 0(0) = z et o (0) = X, € T,M, et oy est
une "portion” de o , c’est la courbe donnée par o(s) := o (s), tel que
0<s<t, cesta dire la restriction de o sur la partie entre x et o(t) .

et
N p—1
Pooot
est le transport paralléle le long de la courbe ¢ o o(t) de N relativement

To@N — ToeenN

a la connexion de Levi-Civita NV sur (N,h). L'opérateur ¥V est une
connezion sur E = ¢ ‘TN, et ce dernier admet un produit scalaire
associé a la métrigue Riemannienne h sur N , notée aussi par h et
donnée point par point par :

ho@)  To@ N X Ty N — R
c’est a dire pour tous Vi, Vo € Ty)N on a :
h(V1,Va)(2) = ho) (Vi(2), Va(2)) = (Vi(z), Va(@)) 1, N

On propose de montrer que cette métrique est compatible avec la connexion

\Y
En effet, soient Vi,V, € T(¢"'TN), X € x(M),et z € M. On a

X,h(V,,Vy) = 4 hooun(V,(0(t),Vy(a(t)))

= Gl PrpVilo(t), VP Va(o(1))

Car VP conserve le produit scalaire, comme V'V est compatible avec h.
Ainsi :
Xa:h(vly‘/?) = h¢(x)(%|t:0 NP&;IU(,:)%(O—(”):VQ(JJ))"’_
N H—
hab(x)(‘fl(x)’%h:o quoi(t)V{(U(t)))
= @) (Vx, Vi, Va) + hg@y)(V1, Vx, Va).
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7.1 Application musicale :

Dans ce paraghraphe et dans le but de créer un opérateur sur x (M)
qui sera équivalent au Laplacien défini sur A'M, on va introduire le
dictionnaire musical entre T'M et T M.

Définition 84 FEn tout point x d’une variété riemannienne (M,g), on
définit la fonction musicale b, par :

by : Ty M — T, *M
X — b X

telle que b (X)(Y) = ¢.(X,Y) = (X, Y). L’application b est un isomor-
phisme d’espaces vectoriels.

Il est claire que ’écriture locale de b, est
by = gijdr’ @ da’

ainsi, pour tout X = X';% on a b(X) = w, avec w(Y) = g(X,Y) =
gi;X"Y7 et donc w = ¢;;X'dx?. Son inverse est donnée par :

boOTM — TLM
w=wdr" — tw)="f,=X

qui s’écrit localement par :

0 0
b= =97 559 50

et donc
0

fw) =to=X= gijwia—xj-

Définition 85 Soit T*M —— M le fibré dual du fibré TM — M. On
définit la métrique h* sur le fibré T*M associée a la métrique h sur le
fibré TM par :

<w,0 >,=<tw, o >

On en déduit que localement si w = w;da’ et o = o;dz? alors

< W, 0 >,= g’kwiak
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Exemple 86 On considére R? muni de la métrique

g= 1+ 2*)dr ®@dr + dy @ dy

1
14 2°0 _ 0
(1) @ ()

Soit w = xd — xy*dy et o = x*dx deux éléments de T* M.

( 1 0
1ta2 x z
o= () (o) e

1 _9 2 2
_ 1+a? T\ z
o= (()1)(0>_ R

3

1+ 22

on a alors

\
de sorte que < w, o >,=< fw, o >=

Proposition 87 La métrique h* surT* M est compatible avec la connexion
V* définie dans l’équation (16)
Preuve. Soient X € x(M), w eto e [(T*M)=A'M. On a

X <w.o >=X <tw,to >

Comme la connexion V de T'M est compatible avec la métrique <, > de
TM alors :

X < fw,flo >=< Vxiw, fo > + < fw, Vxio >
Or on peut vérifier sans difficulté que
Viw = b(Vxiw)

donc

Vxiw = §(Viw)

1l en vient que

X <fw,fo >=<i(Viw), o >+ < fw,§(Vxo) >
= < Viw, 0> +<w, Vo >,

et parsuite V* est compatible avec h*. m
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A The First Appendix

The appendix fragment is used only once. Subsequent appendices can
be created using the Section Section/Body Tag.

Following is a short bibliography. It has no relationship to the pre-
vious text, but can be used to show sample citations such as [4] and [6].
This typesetting style places each citation inside square brackets. If you
want multiple citations to appear in a single set of square brackets you
must type all of the citation keys inside a single citation, separating each
with a comma. Here is an example : [2, 3, 4].
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