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1. Soit (C) le cylindre de R3 de rayon 1 et d�axe oz: Soient (�; z) 2]0; 2�[�R les coordonnées locales de
(C) :  (�; z) = (x = cos �; y = sin �; z = z): Soit

g0 = dx
 dx+ dy 
 dy + dz 
 dz

la métrique canonique sur R3:

(a) Trouver la métrique g sur (C) donnée par la restriction de g0 sur (C)

(b) Trouver la connexion r sur (C) qui est compatible avec g

(c) Donner les géodésiques sur (C) relativement à r et véri�er qu�elles sont , soit les droites vertcales,
soit les cercles horizontaux soit les helices sur (C)

(d) Soit (
) l�ellipse sur (C) d�équation z = cos � + sin � et soit p(
�

2
; 1) un point de (
) soit V =

a
@

@�
+ b

@

@z
jp un vecteur de TpC

1. Trouver le transport parallèl de V le long de (
) relativement à la connexion r

2. Soient u =
@

@�
+

@

@z
jp et v =

@

@�
� @

@z
jp deux vecteurs de TpC: Véri�er par le calcul que le

produit scalaire < u; v >=< eu; ev > où eu et ev sont respectivement les transports parallèls le
long de 
 de u et v au point 
(t)

2. On considère S2 la sphère unité de R3. On considère un recouvrement de S2 par deux cartes (U; �)
et (V; �) où

U = S2 \ f(x; y; z) 2 R3 = y 6= 0 ou x < 0g
V = S2 \ f(x; y; z) 2 R3 = z 6= 0 ou x > 0g

avec
� : ]0:2�[�]��2 ;

�
2 [ �! U

(�; ') ! (x = cos � sin'; y = sin � cos'; z = sin')

et
� : ]0:2�[�]��2 ;

�
2 [ �! V

(�; ') ! (u = � cos � sin'; v = � sin';w = � sin � cos')
c�est à dire �(�; ') est la rotation de �(�; '), d�angle � autour de oz suivie par une rotation d�angle �

2

autour de ox: Aussi, � = (�!ox;
��!
oM

0
); ' = (

��!
oM

0
;
��!
oM) avec M

0
=ProjxoyM

Le changement de coordonnées est (u; v; w) = (�x;�z;�y):
Donner l�application de transition '12 du �bré tangent TS

2 relative à ce recouvrement.

3. SoitM une variété de dimension 2, on considère l�espace des tenseurs 1� covariants et 1�contravariants

11M = ft : �(M) �! �(M) C1 -linéairesg: Si (xi) est un système de coordonnées locales autour d�un
point x 2M alors fdxi 
 @

@xj
g est une base locale du module 
11M:

(a) Véri�er que 
11TM = [
x2M


11 TxM est un �bré vectoriel sur M: Déterminer ses �bes et son rang

(b) Soient fxig; et fyig deux systèmes de coordonnées locales autour de x 2M
1. Véri�er que 8>><>>:

@

@yi
)x =

@xj

@yi
)x

@

@xj
)x

dyi)x =
@yi

@xj
)xdx

j)x

2. Déduire les applications de transition 'i j(x; v); x 2 Ui \ Uj ; v 2 R4

IND.T 2 
11TxM; T = T ji dx
i 
 @xj = eT ji dyi 
 @yj . Exprimer eT ji en fonction de T ji
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(c) On suppose que (M; g) une variété Riemannienne et r une connexion sur M compatible avec g:
Soit �(
11TM) l�espace des sections sur le �bré 
11TM Etablir �(
11TM) = 
11M

(d) On dé�nit er : �(M)�
11M �! 
11M par (erXL)Y = rXL(Y )�L(rXY ): Véri�er si er est une
connxion sur le �bré 
11TM

4. Soit (M; g) une variété Riemannienne et r la connexion associée à g: Soit [ : TxM �! T �xM et
] : T �xM �! TxM l�application musicale et son inverse. et soit < w1; w2 >�:= < ]w1; ]w2 > le produit
scalaire sur le �bré T �M induit par <;> :On dé�nit r�XW = [rX]w:

(a) Véri�er que r� est une connexion sur le �bré T �M qui est adaptée à la métrique <;>�

(b) Montrer que (r�Xw)(Y ) = Xw(Y )� w(rXY )
(c) Montrer que la courbure R� associée à r� est donnée par:

[R�(X;Y )w]Z = �wR(X;Y )Z 8X;Y; Z 2 �(M); w 2 ^1M
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