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1. Soit (C) le cylindre de R? de rayon 1 et d’axe oz. Soient (6,2) €]0,27[xR les coordonnées locales de
(C):9(0,2) = (x = cos B,y =sinb, z = z). Soit

go=dr®@dr+dy®dy+dz®dz
la métrique canonique sur R3.
(a) Trouver la métrique g sur (C) donnée par la restriction de go sur (C)

(b) Trouver la connexion V sur (C) qui est compatible avec g

(c¢) Donner les géodésiques sur (C) relativement a V et vérifier qu’elles sont , soit les droites vertcales,
soit les cercles horizontaux soit les helices sur (C)

(d) Soit () ellipse sur (C) d’équation z = cosf + sinf et soit p(g, 1) un point de () soit V =

0 0
a5 + b$|p un vecteur de T,,C
1. Trouver le transport parallel de V' le long de () relativement a la connexion V
0 0 0
2. Soient u = 20 + &\p et v = 2 $|p deux vecteurs de T,C. Vérifier par le calcul que le

produit scalaire < u,v >=< u,v > oU u et ¥ sont respectivement les transports parallels le
long de v de u et v au point (¢)

2. On considére S? la sphére unité de R3. On considére un recouvrement de S? par deux cartes (U, o)
et (V,0) ou

U = S?°n{(z,y,2) eR® / y#0 ou z <0}
V = S?n{(z,y,2) €R® / 2#0 ou z >0}
avec
o: J02n[x]Z, 5[ — U
0, 9) — (x = cosBsinp,y = sinf cos ¢, z = sin p)
et
6: Jo2n[x]5 5[ — V
0, ¢) —  (u= —cosfsing,v = —sinp,w = —sinf cos p)

c’est a dire 0(6, ¢) est la rotation de o(6, ¢), d’angle 7 autour de oz suivie par une rotation d’angle 7
—/> — — ’

autour de oz. Aussi, § = (o, oM '), ¢ = (oM ,0M) avec M =Projo, M

Le changement de coordonnées est (u,v,w) = (—x, —z, —y).

Donner I'application de transition ¢, du fibré tangent T'S? relative a ce recouvrement.

3. Soit M une variété de dimension 2, on considére I’espace des tenseurs 1— covariants et 1—contravariants
@1M = {t: x(M) — x(M) C* -linéaires}. Si (z;) est un systéme de coordonnées locales autour d’un

point z € M alors {dz® ® a—} est une base locale du module ®1 M.
Ty

(a) Vérifier que @1TM = UM ®1 T, M est un fibré vectoriel sur M. Déterminer ses fibes et son rang
s

(b) Soient {z;}, et {y;} deux systémes de coordonnées locales autour de x € M

1. Vérifier que

0 oxd . 0
i = OV g
dy')s = oz ) dr? )y

2. Déduire les applications de transition ¢, ;(z,v), z € U;NUj; v € R*
IND.T € @iT, M, T = Tijd:ﬁi ®0r; = ’fgdyi ® 0y, . Exprimer Tij en fonction de le



(¢) On suppose que (M, g) une variété Riemannienne et V une connexion sur M compatible avec g.
Soit ['(®1T M) I'espace des sections sur le fibré @] TM Etablir T(®{TM) = @1 M

(d) On définit V : x(M) x @M — @M par (VxL)Y = VxL(Y) — L(VxY). Vérifier si V est une
connxion sur le fibré @1 TM

4. Soit (M, g) une variété Riemannienne et V la connexion associée & g. Soit b : T,M — TXM et
g:TrM — T,M I’application musicale et son inverse. et soit < wy,ws >..= < fwi, fwy > le produit
scalaire sur le fibré 7% M induit par <,> .On définit VW =bV xfw.

(a) Verifier que V* est une connexion sur le fibré T* M qui est adaptée a la métrique <, >,
(b) Montrer que (Vxw)(Y) = Xw(Y) —w(VxY)

(c) Montrer que la courbure R* associée & V* est donnée par:

[R*(X,Y)w]Z = —wR(X,Y)Z VX,Y,Z e x(M), weA'M




