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1. On considere la variété M = R2. w € A'M, w = P(z,y)dx+Q(z,y)dy une 1-forme différentielle; X €
x(M), X = A(x,y)% + B(z, y)a% un champ de vecteurs sur M. Calculer dw, ixw, Lxw.

2. Soit w = ydx + zdy une 1-forme différentielle sur R?.Calculer dw. Déterminer X € x(R?) tel que
LXw =0.

3. Soit M = R3.Déterminer dw Yw € A'M, i=0,1.2...

4. Si M =R w = (22 + 1)ydz + (y*> — 2)dy + xzdz + dt € A'M. Trouver dw

(a) Soit w = P(x,y,2)dx + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz € A'R3. Trouver ;, w. En particulier trouver
ixw si w=2zzdr — x2%dy + e¥*dz et X = (22 — y)a% + Za%

(b) On consideére le champ X = 222 — a% +(y—2)Z et la forme différentielle w = z2zdzAdy € A*R®.
Trouver ixw

5. Soit w = (2% + 1)dz A dy — yzdz A dz € A*R? et soit X = Xla% +X2a% +X3%. Trouver Lxw

6. Soient (a%) les composantes d’un tenseur symétrique (2,0) et (b;;) celles d’un tenseur antisymétrique
(0,2). Calculer la somme a*b;;

7. Soient (a}) les composantes d'un tenseur (1,1) Montrer que
(a) Si (a!) vérifient ajah = &} alors det(al) = +1
(b) Sidet(aj) = —1 alors det(aj + ;) =0
(c) Sidet(al) =1 et si (a}) est d’ordre impaire alors det(a} — &%) =0
8. Soit E un e.v, {e;} une base de E et soit {w;} la base duale de {e;}. Soit o € ®2FE. Montrer que
(a) a =311, ale ej)w; ®w;

(b) Si {u;} est une autre base de E telle que u; = c?ei et a(u;,u;j) = b;; Trouver b;; en fonction de
Okl

9. Soit £ un e.v. de dimension n,0 € AE* est dite homogéne de dégré k si § € A*E. Un élément
homogene de dégrv k est dit dvcomposable si et seulement si : il existe k éléments 0 - - - 0% € A'E tels
que =01 Ao A GF

(a) Montre que si § € A¥E est décomposable alors 6 A 6 = 0

(b) SidimE >3, 0',---,60" sont lin-ind; ' A 6 + 63 A 0% est-elle décomposable?
)
)

Si dim F < 3, montrer que tout élément homogéne de dégré k > 1 est décomposable

(c

(d) Si dim E = 4. Trouver dans A?E un exemple d’un élément homogéne non décomposable.
10. Soient A, B € ®1 M. Pour tous X,Y € x(M) on définit

S(X,Y) = [AX,BY]+[BX,AY]+ AB[X,Y]+ BA[X,Y]
—A[X,BY] — A[BX,Y] — B[X, AY] — B[AX,Y]

(a) Montrer que S est un tenseur (2,1) antisymétrique
(b) Soit J € ®]M; on définit

N(X,Y) =[JX,JY] = JJX,Y] - JX,JY] + J?[X,Y]

Montrer que N est un tenseur (2,1) et trouver la relation lie les coefficients de N a ceux de J.



