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1. Soit X = x @
@x + y

@
@y un champ de vecteurs sur R

2: Trouver le groupe à un paramètre ainsi que le �ot
associés à X: Donner une représentation géométrique.
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2. Soit X = e�x @
@x un champ de vecteur sur R

2: Donner le groupe à un paramètre associé à X: Ce groupe
est-il global?

3. Trouver une expression générale du champ X 2 �(R2) dans chacun des cas suivants:

(a) [
@

@x
;X] = X et [

@

@y
;X] = X

(b) [
@

@x
+

@

@y
;X]

4. On considère la sphère S2 munie des coordonnées sphériques ('; �) avec ' = (
�!
Oz;

��!
OM) et � =

(
��!
OM;

���!
OM 0) où M 2 S2 et M 0 est la projection de M sur (xOy) parallèlement à (Oz):

Soit X =
1

sin'

@

@�
+

@

@'
un champ de vecteurs sur S2

(a) Trouver la courbe intégrale de X; 
(t) = (�(t);'(t)) On donne
Z

dt

sin(t+ a)
= ln j tan( t+ a

2
)j +

b; a; b = cte:

(b) X est-il complet?

5. Soient X =
@

@x
; Y = x

@

@x
+ y

@

@y
deux champs de vecteurs sur R2; R2 étant muni des coodonnées

(x; y)

Soient '(x;y)(t) et  (x;y)(s) les �ots associés à X et Y;avec '(x;y)(0) = (x; y) et  (x;y)(0) = (x; y)

(a) On dit que X et Y commutent si  s � 't = 't �  s; 8s; t: Est-ce que X et Y commutent?

(b) On rappelle la relation entre le crochet et les �ots:

[x; y](x;y) =
@2

@s @t
( s � 't � 't �  s)s=0

t=0

Calculer de deux façons le crochet [x; y](x;y) et déduire un résultat sur le crochet quand deux
champs commutent

(c) Soit Ct(x; y) = '�t �  �t � 't �  t(x; y): Calculer C0(x; y); C 00(x; y); C 000 (x; y) et déduire que
C 000 (x; y) = �2[X;Y ](x;y)
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6. On se donne sur R2 les champs de vecteurs:

X = sin(xy)
@

@x
+ y

@

@y

Y = x
@

@x
� @

@y

on se donne aussi la fonction f(x; y) = exy et les formes di¤érentielles

� = 2ydx� 3dy; � = dx� 2xdy

Calculer:

(a) [X;Y ]

(b) [X;Y ](f)(p) où p = (0; 0)

(c) f�X; f�Y; f�[X;Y ] et justi�er que f�[X;Y ] = [f�X; f�Y ]

(d) � ^ � et puis � ^ �(X;Y )
(e) iX�; iX�; iX(� ^ �); d�(X;Y )
(f) (rX�)(Y ) où r est une connexion linéaire sur R2 donnée par:�kij = 0 sauf �111 = x;�212 = y:

7. L�objectif de ce problème est d�établir un rapport entre les �ots de plusieurs champs de vecteurs. Les
relations suivantes sont vraies pour tous champs X et Y :

Si 't;  t �t sont les �ots des champs X;Y; et [X;Y ] respectivement, et si on dé�nit pour tout p 2M

(('t)� Y )p := ('t)�('�t(p))
Y('�t(p))

On a toujours:
1) (('t)� Y )p = d

ds

�
't �  s � '�t

�
(p))s=0

2) [X;Y ] = � d
dt (('t)�Yp)t=0

3) (�t)�[X;Y ])t=0 = [('t)�X; ( t)�Y ]t=0

On propose d�établir ces relations sur un exemple particulier:

M désigne la variété R2, p = (x; y) un point de R2 et soient les champs:

X = xy
@

@x
� 2 @

@y

Y = x
@

@y

(a) Trouver le crochet [X;Y ] ainsi que les �ots 't(x; y),  t(x; y); �t(x; y) de X; Y; [X;Y ] respective-
ment, pour tout point (x; y) de R2

(b) Y -a -t- il au moins un champs complet parmis X;Y; et [X;Y ]?

(c) Trouver les applications sur �(R2) , ('t)�; ( t)� et (�t)�
(d) Calculer (('t)� Y )(x;y) et établir:

1. ('t)� Y =
d

ds
('t �  s � '�t)(x;y))s=0

2. [X;Y ] = � d

dt
(('t)� Y )t=0

(e) Calculer '�X; �Y et ��[X;Y ] et établir

(�t)�([X;Y ])t=0 = [('t)�X; ( t)�Y ]t=0
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8. Soit M = f(x; y) 2 R2 = x > 0g: M munie de la structure di¤érentielle naturelle idM est une variété
di¤érentielle de dimension 2

Soit f :M �! R; la première projection

(a) Montrer que X(x; y) = xp
(x2+y2)3

@
@x +

yp
(x2+y2)3

@
@y est un champ C

1 sur M

(b) Donner la matrice associée à f� relativement aux bases f @
@x ;

@
@yg et f

d
dtg de �(M) et �(R) respec-

tivement. En dduire (f�)q(Xq) où q = (1; 0)

(c) Véri�er que si p; p
0 2M tel que f(p) = f(p

0
) et p 6= p

0
alors (f�p)(Xp) 6= (f�p0 )(Xp0 )

9. On considère dans R3 le champs X = 2 @
@x �

@
@y + 3

@
@z Soit l�application:

f : R3 �! R3
(x; y; z) ! (r; �; z)

Exprimer X en coordonnées cylindriques, càd calculer f�X

10. Soit
� R� R2 �! R2

(t; x; y) ! (x+ t; y)

(a) Montrer que � est un groupe à un paramètre

(b) Trouver X 2 �(R2) dont le �ot est �(x;y)(t)

11. (a) Déterminer le sous ensemble de R2 où les formes di¤érentielles

� = xdx+ ydy; � = ydx+ xdy

sont libres

(b) Trouver la base duale fX;Y g de f� , �g
(c) Soit f : R3 �! R2 , f(u; v; w) = (u� v cosw; sinu sin v). Trouver f�� , f�� puis f��)(0;0;0)
(d) Trouver ! = � ^ � et puis calculer iX! où X = 2xy @

@x � y
2 @
@y

12. On donne dans R2 les champs de vecteurs suivants(
X1(x; y) = x @

@x + 2y @
@y

X2(x; y) = @
@x + sinx @

@y

Déterminer les �ots respectifs de X1 et X2; 'X1
(t) et 'X2

(t) qui passent respectivement par les points
(1; 1) et (0; 0)
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13. On appelle rotation d�angle t autour de oz une transformation

Ft : R3 �! R3
(x; y; z) ! (X(x; y; z); Y (x; y; z); Z(x; y; z))

telle que 8<: X = xcost+ ysint
Y = �xsint+ ycost
Z = z

Soit V (x; y; z) = y @
@x � x

@
@y un champ de vecteurs sur R

3

(a) Donner le système di¤érentiel qui dé�nit le �ot de V: En déduire que ce système est équivalent à8<:
x
00
(t) = �x(t)

y
00
(t) = �y(t)

z
0
(t) = 0

(b) Déduire que Ft dé�nit le �ot de V à l�instant t

14. On dit qu�une forme de Pfa¤! 2 ^1M est exacte si ! peut s�écrire sous la forme: ! = df où f 2 C1(M):
la forme ! est dite fermée si d! = 0: Il est claire que toute dorme exacte est fermée.

(a) Montrer que:

1. Si �; � 2 ^1M et sont fermées alors � ^ � l�est aussi
2. Si de plus � est exacte alors � ^ � est exacte
3. Déterminer laquelle parmi les formes sur R3 suivantes est exacte et laquelle est fermée:

1. ! = xdx+ x2y2dy + yzdz

2. 
 = 2xy2dx ^ dy + zdy ^ dz
(b) On donne la forme di¤érentielle sur R3 suivante:

� = zdx+ xdy + ydz

et soit le di¤éomorphisme

	 : R2 �! R3
(u; v) ! (veu; sinu cos v; v � u)

Calculer 	�(�) au point (u; v) = (0; 0)
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