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1. Soit X = a:a% + ya% un champ de vecteurs sur R2. Trouver le groupe & un paramétre ainsi que le flot
associés a X. Donner une représentation géométrique.
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2. Soit X = e’z% un champ de vecteur sur R?. Donner le groupe & un paramétre associé a X. Ce groupe
est-il global?

3. Trouver une expression générale du champ X € x(R?) dans chacun des cas suivants:

0 0
L X=X et [—, X] =
(@) 55 X] = X et [ X]
0 0
b) [—+ —,X
() =+ 5o X)
—_— —

4. On considére la sphére S? munie des coordonnées sphériques (¢;6) avec ¢ = (Oz,OM) et 0 =

_ ——

(OM,0OM’) ott M € S? et M’ est la projection de M sur (zOy) parallélement & (Oz).

1
Soit X = — g + — un champ de vecteurs sur S2
sinp 96 dyp
s dt t+a
(a) Trouver la courbe intégrale de X; v(t) = (8(¢); (t)) On donne St a) = In | tan( )|+
sin a
b; a,b=cte.
(b) X est-il complet?
i 0 0 9 9, . ,
5. Soient X = —; Y = x— + y— deux champs de vecteurs sur R“; R* étant muni des coodonnées
oz Oz dy

(z;9)
Soient @, (t) et P, () les flots associés a X et Yiavec ¢,y (0) = (z;39) et 1., (0) = (z;y)

(a) On dit que X et Y commutent si ¢, o ¢, = @, 01, Vs, t. Est-ce que X et Y commutent?
(b) On rappelle la relation entre le crochet et les flots:
62
[ y}(m;y) = m(d’g Oy — ¢ O 77[’5);28

Calculer de deux fagons le crochet [z;%](4;,) et déduire un résultat sur le crochet quand deux

champs commutent
(c) Soit Ci(z;y) = w_p o Y_, 0@, o P, (x;y). Caleuler Co(z;y); Co(z;y); Cf(z;y) et déduire que

Co (z;y) = =2[X3 Y] (ayy)




6. On se donne sur R? les champs de vecteurs:

X

0
sin(zy) 5~ +

ox éTy
0 0
YV = p— 2
¥ ox oy

on se donne aussi la fonction f(z,y) = e et les formes différentielles

a =2ydx —3dy; [ =dr —2xdy

Calculer:

(a
(b

) [X,Y]
) [X,Y](F)(p) o p = (0,0)
(c) f:X, f.Y, fi[X,Y] et justifier que f.[X,Y] = [f. X, f.Y]
(d) aABetpuisanp(X,Y)
e) ixa, ixp, ix(aAp), da(X,Y)
)

f) (Vxa)(Y) oit V est une connexion linéaire sur R? donnée par:I'f; = 0 sauf I'f; = 2,T'}, = y.
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7. L’objectif de ce probléme est d’établir un rapport entre les flots de plusieurs champs de vecteurs. Les
relations suivantes sont vraies pour tous champs X et Y:

Si ¢, 1, ¢, sont les flots des champs XY, et [X, Y] respectivement, et si on définit pour tout p € M
(@)Y, = @) Vo)

On a toujours:
D () Y), = £ (prov,00 ) (0)s=o
2) [X, Y} _% ((‘Pt)*yp)tzo
3) (€)X, Y])i=0 [(04)+ X, (¥4) Y ]i=0

On propose d’établir ces relations sur un exemple particulier:

M désigne la variété R?, p = (x;y) un point de R? et soient les champs:

0 0
X = zy— —2—
xy@x dy
0
Y = —
x@y

(a) Trouver le crochet [X, Y] ainsi que les flots o, (x;y), ¥, (z;y), ((z;y) de X, Y, [X,Y] respective-
ment, pour tout point (x;y) de R?

(b) Y -a -t- il au moins un champs complet parmis X, Y, et [X,Y]?
(c) Trouver les applications sur x(R?) , (,)«, (¥;)« et (C;)«

(d) Calculer ((¢;), Y)(z,y) et établir:

d
%(@t opso ‘p—t)(w;y))SZO

2 [X,Y] = — (2. V),

(e) Calculer v, X,v,Y et ,[X,Y] et établir

(C)«([X, Y=o = [(0)+ X, (¥4)«Y ]i=0




8. Soit M = {(x,y) € R? / x> 0}. M munie de la structure différentielle naturelle idy; est une variété
différentielle de dimension 2

Soit f : M — R, la premiére projection
8 a
(a) Montrer que X (z,y) = m% + \/ﬁa—y est un champ C'*° sur M

(b) Donner la matrice associée a f, relativement aux bases {, a% et {£} de x(M) et x(R) respec-
tivement. En dduire (f.)q(X,) ou ¢ = (1,0)

(c) Veérifier que si p,p € M tel que f(p) = f(p') et p#p alors (fup)(X,) # (fop )(X)

9. On considére dans R3 le champs X = 2% — 3% + 3% Soit 'application:

f: R3 — RS
(I7 y? Z) - (r7 07 Z)

Exprimer X en coordonnées cylindriques, cad calculer f,X

10. Soit
# RxR:2 — TRZ2

tzy) —  (z+ty)

(a) Montrer que 6 est un groupe & un parameétre
(b) Trouver X € x(R?) dont le flot est 0, ()

11. (a) Déterminer le sous ensemble de R? o les formes différentielles
a=xdr + ydy, P =ydr+ xdy

sont libres
(b) Trouver la base duale {X,Y} de {« , 5}

Soit f:R?* — R?, f(u,v,w) = (u—vcosw,sinusinv). Trouver f*o , f*B puis f*a)(0,0,0)
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(d) Trouver w = a A § et puis calculer ixw ou X = 2xya% — y28%

12. On donne dans R? les champs de vecteurs suivants

Xi(zy) = =& + 2u5
Xo(z,y) = & + sinxa%

Déterminer les flots respectifs de X; et Xo, oy, (t) et ¢, (f) qui passent respectivement par les points
(1,1) et (0,0)




13. On appelle rotation d’angle ¢ autour de oz une transformation

F: R3 — R3
(z,y,2) —  (X(z,9,2),Y(2,y,2), Z(x,y,2))

telle que
X = xcost+ysint
Y = —xsint+ ycost
Z = z

Soit V(x,y,2) = ya% - ;Ea% un champ de vecteurs sur R3

(a) Donner le systéme différentiel qui définit le flot de V. En déduire que ce systéme est équivalent a

t) = —alt)
t)
‘) = 0
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(b) Déduire que F; définit le flot de V' a l'instant ¢

14. On dit qu'une forme de Pfaff w € Al M est exacte si w peut s’écrire sous la forme: w = df ou f € C*(M).
la forme w est dite fermée si dw = 0. Il est claire que toute dorme exacte est fermée.

(a) Montrer que:

1. Si o, B € A'M et sont fermées alors a A 3 I'est aussi

2. Si de plus (8 est exacte alors a A 8 est exacte

3. Déterminer laquelle parmi les formes sur R? suivantes est exacte et laquelle est fermée:
1. w = zdz + z2y%dy + yzdz
2. Q= 2zxy?dx Ady + zdy A\ dz

(b) On donne la forme différentielle sur R? suivante:
a = zdx + xdy + ydz
et soit le difféeomorphisme

U R? — R3
(u,v) —  (ve¥,sinucosv,v —u)

Calculer ¥*(a) au point (u,v) = (0,0)




