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1. On considére le cercle unité de R?, S*. On admet que A = {(U;,p;);i = 1---4} avec

U {(z,y) € SH2>0} o (z,y) =y
Uy = {(z,9) € S5y >0} py(z,y) =2
Us = {(z,y) € S5z <0} gy(z,y) =y
Us = {(z,9) € Shy <0} gyu(z,y) =2

est un atlas sur S*

On considére Pensemble A" = {(Un, o), (Us, ps)} avec Uy = {(x,y) € S';y # 1} et Us = {(z,y) €
Sliy # —1}, ¢n et g sont les projections stéréographiques depuis le pole nord et le pole sud de S*
respectivement:
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(a) Veérifier (en utilisant le théoréme de Thales) que ¢y(z,y) = 1%, pour tout (z,y) € Ur et
¢s(@,y) = T, pour tout (z,y) € Uz

(b) Montrer que A" est un C™ atlas sur S*

(c) Montrer que A et A'sont équivalents. (Contentez vous de démontrer par emple que (Us, ) et
(Un, ¢y ) sont équivalentes

2. Soit
U = {(sin2rs;cos2ms) € 1}
V= {(sin2rs;cos2ms) € Sl s 6]71 i}
(sin2ms;cos2ms) — s (sin27s;cos2ms) — s

(a) Montrer que A = {(U,¢); (V,%)} est un C*®-atlas de S*
(b) On rappelle que Ay = {(U;, ¢;);i=1---4} avec

Ui = {(z,y) eSha>0} ¢(e,y) =y
Uy = {(z,9) € S5y >0} @o(z,y) =2
Us = {(z,9) € S0 <0} gy(z,y) =y
Ur = {(z,9) € Shy <0} gy(z,y) =2

est un atlas sur S'. Vérifier que A et A; sont équivalents (contentez vous de vérifier cela avec (Us; ,)).




3. Soit S% = {(z,y,2) € R® | 22+ y? + 22 = 1} la sphére unité de R3. A = (0,0,1) et B = (0,0, —1)
sont les poles nord et sud de S2. On considére I’application

uw:U=8"\A — R?

qui & tout point m = (x,y, z) € S?\ A fait correspondre le point u(m) = (u1,u2) d’intersection du plan
oxy avec la droite Am
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(a) Trouver I’équation paramétrique de la droite Am , en déduire que :u; =

(b) De méme, on consideére 1’apphcat10n v:V =8\B — R? qui a tout point m’ = (v,y,2) € S\B
fait correspondre 'intersection v(m ) = (v1, v2) de la droite Bm/ avec le plan ozy. Exprimer vy, vs
en fonction de z, y, z

(c) Dans cette partie on voudrait montrer que 2 = {(u, U), (v, V)} est un C°° atlas sur S? :

1. Veérifier que {U, V'} est recouvrement de S
2. Montrer que u est un difféomorphisme de U

u: U — R2?
(x,y,z) - (u17u2)

(Ind: Vérifier que u? + u3 = }fi, en déduire une expression de u~!,conclure alors que u est

bijective et que c’est un difféomorphisme)
3. Vérifier que le changement de cartes

vou l:u(UNV) — v(UNV)
est un difféomorphisme.
(Ind: Prenez (u1,us2,0) € u(UNV) et calculer v o u™!(uy,usz,0) ensuite conclure)
(d) On rappelle que S? = f=1(0) ou f(z,y,2) =2 +y? + 22 — 1. Soit mo(z0, Yo, 20) € S* on a

Ty S* =ker Do f = {(X,Y,Z) €R® | (D, /)(X,Y,Z) = 0} = {(X,Y, Z) e R® / (Vf)
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Montrer que le champ sur R?: 7 = —yax + xay + Oaz est tangent a S2.

(e) Sachant que
8u1 + 8712 o

lé]

dr — oz 8u1 dx Ouz
Q — 8u1 d auz 8
dy — Oy Ouy dy Ouz

Trouver u,(Z) dans les coordonnées (uq,us)

0

en fonction de vy, vs, ot

: 9
(f) Exprimer 5o

, B ) —a et déduire de e) v,(Z) dans les coordonnées
U1 u v
(v1,02)




